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NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC - 1997 


LỜI NÓI ĐẦU 


Tháng 10 năm 1964 báo Toán học và tuổi trẻ (TH&TT) ra mắt bạn dọc số 
đầu tiên giữa những ngày tháng nước nhà còn dang bị chiến tranh. Tờ báo được 
các bạn học sinh giỏi toón, các thầy cô giáo, các anh chị bộ đội, công nhân... yêu 
toán trên mìền Bắc dón chào nồng nhiệt. Séáu nghìn bản phót hành chưa dủ đáp 
ứng nhu cầu của độc giả trên khắp 26 tính, thành phố uờè dộc khu Vinh Linh. 
Đối tượng chủ yếu mà báo hướng uào phục uụ là các bạn học sinh khá, giỏi toán 
cốp TII. 


Nam 1975 nước nhà thống nhốt, TH&TT có cơ hội đến uới khắp mọi miền đất 
nước. Lúc cao nhất dã phát hành tới 1ð nghìn bản một kì. 


Năm 1992 TH&TT có thêm những cải tiến uề nội dung uà hình thức nhằm đép 
ứng tốt hơn những đòi hồi mới của bạn dọc. Đối tượng bạn dọc của TH&TT đã 
được mỏ rộng cho cúc bạn Trung học cơ sử. Số lượng phát hành nay đã uượt quá 
20 nghìn bản. Năm 1994 nhân dịp kÌ niệm 30 năm ra số báo đầu tiên 0à thể 
theo nguyện uọng của đông đảo bạn dọc, Hội đồng biên tập TH&TT' dã quyết dịnh 
sẽ xuốt bản Tuyển tập 30 năm báo Toán học & Tuổi trẻ. 


Mái dến nay công uiệc mới hoàn tốt dù trong tay các bạn đã có một ốn phẩm 
chúa dụng bao nhiêu công sức của các tác giả, của các thành uiên trong hội đồng 
biên tộp uờ các biên tập uiên, Cuốn sách ra đời dúng uàèo dịp bỉ niệm 40 năm 
Nhà xuất bản Giáo dục nên càng mang một ý nghĩa đạc biệt. 


Đo khuôn khổ sách có hạn nên chỉ tập hợp được một số bài uiết uà đề toán đã 
tan từ 1964 dến 1994 mà các thành uiên trong ban tuyển chọn cho là hay. Nhiều 
tác giả có bài uiết trên TH&TT' chua có bài trong Tuyển tệp này. Có thể uiệc chọn 
lựa đô chưa thật tối ưu. Điều này thột là dễ hiểu uì dù sao dây cũng chỉ là một 
phương ớn chọn lụa của một ban tuyển chọn. 


Sách được chia làm hai phần. Phần thú nhất bao gồm các bài uiết chọn lọc, 
phần thủ hai là cóc đề hay 0ò lời giải tốt. Cũng do khuôn khổ sách nên phần 
thủ nhất chỉ bao gồm cóc loại bài thuộc cóc chuyên mục : Nói chuyện với các bạn 
trẻ yêu toán, Tìm hiểu sâu thêm toán học phổ thông, Bạn đọc tìm tòi, Bước đều tìm hiểu 
toán học hiện đại, Toán học và đời sống, Tiểu sử các nhà toán học. Mỗi chuyên mục 
đồng thời là một chương. 


Phần thú hai gồm các đề tloón 0ò lời giải dược xếp thành cóc chuyên đề dể bạn 
đọc tiện theo dõi uà sử dụng. 


Mặc dù chúng tôi đã có rốt nhiều cố gúng nhưng Tuyển tộp uẫn không tránh 
khỏi những thiếu sót. Bây giò cuốn sách đã ỏ trước mắt bạn uà quyền dánh giá 
chất lượng nội dung, hình thúc của Tuyển tập là thuộc uề cóc bạn. Dẫu sao cũng 
rất mong bạn đọc lượng thứ uờè chỉ bảo cho những sơi sót để tuyển tộp lần sau 
được hoàn chỉnh hơn. 


Thu từ xiu gửi uề dịa chỉ : 
Tạp chí Toán học và tuổi trẻ 
81 Trần Hưng Đạo. 
Hà Nội. 
TOÁN HỌC VÀ TUỔI TRẺ. 


Phần thứ nhất 
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CÁI GÌ LÀ CƠ BẢN 
LÊ VĂN THIÊM 


Trong học tập, cũng như trong đời sống 
nói chung, có những việc đã quen đi, ta 
tưởng như đã rõ ràng không có gì đáng suy 
nghỉ thêm nữa, mà thực ra trong đó vẫn còn 
có những vấn để sâu sắc, suy nghỉ kỉ vẫn 
còn những điều đáng chú ý, đáng thắc mắc, 
đáng nghiên cứu. Thí dụ như trong hình học, 
tường không có gì đơn giản rõ ràng hơn là 
điểm và đường thẳng, mà chúng ta đã quen 
từ khi mới bát đầu học môn hình, 

Để có một biểu diễn cụ thể thường ta 
quan niệm rằng điểm là một vật gì rất nhỏ 
không có bể ngang, không có bể dài, đường 
thẳng là một vật có bề dài không có bể 
ngang. Nhưng một điều đáng chú ý là trong 
suốt quá trình học môn hÌnh, đặc biệt khi 
chứng minh các định lí ta không hề dùng 
đến tính chất có hay không có bể dài, bề 
ngang của các vật nới trên. Thế thì ta phải 
kết luận rằng đối với điểm và đường thẳng 
việc có hay không cđ bể dài, bề ngang không 
phải là điều cơ bản. Vậy thì cái gì là cơ bản ? 
Để làm cho sáng 
tỏ vấn đề này, tôi 
xin nêu một thí đụ 
sau đây : 

Trong mặt phẳng 
lấy 3 điểm A, B, C 
không thẳng hàng 
(Hình 1), hai điểm 
A, B xác định một 
đường thẳng c (đi 
qua chúng), hai 
điểm B, C xác định một đường thẳng a, hai 
điểm Œ, A xác định một đường thẳng ö. 
Ngược lại hai đường thẳng a, ö xác định một 
điểm C (nằm trên chúng) hai đường thẳng 
È, e xác định một điểm A, hai đường thẳng 
©, a xác định một điểm B. 





Hình ï 


Bây giờ ta hãy dùng một ngôn ngữ mới 
trong ấy cái gì trước kía gọi là đường thẳng 
thÌ nay ta gọi là "điểm", cái gÌ trước gọi là 
điểm thì nay gọi là "đường thẳng". Trong 
ngôn ngữ mới ấy, những điều nói trên về 
hình vẽ 1 sẽ trở thành như sau : hai "đường 
thẳng" A, B xác định một "điểm" c, hai 
'đường thẳng" B, € xác định một "điểm" q, 
hai "đường thằng" ©, A xác định một "điểm" 
ð, ngược lại hai "điểm" ở, b xác định một 
"đường thẳng" €, hai điểm b, e xác định một 
"đường thẳng" A, "hai điểm" a, e xác định 
một "đường thẳng" B. 

Nhưng ta lại chú ý rằng câu nơi thứ hai 
vẫn còn ý nghĩa trong ngôn ngữ cũ nếu ta 
đặt ra một hình học 
mới trong ấy các 4 
"điểm" là những 
đường thằng cũ và 
các "đường thẳng" là 
những điểm cũ. 

Ta hãy vẽ ra một 
hình khác (Hình 2) ' 
trong ấy các chữ nhỏ 
œ, Ò, c chỉ các điểm, Tin 2 
các chữ lớn A, B, € chỉ các đường. Đối với 
hình 2, thì câu nói thứ nhất lại là câu nói đúng 
trong hình học mới, còn câu nới thứ hai là câu 
nơi đúng trong hình học cũ. Diều ấy tô rằng 
cả hai hình học hợp pháp như nhau. 

Như vậy là ta đã tạo ra được một môn 
hình học hợp pháp (không cớ mâu thuẫn) 
trong ấy "điểm" thì có bề đài không có bé 


- ngang, còn đường thẳng thì không có bề dài 


lẫn bề ngang. Điều ấy, xác định một lần nữa 
rằng việc có hay không cớ bề đài, bể ngang 
không phải là cơ bản đối với những vật gọi 
là điểm, đường thẳng trong hình học. 


Điều này lại cho ta thấy rằng, trong khoa 
học cũng như trong đời sống, đối với một số 
phong tục tập quán có những việc mà trước 
kia nghỉ là phải như thế này, chỉ cớ thể là 
như thế này, nhưng suy nghỉ kỉ ta có thể 
thấy ràng nó có thể thế khác, có thể quan 
niệm khác với cách quan niệm cũ, đi con 
đường khác với lề thới cũ. 

Bây giờ hãy tìm hiểu xem tại sao các câu 
nói thứ nhất và thứ hai, tùy theo cách vẽ 
hình, đều đúng trong cả hai hình học. Lí đo 
là vì có những điều sau đây đúng cho cả hai 
hình học. 

a) Hai điểm xác định 
đường thẳng. 

b) Đối với một đường thẳng cơ ít nhất là 
hai điểm xác định nớ và trong mặt phẳng 
có Ít nhất là ba điểm không cùng xác định 
một đường thẳng. 

Những điều ấy là thuộc về loại những 
điều cơ bản đang tìm đối với điểm và đường 
thẳng. Còn có những điều cơ bản khác, 
chẳng hạn như : cho ba điểm trên một 
đường thẳng thì cớ nhiều nhất là một điểm 
nàm giữa hai điểm kia : qua một điểm chỉ 
vẽ được một đường song song với một đường 
thẳng cho trước, v.v... Những điều cơ bản 
như vậy gọi là những tiên đề. Không cần biết 
điểm là gỉ, đường thẳng là gì, chỉ cần đòi 
hỏi những vật gọi là điểm và đường thẳng 
thỏa mãn các tiên để. Nơi một cách khác 
chính các tiên đề cho định nghĩa điểm và 
đường thẳng bằng cách nơi lên những tính 
chất cơ bản của chúng. Môn hình học có mục 
dích từ những tính chất cơ bản ấy rút ra 
những tính chất khác phát biểu thành 
những định lí. Định lí thì phải chứng minh, 
nghia là tỏ rõ rằng chúng được rút ra từ 
những tiên đề. Những tiên đề thì không 
chứng minh được, đó là cơ sở của hình học. 

Các bạn sẽ hỏi rằng những tiên đề, những 
điều cơ bản, không chứng mỉnh được thì làm 
sao mà biết được chúng là đúng hay sai ? 
những định lí chỉ là rút ra từ các tiên để 
liệu có phù hợp với thực tế không và tại sao 
lại phù hợp ? 

Thực ra thì hai câu hỏi ấy không tách rời 
nhau. Trước hết đúng là nghĩa thế nào ? ta 
phải nơi rằng, cho đến cùng "đúng" là phải 
nói đúng với thực tiễn, đó là tiêu chuẩn cuối 
cùng của chân lÍ. Vậy so với thực tiễn thì 
như thế nào ? Một mặt thì các định lí hình 
học rút ra từ các tiên đề được áp dụng hàng 
nghìn năm và trong nhiều mặt hoạt động 
của con người như trong đo đạc, trong kí 
thuật và tỏ ra là có hiệu quả, là phù hợp với 
thực tế vậy thì các tiên đề là phù hợp với 
thực tế, là đúng. Mặt khác thì các tiên đề, 
dù trừu tượng đến đâu cũng bát nguồn từ 
thực tế. Ví dụ khi ta đặt một xà ngang lên 
hai cái cột, thì vì tiết diện cột không phải là 
những điểm, xà ngang không phải là một 


một và chỉ một 
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đường thẳng, nên ta có thể đặt xà ngang xê 
xích một Ít, nhưng ta cũng thấy rằng các vị 
trÍ của xà ngang cũng không thể xê xích 
nhau nhiều quá (hình 3). Sự xẽ xích lại càng 
Ít nếu tiết diện cột cảng bé do đó xà ngang 
càng hẹp. Đến trường hợp lí tưởng mà tiết 
diện cột là những điểm, xà ngang là đường 
thẳng thì vị trí của xà ngang không xê xích 
được nữa. Đớ là 
một nguồn gốc thực 
tiễn của tiên đề nói 
rằng chỉ có một 
đường thẳng đi qua 
hai điểm. Vậy thì 
tiên để là sự lí 
tưởng hóa, trừu 
tượng hóa của 
những việc thực tế. 
Chính vì xuất phát 
từ thực tế, trừu 
tượng hóa nó ra, nên các tiên đề đã đưa lại 
những định lí phù hợp với thực tế và ứng 
dụng có hiệu quả trong thực tiến. Không 
trừu tượng hóa thÌ sẽ không có định 1í, 
không xuất phát từ thực tế thỉ những định 
lí đó sẽ không phù hợp với thực tế. Xuất phát 
từ thực tế, trừu tượng né thành nguyên lí 
(thành tiên đề) từ đó rút ra những quy luật 
(những định lÍ) có tác dụng vào thực tế là 
con đường đi của mọi ngành toán học cũng 
như của mọi môn khoa học khác. 

Tác dụng vào thực tế nói ở đây không 
phải chỉ nhắm vào những thực tế mà từ đó 
ta rút ra nguyên lí, mà lại còn có thể tác 
dụng vào những thực tế phức tạp hơn, phong 
phú hơn. VÍ dụ khi ta đã có những tiên để 
về hÌnh học rồi, người ta thấy, chẳng hạn có 
thể lấy các điểm và đường thẳng là những 
loại tương quan nào đó giữa những sự vật 
nào đấy như các hạt trong nguyên tử, những 
điểm và đường thẳng mới như vậy cũng thỏa 
mãn những tiên để ta nơi trên kia. Xuất 
phát từ thực tế khác nhưng cùng nghiệm 
đúng tiên để, cho nên những định lÝ như 
định lí Pitago chẳng hạn, mà ta thường áp 
dụng trong đo đạc, lại có thể dùng để mô tả 
các chuyển động trong nguyên tử, đi đến lợi 
dụng những chuyển động ấy. Trong trường 
hợp này šlãhg những việc xét đến bế dài bề 
ngang của điểm và đường thẳng không có 
Ích gì trong việc chứng minh định Ìí Pitago 
thông thường mà nó còn có thể che mắt ta, 
không cho ta nghĩ đến việc dùng hình học 
làm một phương tiện khảo sát, xử lí những 
hiện tượng không những phức tạp hơn mà 
lại hoàn toàn thuộc loại khác, như năng 
lượng nguyên tử. Điều nây lại cho ta thấy 
rằng việc suy nghĩ sâu sắc vào cơ bản của 
một sự việc, không những giúp cho ta hiểu 
rõ sự việc ấy, xử lí tốt hơn sự việc ấy mà 
còn giúp ta hiểu rõ hơn sự việc khác và xử 
lí tốt hơn những sự việc khác. 





Hình 31 


HỌC ĐƯỢC NHỮNG GÌ 
QUA CÁC TRƯỜNG HỢP RIÊNG 


Các bạn là những người yêu toán, ham 
thích học toán, chăm làm toán, và các bạn 
đã giải được khá nhiều bài toán, kể cả những 
bài "hóc búa" nhất. Nhưng xin hỏi nhỏ các 
bạn một câu : thường mỗi khi giải xong một 
bài toán, các bạn có suy nghỉ gì thêm 
không ? các bạn có chú ý rèn luyện cho mình 
thới quen phân tích các khía cạnh khác nhau 
của bài toán, phê phán các cách giải, nghỉ 
tới các bài toán tương tự, tổng quát hơn... 
hay không ? Nếu các bạn đã làm được những 
điều đó thì thật đáng hoan nghênh, những 
bạn chưa chú ý thực hiện các điều trên cần 
phải cố gắng nhiều để trở thành những 
người thực sự yêu toán, ham thích toán, 

Bây giờ tôi muốn trao đổi thêm với các bạn 
một phương hướng suy nghỉ cần thiết, có ích 
và thú vị mỗi khi làm toán : suy nghỉ tới các 
trường hợp riêng của bài toán. Câu chuyện 
hôm nay tiếp tục những câu chuyện đã trao 
đổi với các bạn trong các số báo trước. 

Lấy thí dụ bài toán sau đây : "Cho một 
Uòng trèn lâm Q uà một dây cung AB có 
điểm giữa là Ï_ Qua 1 uẽ hai dây cung bốt 
kì CD uà EF. Các dây cung DE vờ CF cất 
dây cung AB tại M uà N. Chúng mình rồng 
1M = IN (bài ra số 6/64). 


Trong "Toán học và tuổi trẻ" số 4, tháng 
1/65 đã nêu ra hai cách chứng minh bài toán 
này : theo cách thứ nhất, ta kẻ CŒ'D' đối 
xứng với CD qua OI rồi chứng miỉnh rằng 
hai tam giác IC”M và ICN bằng nhau (hình 
1) ; theo cách thứ hai, ta nối OM, ON tồi 
chứng minh rằng tam giác OMN cân dựa vào 
tính chất đồng dạng của các tam giác ICP 
và IEQ (hỉnh 2), 






xÄNÀ. 


VN 


Hình 2 
Đây là một bài toán tương đối khó (nhất 
là đối với các học sinh lớp 8), vì thế sau khi 





Hình ï 


ĐINH NHO CHƯƠNG 


đã tỉm ra hai lời giải, có thể các bạn đã tự 
thỏa mãn và không suy nghĩ phân tích gì 
thêm nữa. Nhưng nếu các bạn đặt vấn đề 
như sau : có phải hai cách chứng minh này 
có "giá trị" ngang nhau không ? có phải cả 
hai cách đều dùng được trong mọi trường 
hợp hay không ? thì các bạn sẽ thấy rằng 
không phải không cẩn suy nghĩ mà trả lời 
ngay được ? VÌ sao ? vì : thí dụ ta xét cách 
chứng mình thứ bai trong trường hợp dây AB 
là đường kính thì không sử dụng được (các bạn 
thử suy nghỉ xem có đúng như vậy không) 
do đó ta thấy cách chứng mính thứ nhất là 
cách chứng minh tốt hơn, có giá trị hơn. 

Trên đây là một thí dụ dùng trường hợp 
riêng để soi sáng việc phân tích so sánh 
phương pháp giải trong trường hợp chung, 

Trường hợp riêng ta vừa xét là trường 
hợp mà các yếu tố đã cho trong bài toán có 
những vị trÍ đặc biệt trên hình vẽ. Những vị 
trí đặc biệt đó có khi làm cho một hỉnh nào 
đó "suy biến" : một tứ giác có thể "suy biến" 
thành đoạn thẳng (khi bốn đỉnh thẳng hàng) 
hay thành tam giác (khi có hai đỉnh trùng 
nhau) v.v... Trong "Toán học và tuổi trẻ" số 
2, tháng 11/64, sau khi giải bài toán về tâm 
bốn hÌnh vuông dựng phía ngoài một tứ giác 
lồi (tâm của bốn hình vuông đó là đỉnh của 
một tứ giác có hai đường chéo vuông góc với 
nhau và bằng nhau !) đồng chí Nguyễn Cảnh 
Toàn đã nêu lên kết quả khi tứ giác suy biến 
thành tam giác và nói rằng định lí vẫn áp 
dụng được khi tứ giác suy biến thành đoạn 
thẳng. Quả vậy, nếu các bạn chịu khớ vẽ 
hình thì sẽ được rất nhiều trường hợp, thí 
dụ hai trường hợp sau đây, trong mỗi trường 
hợp ÁC và BD vuông góc với nhau và bằng 
nhau (hình 3 và 4). 





Hình 3 





Ngoài các trường hợp 
riêng mà các yếu tố trong 
bài toán có những vị trí 
đặc biệt trên hình vẽ, còn 
cố những trường hợp 
riêng mà các yếu tố đã 
cho trong bài toán có 
những hình dạng, kích 
thước đặc biệt. Thí dụ 
gần đây có bạn gửi thư về tòa soạn đề nghị 
giải quyết giúp bài toán sau : "ở phía ngoài 
một hình bình hành ta dụng bốn hình Uuông 
có cạnh là cạnh của hình bình hành dã cho, 
chúng mình rằng tâm của bổn hình uuông 
đó là định của một hình uuông (hình 5). 

Các bạn có thấy không, đây là trường hợp 
riêng của bài toán trên kia (khi tứ giác đã 
cho là một hình bình hành) và vì ta đã biết 
AC và BD vuông góc với nhau và bằng nhau, 
chỉ cần chứng minh chúng cắt nhau tại điểm 
giữa của mỗi đường nữa là đủ (điều này 
chứng minh khá đễ các bạn thử tự làm xem). 
Trong trường hợp ở hình 4, nếu giả thiết 
PS = QR thì rõ ràng ABCD cũng là một 
hình vuông (vì lúc đó PQRS là một hình 
bình hành đặc biệt : đã "suy biến" thành 
đoạn thẳng !). 

Như các bạn thấy, kết quả trong những 
trường hợp riêng nhiều khi rất thú vị. Giải 
quyết những trường hợp riêng nhiều lúc đơn 
giản, nhưng cũng có khi không dễ hơn giải 
quyết trường hợp tổng quát bao nhiêu. Tuy 
nhiên, kinh nghiệm cho thấy rằng (rước khỉ 
giải các bài toán khó, việc giải các trường 
hợp riêng có những lúc giúp chúng ta khá 
nhiều trong việc đi tìm phương pháp giải, và 
sau khí giải xong các bài toán đó, việc xét 
các trường hợp đặc biệt cũng gây cho chúng 
ta nhiều hứng thú. 





Hình 5 


Việc nghiên cứu các trường hợp riêng có 
những lúc giúp chúng ta tìm ra những công 
thức mới, có những phát minh, sáng tạo nho 
nhỏ. Thí dụ chẳng hạn chúng ta ai cũng biết 
nếu xét tổng số góc trong của một đa giác 
lồi, sau khi xét một số trường hợp riêng : 





1O 








Th đi tới câu hỏi : có phải là tổng số góc 
trong của một da giác lồi có n cạnh bằng 
(n — 3) radian ? và điều này cố thể chứng 
mỉnh chính xác. 

Hay là sau khi thấy trong hình vuông, 
hình chữ nhật, hình thoi, các đường chéo đều 
cắt nhau tại điểm giữa của mỗi đường thì 
ai cũng cớ thể đặt vấn đề nghiên cứu xem 
tính chất đớ có đúng trong một hình bình 
hành bất kì hay không ? và kết quả đúng 
như thế thực. 

Hoặc là khi các bạn làm tớm tất về đa 
diện đều, các bạn có bảng sau đây : 


ñ h số mặt | số đỉnh 


tử diện đều 4 4 
6 `] 8 
8 6 
12 20 
20 12 


lục diện đếu (lập phương) 
bát diện đều 

Các bạn cớ thể thắc mắc, và thắc mắc 

này rất chính đáng, là giữa số mặt (M) số 


thập nhị diện đêu 
nhị thập diện đều 

dÍnh (D) và số cạnh (C) của mỗi đa diện đều 

có hệ thức : 










M+P~-C=9 qŒ) 


liệu hệ thức đó cớ đúng với mọi đa diện 
không ? 

Các bạn thử lại với hình chớp, với hình 
lăng trụ bất kÌ thì thấy hệ thức đớ đúng (thí 
dụ đối với một hình chớp đáy lục giác thì 
M=1,D=1T,C=12M+D-C=1T1+71- 
¬ 12 = 2, hay đối với một lăng trụ đáy ngũ 
giác thì M = 7, D = 10, C = 18 v.v..). Các 
bạn lại thử với nhiều khối đa điện hình thù 
khác nhau và thấy hệ thức đó vẫn đúng. 

Nhưng, tuy vậy, các bạn chớ vội kết luận 
rằng các bạn đã chứng minh được một công 
thức, một định lí mới cho mọi đa diện, Vì 
sao ? VÌ dù bạn cố thử với nhiều khối đa 
diện mấy đi nữa, bạn cũng không thể thử 
với tất cả các khối đa diện, nên không thể 
nói là hệ thức (1) đúng với mọi đa diện, khí 
mà bạn chưa chứng minh chặt chẽ (đối với 
một đa diện lấy bất kì !). Và chăng, nếu các 
bạn chú ý một chút thì thấy ngay đối với 
khối đa diện như ở hình 6 (giống như một 
cái khung Ảnh), ta có M = 18, D = 16, C = 28, 
M+D-aC=lI1 “ 2 l tức là hệ thức (1) 
không được nghiệm, vì sao như vậy ? bạn 


thử suy nghĩ kÏ xem. 
Chấc là vì những khối 
như đa diện đều, hình 
chớp, hình lăng trụ... có 
những tính chất nào đó 
mà cái "khung ảnh" kia 
không có. Đúng như thế 
tính chất đớ là : nếu ta 
nối 2 điểm của khối chớp 
chẳng hạn bằng một đoạn thẳng thì đoạn 
thẳng đó hoàn toàn thuộc khối chép còn cái 
"khung cảnh" kia - thì có thể tÌm thấy dễ 
dàng 2 điểm của "khung" mà đoạn thẳng nối 
liền không hoàn toàn thuộc "khung" (các bạn 
thử tìm xem). 

Tính chất đó gọi là tính chất "lồi" của đa 
điện và ta đi đần dần tới định lí Ơle về hệ 
thức giữa số cạnh, số đỉnh, số mặt của một 
đa diện (bạn thử tự phát biểu định lí xem). 





Hình õ 


Qua các thí dụ trên đây, các bạn thấy 
rằng việc nghiên cứu các trường hợp riêng 
quả là cớ Ích lợi cho việc học toán của chúng 
ta : nó giúp các bạn hiểu rõ thêm uốn đề 
phải giải quyết trong trường hợp chung, 
nhiều trường hợp nó giúp bạn tìm ra phương 
pháp giải quyết uốn đề, không những thế 
nhiều lúc nó lại còn giúp các bạn kiểm tra 
lại kết quả cũng như phương pháp làm toán, 
và có những khi chính việc nghiên cứu các 
trường hợp riêng dắt dẫn các bạn tới những 
phát mình sóng tạo, cải tiến từ nhỏ đến lớn. 

Chỉ cần các bạn mỗi khi học toán, làm 
toán không chủ quan, thỏa mãn với những 
kết quả đã đạt được mà chịu khó cố gắng 
tìm tòi suy nghỉ thì nhất định sẽ phát hiện 
được nhiều điều mới mẻ và ngày càng tiến 
bộ. Xin chúc các bạn đạt nhiều kết quả trong 
học tập. 


PHẢI BIẾT NHÌN MỘT KHÁI NIỆM TOÁN 
HỌC THEO NHIỀU CÁCH KHÁC NHAÁU 


Trong khi mày mò tÌm cách chứng minh 
một bài toán các bạn thường nhìn một khái 
niệm toán học lần lượt theo nhiều cách khác 
nhau cho đến khi tÌm ra cách chứng minh. 
Ví dụ, trong một bài toán cớ hình bình hành 
nếu xem nó là một tứ giác có các cạnh đối 
diện song song mà bế tắc thì bạn đổi cách 
nhìn, chẳng hạn xem nó là một tứ giác trong 
đó hai đường chéo có chung trung điểm ; 
nếu lại thất bại thì bạn lại đổi cách nhìn lần 
nữa, như xem hình bình hành là một tứ giác 
lồi có các cạnh đối diện bằng nhau v.v... 


Một điều có lẽ các bạn Ít ngờ đến là cách 
làm như vậy không những chỉ được áp dụng 
vào các bài toán chứng mình mà, quan trọng 
hơn nữa, còn được áp dụng để sáng tạo, để 
mở rộng sự hiểu biết toán học của chúng ta. 
Sau đây là một vài ví dụ cụ thể : Ví đụ 1 ~ 
Ta đọc trong sách thấy định lí : "trong một 
hình bình hành tổng bình phương của bốn 
cạnh bằng tổng bình phương của hai đường 
chéo". Ta hãy tự mình cố gắng mở rộng định 
lí này ra°, 


NGUYÊN CẢNH TOÀN 


1) Xem hÌnh bÌnh hành là một tứ giác 
đặc biệt. Như trên đã nới, có nhiều cách để 
xem một hình bình hành là một tứ giác đặc 
biệt. Ta có thể lần lượt thử từng cách, thất 
bại trong cách này ta sẽ dùng cách khác. 
Nhưng để khỏi mất thì giờ, ta có thể căn cứ 
vào nội dung định lí cần mở rộng để có thể, 
ngay từ đầu, chọn ngay được cách đưa ta 
đến thành công. Trong nội dung định lí cần 
mở rộng có nới đến hai đường chéo. Bởi vậy 
ta nghi đến cách xem một hình bình hành 
là một tứ giác trong đó hai đường chéo có 
trung điểm trùng nhau. Th hi vọng rằng 
cách nhìn này sẽ đưa ta đến thành công, 
Câu : "Hai đường chéo có trung điểm trùng 
nhau” cũng có nhiều cách hiểu, ví dụ có thể 
hiểu là : "mỗi đường chéo chia đôi đường kia 


*) Bài toán "mở rộng” này tôi đã để ra trong bài : "Một 
phương pháp suy nghĩ sáng tạo" (Toán học và tuổi trẻ số 
10 (7-1965)). Nhưng cho đến nay chỉ mới nhận được hai 
cách giải không hay. Cho nên đây cũng là một dịp để giải 
đáp về bài toán đó. 


^4^ 


(hay chia đường kia 
theo tỈ số - 1)", hoặc 
có thể hiểu : "khoảng 
cách giữa hai trung 
điểm bằng không". 
Nên chọn cách hiểu 
nào ? Theo cách thứ 
nhất thì, đối với một 
tứ giác không phải là 
hỉnh bình hành, ta sẽ 
phải xét đến các tỈ số (ít nhất có một tỈ số 
khác - 1) theo đó mỗi đường chéo chia đường 
kia. Nhưng nội dung định lí cần mở rộng lại 
nối đến quan hệ giữa bình phương độ dài các 
đoạn thẳng. Bởi vậy, ta nghiêng về cách hiểu 
thứ hai. Ta hãy khai thác cách hiểu này : 
lấy một tứ giác ABCD với trung điểm của 
hai đường chéo là ïJ ở (hình 1). Ta đặt : 
4B =a, BC = b, CD = e DA = d, AC = m, 
BD =n, lJ = p. Đối với một hình bình hành 
thỉ p = 0 và theo định lí trên kia thì : 


g2 +b?+c2+đ2 = m2 + g2 đ) 





Hình ï 


Do đó ta ngờ rằng đối với một tứ giác 
không phải là hình bình hành (@œ # O) thì ta 
sẽ có một hệ thức khác hệ thức (1) ở chỗ cớ 
thêm một số hạng phụ thưộc vào p và triệt 
tiêu khi p = 0. Vấn đề là "đò" cho ra số hạng 
đó. Trước hết, ta thấy ngay rằng số hạng đó 
phải là bậc hai (để bảo đâm cho tính đẳng 
cấp của hệ thức). Vậy cớ hai khả năng : 

- 8ố hạng đó có dạng Kp? ( là một hệ 
số sẽ xác định sau). 

¬ Số hạng đó có dạng Ñpq (K là một hệ 
số và q là một đoạn thẳng nào đố) ; là có 
nhiều triển vọng xảy ra. Xét khả năng thứ 
hai thì trước hết phải đoán xem q có thể là 
đoạn thẳng nào. Nó không thể là mm vì nếu 
m đã tham gia thì ø cũng phải tham gia (do 
vai trò hoàn toàn đối xứng của m và n), 
Cũng vì lí do đó mà nó không thể là n, cũng 
không thể là a, ö, c, d. Nhưng ngoài m, n, 
8, bò, c, ở ta không thấy có đoạn thẳng đáng 
chú ý nào khác. Bởi vậy ta nghiêng về khả 
năng thứ nhất nghĩa là ta có nhiều lí do để 
ngờ rằng đối với một tứ giác bất kÌ, ta sẽ có 
hệ thức : 


a2+b2+c2+ d2 = m°+n? + Kp? (9) 
Vấn đề khám phá nốt hệ số #. Muốn vậy, 
ta hãy áp dụng hệ thức trên (mà ta cứ tạm 


giả thiết là đúng) vào cho một tứ giác quy 
biến thành tam giác (hình 2). 


Đối với tứ giác đặc biệt này, ta có : 
12 


a=0,b=m,d=n,p= 


tờ 


Ấp dụng vào hệ thức (9), ta cớ : 
2 
b2+c2+ d2 ~ 2+ 42+ KC, 


Từ đớ rút ra K = 4. 

Tóm lại, ta ngờ rằng 
định lÍ : "trong mậ+* hình 
bình hành, tổng bình 3 
phương của các cạnh 
bằng tổng bình phưng £ 
của hai đường chéo", sẽ ỹ ¿ 
mở rộng ra thành định lí Hình 2 
sau đây : "trong một tứ giác lồi tổng bình 
phương của bốn cạnh bằng tổng bình phương 
hai đường chéo cộng thêm bốn lần bình 
phương khoảng cách giữa hai trung điểm 
của hai đường chéo". Đây chỉ mới là "ngờ” 
thôi ; muốn khẳng định xem định lÍ trên có 
đúng hay không thì phải chứng minh là nơ 
đúng. Việc này không khó, xin nhường các 


4.0 


2 
bạn đọc (dùng hệ thức : ð2 + c2 = % +m2 


trong một tam giác bất kì), 


2) Xem hình bÌnh hành là một hÌnh 
đóng vai trò tương tự như hÌnh hộp ở 
trong không gian. Với cách xem nây thì 
tự nhiên ta nẩy ra ý nghĩ : "liệu định lí đã 
cho có mở rộng ra 
được cho hình hộp 
không ?", nghĩa là 
ta tự hỏi xem định 
lí : "trong một hình 
hộp, tổng bình 
phương của các 
cạnh bằng tổng bình 
phương của các 
đường chéo" có đúng 
hay không ? Ta hãy Hình 3 
thử xem (hình 3) : trong các hình bình hành 
ABGE và CDIH ta có : 


AŒ? + BE? ~ AB? + BG? + GEP + BA? 





£ 6 


CP + DH = CD2 + CH? + HP + 1D? 
Cộng vế với vế và chú ý rằng trong các 
hình bình hành BCGH và ADEI, ta có : 


B@? + CH? = BC? + CŒ? + GH2 + HB2 
EA? + 1D? = AD2 + DE + EỊP + TA2 
thÌ ta sẽ thấy ngay định lí là đúng : 


Ví dụ 2. Ta hãy lấy một tam giác vuông. 
Tạ có định lí Pitago : a2 = ð2 + c2, 

Th hãy mở rộng định lí này bằng cách nhìn 
tam giác vuông theo nhiều cạnh khác nhau. 

1) Xem tam giác vuông là một tam 
giác đặc biệt ở chỗ có một góc vuông. 
Bằng cách này như đã lí luận ở bài "Một 
phương pháp suy nghỉ sáng tạo" (Toán học 
và tuổi trẻ số 10, (7~1965)) ta sẽ khám phá 
ra được hệ thức : ø” = b2 +e? - 9öecosA cho 
tam giác thường. 

2) Xem tam giác vuông là một tứ giác 
có hai đường chéo vuông góc và một 
cạnh bằng không. Với cách xem này, ta sẽ 
thấy dễ dàng rằng định lí Pitago chỉ là một 
trường hợp đặc biệt của định lí sau đây : 
"trong một tứ giác có hai đường chéo vuông 
góc thỉ tổng bình phương của hai cạnh đối 
diện này bằng tổng bỉnh phương của hai 
cạnh đối diện kia", Bạn đọc thử tự xét xem 
có đúng thế không. 

3) Xem tam giác vuông là một hÌnh 
đóng vai trò tương tự như tứ diện có 
một tam diện ba góc vuông trong không 
gian. Với cách xem này, di nhiên ta sẽ nẩy 
ra ý nghỉ : có thể mở rộng định lí Pitago ra 
cho một tứ diện cố một tam diện ba góc 
vuông không nhỉ ? Tam diện ba góc vuông 
trong tứ diện đóng 


vai trò như góc Á 
vuông trong tam m4 F 
giác. Vậy cái gì đóng ÿ 
vai trò như cạnh 0 
huyền ? DĨ nhiên ta ð 
nghí đến mặt đối Là 

Hình 4 


diện với tam diện ba 
góc vuông. Còn cái gÌ đóng vai trò của bể 
dài cạnh huyền. DĨ nhiên ta nghỉ đến điện 
tích của mặt đối diện với tam diện ba góc 
vuông. Ta ngờ rằng định lí Pitago sẽ mở rộng 
ra như sau : 

Trong một tú diện có một tam. điện ba góc 
Uuông, bình phương diện tích của mặt dối 


diện uới tam diện đó bằng tổng bình phương 
điện tích của ba mặt bia. Sau khi nghỉ vấn 
như vậy, ta mới chứng minh xem có quả 
đúng thế không : đặt AB = !, AC = m, 
AD = n (hình 4 trong đó tam diện đỉnh A 
có ba góc vuông) ; thế thì ; 


BC = {Ẻ + m2 
CD = {m2 + n2 
DB = jJn2+ 2 


Theo công thức 
S=Yp@~4)P =bjp= 2) 
thÌ, sau khi tính toán xong (bạn đọc tự 
làm lấy : ở đây 


a= {2>m2 
b= Y{mŸ + n7 
{n2+ j2 


( {PT một {m2TnZ+ (nÐrP 
2 


e 








Ðp= 


ta sẽ thấy bỉnh phương diện tích tam giác 
BCD bằng 

2m2 + m2n2 + n2{2 

T SN Tra SỈ 

Vậy quả nớ bằng tổng bình phương diện 
tích của ba tam giác ABC, ACD, ADHR. 

Các bạn thấy không ? Biết cách nhìn một 
khái niệm theo nhiều cách khác nhau thì từ 
một định lí học được trong sách, ta có thể 
tự mình mở rộng định lí đớ ra để được một 
hay nhiều định lí tổng quát hơn. Như thế 
mới là học tập một cách sáng tạo, mới là giỏi 
toán. Làm được những bài toán khó tất 
nhiên là tốt rồi nhưng như vậy cũng chỉ mới 
là chứng minh những kiến thức do người 
khác chỉ ra cho ta chứ chưa phải là tự mình 
khám phá ra những kiến thức mà chưa ai 
chỉ bảo cho mình. Cho nên làm được toán 
khó, được điểm ð về toán cũng không nên 
thỏa mãn mà nên phấn đấu cố Bắng tập sáng 
tạo đần đi, có thế bạn mới có nhiều triển 
vọng sau này trở nên một nhà toán học. 
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MÒ MẪM VÀ DỰ ĐOÁN 


Gần đây, nhiều bạn đọc đã gửi thư về tòa 
soạn hỏi về bài toán khó sau đây : "Tìm 
trong một phẳng của tam giác ABC một 
điểm sao cho tổng các khoảng cách từ đó tới 
cóc dinh của ABC là bé nhất. Bạn đọc chưa 
vừa ý với cách giải đáp trong báo (TH và 
TT, số 7, tháng 4-1965, bài 28/64), và cho 
rằng cách giải quá độc đáo, không tự nhiên : 
vÌ sao trước tiên lại chứng minh một bổ để 
có vẻ xa lạ với bài toán, vÌ sao lại nghÏ ra 
được rằng điểm phải tìm có tính chất đặc 
biệt nào đó, vì sao lại vẽ một số các đường 
phụ ? Bài toán có thể giải một cách đơn giản 
hơn không ? 

Thắc mắc trên chứng tỏ các bạn đã chịu 
khó đào sâu suy nghỉ khi đọc lời giải các bài 
toán, không thỏa mãn với kết quả đã đạt 
được. Xin hoan nghênh các bạn. 

Trước khi đi vào bài toán cụ thể trên, 
chúng ta cẩn nhận rõ rằng trong các sách 
người ta thường trình bày lời giải các bài 
toán một cách ngắn gọn, mà không phân 
tích quá trình tìm tòi để đi đến lời giải đó 
(một lí do là vì số trang sách cớ hạn). Thực 
ra, không phải tự nhiên người ta nghỉ ngay 
ra được bổ đề này, bổ để nọ, vẽ đường phụ 
này, đường phụ kia, mà những cái đó chỉ là 
kết quả của một quá trình mò mẫm, suy 
nghỉ, tìm tòi. Ngay những ý sáng tạo độc đáo, 
bất ngờ nhất cũng thường nảy sinh trên con 
đường quanh co đi tìm lời giải của bài toán. 

Vạch lại quá trình suy nghĩ để giải một 
bài toán khó, nêu lên những khớ khăn cớ 
thể vấp phải và cách vượt qua những khó 
khăn đó, là một việc làm cớ Ích cho các bạn 
trẻ đang đi trên con đường học tập sáng tạo. 

Lấy bài toán ở trên làm thí dụ. Đây là 
một bài toán khó. Trước 
hết, nớ không chỉ rõ là 
trong tam giác có một 
điểm như vậy không, và 
nếu có thì đớ là điểm 
nào. 


VÌ vậy, đầu tiên ta 


tìm cách đự đoán vị trÍ 
của điểm phải tìm (nếu 
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HOÀNG CHÚNG 


có), bằng cách mò mắm dựa trên những 
trường hợp đặc biệt. 

Tu chọn tam giác đặc biệt là #œm giác đều 
vì do tính chất đối xứng của tam giác đều 
mà điểm phải tÌm, nếu có, sẽ có tính chất 
đối xứng đối với ba đỉnh. Trong tam giác đều 
có một điểm đáng chú ý : đó là O, vừa là 
tâm vòng tròn nội tiếp, ngoại tiếp, vừa là 
trực tâm, trọng tâm, Th dự đoán rằng trong 
tam giác đều thì O là điểm phải tìm, 
nghĩa là : 

ÓA + OB + OC < MA + MB + MC 


uới M là một diểm bất bì, khóc O, trong mặt 
phằng của tam giác ABC. 

Chúng mình điều này không có gì khó 
khăn : lấy M là diễm ở trong tam giác hoặc 
Ó trên cạnh của tam giác. Tù M uẽ MH' L BC, 
MĨ' L AC, MK' L AB. (hình 1). Th có 


OA + OH < MA +MH' 
OB + OI < MB +MI! 
ÓC + OK < MC + MK: 
do đớ OA + OB + OC + OH + OI + 


+ OÔK < MA + MB + MC +MH' +MIT' + MK'. 
Mà OH + OI + OK = MH' + MI' + MK' nên 
OA + OB + OC < MA + MB + MC (đpem). 

Nếu M là một diểm ở ngoài tam giác thì 
có thể chúng minh dễ dàng. 


Như vậy, bài toán đã cho đã được giải 
quyết trong đrường hợp đặc biệt là tam giác 
đều. Chuyển sang trường hợp tổng quát với 
tam giác bất kì thì khó khăn đầu tiên là đự 
đoán xem O là điểm nào : tâm của vòng tròn 
nội tiếp hay ngoại tiếp, trọng tâm hay trực 
tâm ? 

Ta lại phải tiếp tục mò mỗm trên một 
trường hợp đặc biệt khác. Ta lấy ¿ưm giác 
cân vì trong tam giác cân, các điểm đặc biệt 
đó đều nằm trên đường cao ứng với đáy và 
có thể đễ khảo sát hơn. Để đễ tính toán, ta 
lại chọn am giác Uuông cân có cạnh góc 
vuông bằng đơn vị, có trực tâm là đỉnh A, 
tâm vòng tròn ngoại tiếp là điểm giữa G của 
BC, trọng tâm P, tâm vòng tròn nội tiếp Q. 
Dễ thấy rằng (hÌnh 9) : 


GA + GB + GC = 


A 
v2 + lŠ „2 ~ ÀS 
= AB +AC 2 
cho nên G tâm của 8 án ÔN, 


vòng tròn ngoại tiếp 

ABC, không phải là Hình 2 

điểm phải tìm. Lại so sánh AB + AC với 
ĐA + PB + PC. Ta có 


PB = PC = : 
cho nên 
BA+Pn+ro- V5! 5 „ 2=AB+AC 


đo đớ A, trực tâm của ABC, cũng không phải 
là điểm phải tìm. 

Còn phải xét hai điểm : trọng tâm P và 
tâm @ của vòng tròn nội tiếp ABC. Có thể 
tiếp tục so sánh tổng PA + PB + PC với tổng 
QA + QB + QC, để loại trừ bớt một trong 
hai điểm P, Q. Nhưng việc so sánh này khá 
phức tạp. Đến đây, có , 
thể thử tìm cách chứng 
minh rằng P là điểm 
phải tìm (nếu không 4 
thành công, thì lại tÌm 7 
cách chứng mỉnh cho @). 

Để sử dụng được kết quả Z— 
đã tÌm thấy với tam giác 
đều, ta vẽ tam giác đều Hình 3 
ABC, có tâm O (hình 3). Như đã chứng minh 
OB + OC + ÓA' < PB + PC + PA' do đó trừ 
AA' vào hai vế của bất đẳng thức, ta cớ 
ngay : 

OB + OC + OA < PB + PC + PA, 


Vậy P không thể là điểm phải tìm. Điểm 
phải tìm chính là điểm OÓ ! Thực vậy, lấy M 
bất kì trong ABC, M khác 0, ta cớ 

OB + OC + OA' < MB + MC + MA! 
do đó ÓB +ÓC + OA = OB +OC +OA' - AA' < 
< MB + MC + MAI ~ AA' < MB + MC + MA 
vì MA' - AA' < MA 

Trong tam giác ABC, O có tính chất gì ? 
Đơ không phải là một điểm mà ta dự đoán : 
trọng tâm, trực tâm, tâm của vòng tròn nội 
tiếp, ngoại tiếp, mà là điểm £ đó nhìn cóc 
cạnh của ABC dưới cùng một góc (120), Đó 
là một điều khá bất ngờ. 


Bây giờ, rất dễ chứng minh cho trường 
hợp tổng quói : trong tam giác ABC, giả sử 
có điểm Ò sao cho 

_——— _——Ỗ —— 
BOA = COB = AOC = 1909 

Tù chứng mình rồng OA + OB + ÓC < 
< MA + MB + MC uới M khác 0. Giả sử 
OC > OB >» OA. Th kéo dời OA uè OB uà 
phía A uờ B, đề có OA' = ÓB' = ÓC (hình 4). 
Tom giác A'BC' là dều, do đó OA' + OB' + OC < 
< MA' + MB' + MC. Vì oậy : 

OA +OB +OC = (OA' - AA) +(OB' - BB) 
+ ÓC < (MA' ¬ AA') + (MB' - BB)+MC < 
< MA + MB + MC vì MA' ¬ AA' < MA và 
1B' ~ BB' < MB (đpem). 

Vấn đề còn lại là : nếu trong tam giác ABC, 
không có điểm Ø từ đó nhìn ba cạnh dưới 
cùng một gớc, tức là 4° 

nếu ABC có góc tù > 
1205, thỉ điểm phải 
tìm là điểm nào ? 

Nếu 4 = 1209, thì 
có thể xem A như là 
một điểm "giới hạn", 
từ đó nhìn ba cạnh 4 
của ABC dưới cùng 8 
một góc (A chính là 
giao điểm của ba cung viên phân chứa góc 
1209, đựng trên ba cạnh của ABC, và về phía 
trong của ABC), nên A 
chính là điểm phải tÌm. Có ` 
thể chúng mình trực tiếp 4 
nh sau : Uễ ÀA, sao cho 
AAB = AAC = 1209 
(hình ð) Zrong tưm giác 
ABC thì A là điểm từ dó 
nhìn các cạnh đưới cùng 
một góc, nên : 

AA' +AB + AC < MA + MB + MC 
từ đó dễ dàng suy ra : 


AB +AC < MA + 
MB + MC (dpem) 





Hình 4 


Hình 5 


^ A4 
Nếu A4 > 1209, thì 
A cũng là điểm phải —Z2>»› 
tìm. Muốn chứng 8# hệ 
mình, ia tìm cách 
Hình 6 


Uận dụng điều ` dứ 
chúng minh uới 4 = 120° : uẽ AB" sao cho 
BAC = 120° (hình 6) Theo trên, 


AB' +AÁC < MA + MB' + MC. 
Thù phải chúng mình 
AB + AC < MA + MB + MC 
1ð 


hay lờ. AB' + AC + (AB - AB < MA +MB'+ 
+ MC + (MB - MB). 

Vấn đề quy lại là tìm cách chúng mình 
AB- AB' < MB - MB' 
AB + MB' < AB' + MB 


Bất dằng thức này có thể chúng mùnh rất 
đề dàng bằng cách xét hai tưm giác DAB và 
DMB' (D là giao điểm của AB' và MB). Nếu 
M là điểm ở trong tam giác ABB' thì tạ xét 
tam gióc ABC' (C' trên BC), có BAC' = 1209, 

Bài toán đề ra ở trên đã được giải quyết 
hoàn toàn. Khi trình bày lời giải, người ta 
chỉ trình bày vắn tất (những đoạn in 
nghiêngC), Đọc lời giải vắn tắt này bạn có 
thể thấy nó không tự nhiên. Nhưng thực ra, 
như các bạn đã thấy, quá trình đi đến lời 
giải không đơn giản. Phải mò mẫm dự đoán 


hay 


CON ĐƯỜNG DẪN 


Một nhà toán học và sư phạm nổi tiếng 
đã nói : "Toán học được xem là một khoa học 
chứng minh. Nhưng đớ chỉ mới là một khía 
cạnh. Toán học, trình bày dưới hình thức 
hoàn chỉnh, gồm toàn những chứng minh (đó 
là cách trình bày trong các sách giáo khoa), 
Nhưng toán học trong quá trình sáng tạo 
cũng giống như những khoa học khác trong 
quá trình sáng tạo. Cần phải dự đoán về một 
định lí toán học trước khi chứng mình nó ; 
cần phải dự đoán về đường lối và tư tưởng 
chủ đạo của chứng minh trước khi chứng 
minh ; cần phải sử dụng quan sát và tương 
tự, phải mò mẫm và mò mẫm ! Kết quả của 
công trình sáng tạo của nhà toán học là 
chứng minh một điều gì đó ; nhưng chứng 
minh đó được phát hiện bàng những suy 
luận "nghe có lí, bằng những dự đoán..." 
Những ý kiến trên đây rất xác đáng. Để học 
toán một cách sáng tạo, các bạn không nên 
chỉ học các định lí và các chứng minh, mà 
thông qua đớ, phải luôn luôn luyện tập quan 
sát, mò mẫm, dự đoán..., tức là tập đượt làm 
những việc mà một người nghiên cứu toán 
học (hay bất cứ một khoa học nào khác) phải 
làm. Trên báo Tbán học và Tuổi trẻ đã có 
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kết quả bằng cách dựa vào các trường hợp 
đặc biệt của bài toán, chứng minh bài toán 
cho các trường hợp đặc biệt, dùng các kết 
quả này để dự đoán và chứng minh cho 
trường hợp tổng quát v.v... (có thể, do một 
sự may mắn - hay nhạy bén nào đó mà bạn 
xét ngay được hình 3 mà không qua hình 2, 
và cũng có thể là bạn so sánh PA + PB + PC 
với QA + QB + QC, sau đó xét trên một số 
trường hợp đặc biệt nữa mới phát hiện ra 
được là cả P lẫn Q@ đều không thể là điểm 
phải tìm...) 

Mong tằng trong khi giải toán, các bạn 
cố gắng vận dụng các phương pháp suy nghĩ 
đó, không ngại vẽ bỉnh, tính toán cụ thể, 
không ngại thí nghiệm, mò mẫm nhiều lần 
để dự đoán các kết quà trước khi chứng 
mỉnh chúng, 


ĐẾN PHÁT MINH 


HỒNG ANH 


nhiều bài nói về vấn đề này. Đây là một điều 
mà các bạn cần rèn luyện thường xuyên, và 
đối với một vấn đề quan trọng như vậy, nói 
đi nơi lại ~ mỗi lần trên một khía cạnh khác 
nhau, trên những thí dụ cớ nhiều vẻ khác 
nhau - vẫn là điều cần thiết. 

Các bạn hãy theo đỡi cách suy nghỉ trong 
khi đi tìm lời giải của bài toán sau đây : 

Giả sử là số nguyên đương lẻ cho trước. 
Hãy tÌm xem phương trÌnh sau đây 

4u =x?+y? +z? + w2 

có bơo nhiêu nghiệm nguyên dương lẻ (một 
nghiệm nguyên dương lẻ của phương trình 
trên là một bộ các giá trị nguyên dương lẻ 
của z, y, z, w thỏa mãn phương trình đó). 


Thí dụ khi ¿ = 1 thì phương trình có dạng 
4 =x?+y? +2? + w2 
và chỉ có một nghiệm nguyên dương lẻ là 
x=y=z=w=l#§=2,y=z=w=0 
không phải là một nghiệm nguyên dương lẻ 
của phương trình). 


(*) Dựa vào kết quả ở trên, bạn cỏ thể mở rộng cho 
trường hợp đa giác bất kì. 


Để giải bài toán này, trước hết ta phải 
làm gì ? 

Bài toán chưa cho ta biết số phải tìm là 
bao nhiêu, nó phụ thuộc vào như thế nào. 
VÌ vậy, trước tiên ta phải tÌm cách đự đoớn 
điều đó. Phương pháp thường dùng là giải 
bài toán trong một số trường hợp đặc biệt, 
phân tích, so sánh các trường hợp đặc biệt 
này để dự đoán quy luật tổng quát. 


Ö trên ta đã xét trường hợp œ = 1; cho 

 = 3 thÌ phương trình có dạng 
12 =z2+y2 + z2 + w2 

Số chính phương lẻ đưới 12 chỉ là 1 và 9, 
do đó ta có : 
12=9+1+1+1@6=3y=z=vw=l) 

=1†9†#1†1Œ=1,y=3z=w=l) 

=1*+l1+9+lŒ@=y=l,z=3¿w=l) 

=1+1†+13?29Œ&6=y=z=l,w=8) 

Như vậy, khi z = 3 thì phương trỉnh có 
4 nghiệm nguyên dương lẻ. 


Xét tiếp trường hợp  = 5, ta cớ phương 
trình : 


20 = x2 + y2 + z2 + w2 

Số chính phương lẻ dưới 20 chỉ là 1 và 9, 
do đớ : 
20=9+9+1+lœ=y=3z=vw=lI) 

=9+1+9+21œ=83y=l,z=3w=l) 

=9+1+1†+9œ=83,y=z=l1,w=8®) 
1+9+1+9&6=l,y=3z=1,w=8) 
1+9+9†+l@=l,y=zx=3,w=l) 
1†1+29+9Œ6=y=l,z=w=a 


và phương trình có 6 nghiệm nguyên 
đương lẻ. 


Gọi S() là số nghiệm nguyên dương lẻ 
của phương trình đã cho, ta có : 


u =18g8õ 
5S) = 146 


Như vậy, có thể dự đoán rằng S(&) = 1 khi 
 = 1, còn S() = ư + 1 khi w > 1 chăng ? 
Th phải kiểm tra lại dự đoán này, bằng cách 
xét thêm một số trường hợp đặc biệt khác. 
Cho w = 7, ta cố phương trình 
28 = x2 +y? + z2 + w2 
Số chính phương lẻ dưới 28 là 1, 9, và 25, 
do đó ta có 
28 = 2ð +1 +1 +1 (từ đây có 4 nghiệm) 
= 9+9+9 +1 (từ đây có 4 nghiệm) 


I† 


HÌ 


z.T€Trt 


và như vậy, ta có tất cả là 8 nghiệm, nghĩa 
là với „ = 7 thÌ cũng có S(@) = ư +1 = 8, 
và dự đoán là đúng. Th tiếp tục thêm. 

Cho ¡ = 9, ta có phương trình 

36 = x2 +y? + z2 + w2, 

Số chính phương lẻ dưới 36 cũng chỉ là 
1, 9, 25, và ta có 

36= 9+9+9+9 (cơ 1 nghiệm) 

= 2ð+9+1+1 (từ đây cớ đến 12 
nghiệm, bạn hãy thử lại xem ), 

Như vậy với w = 9 thì phương trình có 
đến 13 nghiệm, tức là 5() > ư + 1, và dự 
đoán trên đây của ta lò sơi. Vậy quy luật 
phụ thuộc của 8() vào z là gì ? 

_ Chúng ta hãy kiên nhấn xét thêm một số 
trường hợp đặc biệt nữa. Với  = 11 thì 
Š() = 12, với z = 13 thì S5) = 14, nghĩa 
là dự đoán trên đây của ta lại đúng. Nhưng 
với w = lỗ thì khác, S() lên đến... 24 ( !) 

Ta thử tiếp tục với ø = 17, 19, 21, 23, 
25. Th ghỉ tất cả các kết quả tìm được vào 
bảng sau đây : 

# =13 579 II 13 l§ I? 19 21 23 25 
S(⁄) =1 4 6 8 13 12 14 24 18 20 32 24 31. 

Quy luật ở đây là gì ? Ta chú ý đến những 
trường hợp mà S() đúng bằng w + 1, như 
dự đoán của ta ở trên. Đó là khi ø = 3,5, 
7, 11, 18, 17, 19, 23, tức là khi w ¿ờ số 
tguyên, tố. 

Còn với những giá trị khác của 1, là gố 1 
và những hợp số 9, 15, 21, 25 thì sao ? Tạ 
thử phân tích các hợp số này thành thừa số 
nguyên tố : 


u _=323 35 37 55 
S(u) = 13 24 32 31 


Quy luật là gì ?... Nếu u là nguyên tố, 
thì S(w) = w + l, nếu w = 1 thì SŒ) = 1, 
còn trong các trường hợp khác thì S() đều 
lớn hơn ¿ + 1. Như vậy là S(œ) nhỏ hơn u + 1, 
bằng z + 1, hay lớn hơn w + 1 tùy theo w = 1, 
u là nguyên tố, hay là hợp số. Nhưng quy 
luật này hãy còn chung quá ! 

Th lại chú ý đến bảng ta vừa lập. Trong 
trường hợp u = 9 và u = 2ð, tức là số chính 
phương, thì S() lại là số nguyên tố (18 và 81) ! 
Đối với hai số 1õ và 21 thì giá trị tương ứng 
của Š(z) cũng là hợp số. Ta viết S(w) dưới 
dạng tích của hai thừa số : 


17 


u =lỗ= 35 21= 87 

50) 24=46 32=48 

Thật là lạ lùng. Mỗi thừa số ở dòng dưới 
lớn hơn mỗi thừa số tương ứng ở đòng trên 


một đơn vị, mà mỗi thừa số ở đồng trên là 
SỐ nguyên tố ! 


Như vậy ta thấy rằng : 


Nếu u là số nguyên tố P 
thì S() =p +1 


LL 


Nếu w là tích của hai số nguyên tố pqg thì 
S(u) = (p + l){@ + 1) 
Nhưng nếu ¿ là 9 25 
S(œ&) là 138 I1. 
Quy luật là gì đây ? 
Th thử viết : 
(p + l)(q + 1) =pq†+p+qa+t 
Như vậy : 


thì 


Pq P 
ĐPq +†p+q+1 p+l 
Th lại viết 
9 25 
138=9+83+~+1 3l=25+B5+1 


Phải chăng chân lí đã hé mở ? 


Ta viết lại tất cả các kết quả trên : 
lộ P Dq 9 
S%() P†*l pg†+p+q+l1 9+3+1 
u 25 1 
S() = 25+ 5+1 1 


Ước số ! Mỗi số ở đồng dưới là tổng các 
ước số của số tương ứng ở dòng trên ! Ta đi 
đến dự đoán sau đây SŒœ) bằng tổng cóc ước 
SỐ của u. 

Điều ta u. 


Điều ta dự đoán này đã được nhà toán 
học nổi tiếng GAO-XƠ Công vua số học") 
chứng mỉnh. Đớ là một trong những định 1í 
đẹp nhất của Gao-xơ : 


Nếu tr là số nguyên dương lẻ thì số các cách 
Diết 4u dưới dạng tổng của bốn số chính 
phương lẻ là bằng tổng cóc ước số của l, 


Các bạn trẻ thân mến ! Con đường mò 
mẫm, dự đoán trước khi chứng mỉnh một 
định lÍ, thường là bước đầu tiên dẫn đến 
phát mỉnh, là như vậy đó. Nó đòi hỏi các 
bạn tính kiên £rì nhẫn nại, không được hấp 
tấp vội vàng, phải biết phân tích một vấn 
đề phức tạp thành những vấn đề đơn giản hơn, 
lại phải biết đống hợp và tổng quới hóa v.v... 
tức là những điều cần thiết cho một người 
làm công tác khoa học trong bất cứ một lĩnh 
Vực nào. 


In, 


TỪ MỘT TÍNH CHẤT CỦA ĐƯỜNG TRÒN 


Các bạn hằng ngày vẫn thường xuyên 
nhìn thấy những hình tròn, : mặt trăng 
tròn, miệng cốc tròn, bónh +e,.... đã biết về 
định nghĩa đường tròn ở lớp 6, học về đường 
tròn một cách có hệ thống ở lớp 7. Nếu cớ 
ai hỏi "đường tròn có những tính chất gì và 
những tính chất đó được sử dụng trong thục 
tế như thế nào ?" thì chắc có nhiều bạn sẽ 
mÌm eười cho rằng câu hỏi quá đơn giản. Tôi 
đã nêu câu hỏi đớ với một bạn giỏi toán lớp 
9 và được câu trả lời sau đây : "Đường tròn 
là quỹ tích (trong mặt phẳng) của những 
điểm cách đều một điểm cho trước. Nơi cách 
khác, đường tròn là một đường cong phẳng 
khép kíÍn, có tất cả các điểm cách đều một 
điểm cho trước, là tâm của đường tròn. Tính 
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HOÀNG CHÚNG 


chất này của đường tròn được dùng rộng rãi, 
thí dụ : dùng compa để vẽ đường tròn, "lên 
vành" một bánh xe đạp..." 

Chắc các bạn đồng ý rằng câu trả lời trên 
đây là đúng. Tính chất "cách đều tâm" của 
đường tròn là một tính chất rất quen thuộc 
với chúng ta. Thí dụ về vành bánh xe đạp 
là một thí dụ hay : các nan hoa, nối trục với 
vành bánh xe, là hình ánh của các đường 
bán kính của hình 
tròn. Bánh xe đạp 
tròn bảo đảm cho 
người đi xe được di 
chuyển song song 
với mặt đường ; bạn 


hãy tưởng tượng đi Hình 1 


một chiếc xe đạp có bánh xe méo : vì các 
điểm trên vành bánh xe không cách đều 
trục, nên dù mặt đường rất bằng phẳng, bạn 
vẫn luôn luôn bị xóớc lên, xóc xưống, như 
luôn gặp phải những "ổ gà" ! 

Từ thí dụ về vành bánh xe đạp, bạn hãy 
chú ý một ứng dụng khác thô sơ hơn : bạn 
hãy quan sát một cái hòm nặng được đẩy 
trên những khúc gỗ hình trụ lăn trên mặt 
đường (1.1). Nếu mặt cắt thẳng của những 
khúc gỗ đớ là hình /ròn thì cái hòm sẽ 
chuyển động song song với mật đường. Trong 
trường hợp này, tính chất gì của đường tròn 
đã được sử dụng ? Đến đây, chắc các bạn đã 
thấy rằng câu hỏi đặt ra ở trên : "đường tròn 
có những tính chất gì và các tính chất đó 
được sử dụng trong thực tế như thế nào" có 
lẽ không hẳn là một câu hỏi quá đơn giản. 


Thực vậy, phân tích kĩ hình 1, có thể thấy 
rằng ở đây ta không dùng tính chất "cách 
đều tâm" mà dùng tính chất khác : hai tiếp 
tuyến song song của đường tròn bao giờ cũng 
cách nhau một khoảng không đổi bằng 
đường kính của đường tròn). Nếu gọi khoảng 
cách giữa hai tiếp tuyến song song của 
đường tròn là "bề rộng" của đường tròn, thì 
ở đây ta đã dùng tính chất "có bề rộng không 
đổi" của đường tròn. 


Hình 2 Hình 3 

Trước khi đi sâu hơn, cần nơi rõ thế nào 
là "bề rộng" của một đường cong phẳng khép 
kín. Cho một đường cong phẳng khép kín C 
và một phương D. Ta chiếu tất cả các điểm 
của đường cong xuống một đường thẳng 
vuông góc với phương D. Hình chiếu của tất 
cả các điểm này sẽ tạo thành một đoạn 
thẳng AB ; chiều đài của AB là "bế rộng" của 
đường cong C theo phương D (h. 2). Ta chú 
ý đến đường thẳng song song với D và đi 
qua Á : đường thẳng này có chung với € ít 
nhất là một điểm và toàn bộ đường cong C 
nằm về một phía của đường thẳng này ; ta 
gọi đó là đường tựa của đường cong C. 
Tương tự như vậy, đường thẳng qua B và 


song song với Ð cũng là một đường tựa của 
đường cong C. Khoảng cách giữa hai đường 
tựa này là bề rộng của đường cong C theo 
phương D. Ta cũng có thể xác định các 
đường tựa của C theo phương D một cách 
khác : vẽ hai đường thẳng song song với D 
sao cho đường cong € ở giữa hai đường 
thẳng đó (ñ.3), rồi cho bai đường thẳng này 
tịnh tiến lại gần nhau (vẫn luôn luôn song 
song với D), cho đến khi mỗi đường cắt C ở 
Ít nhất một điểm. 


£ 


Hình 4 

Cần chú ý phân biệt đường tựa với tiếp 
tuyến : trong hÌnh 4a đường ¿ là tiếp tuyến 
của đường cong tại 7 nhưng không phải là 
đường tựa ; trong hình 4ø, đường s là đường 
tựa nhưng không phải là tiếp tuyến của 
đường cong ; riêng đối với đường tròn, thì 
đường tựa và tiếp tuyến trùng với nhau. 

Đối với đường cong cớ bể rộng không đổi 
thì bai đường tựa song song, theo một 
phương bất kì, bao giờ cũng cách nhau một 
khoảng không đổi b (b được gọi là bề rộng 
của đường cong). 

Như vậy, ta đã nói đến hai tính chất của 
đường tròn : tính chất "cách đều tâm" và 
tính chất "cớ bề rộng không đổi", Đối với tính 
chất cách đều tâm thì ta biết rằng chỉ đường 
tròn mới có tính chất đó (đó là z#h chốt đặc 
trưng của đường tròn) và vì vậy có thể định 
nghĩa : Dường tròn là đường cong phẳng 
khép kín có tất cả các điểm cách đều một 
điểm cho trước. Còn tính chất “có bề rộng 
không đổi" thì sao ? Cơ phải chỉ có đường 
tròn mới có tính chất này không ? cớ thể 
định nghĩa đường tròn là "đường cong phẳng 
khép kín có bể rộng không đổi" được không ? 

Câu trả lời - có thể trái với sự chờ đợi 
của nhiều bạn - là : không ! Tính chất "có 
bể rộng không đổi" không phải chỉ riêng 
đường tròn mới có. 

Trong thí dụ về đẩy cái hòm trên mặt đường 
nếu ta dùng những khúc gỗ mà mặt cát 
thẳng là hình có dạng như trong hình 5 thi 


19 








Hình 5 Hình 6 

cái hòm vẫn chuyển động song song với mặt 
đường : hai tiếp tuyến song song của đường 
cong trong hình 5 bao giờ cũng cách nhau 
một khoảng không đổi (trong hỉnh ð, ta vẽ 
hai cặp tiếp tuyến như vậy, tạo thành một 
hỉnh thoi). Đường cong trong hỉnh ð - không 
phải là đường tròn - cũng là một đường cong 
có bể rộng không đổi. 


ò 


Hình 7 lình 8 

Đường cong có bể rộng không đổi đơn 
giản nhất, mà không phải là đường tròn, là 
một hình "tam giác cong đều" mà mỗi cạnh 
là một cung tròn có tâm ở đỉnh đối diện của 
tam giác (h.6) tam giác cong này được gọi 
là tam giác Røió. Trong hai đường tựa song 
song bất kÌ của tam giác Rơ-lô, bao giờ cũng 
có một đường đi qua đỉnh, đường kia hoặc 
tiếp xúc với một cạnh hoặc đi qua đỉnh thứ 
hai của tam giác ; trong mọi trường hợp, 
khoảng cách giữa hai đường tựa song song 
bao giờ cũng không đổi. 

Từ cách dựng tương tự cách đựng tam 
giác cong Rơ-lô, có thể dựng được vô số đa 
giác cong có bể rộng không đổi : từ một 
điểm 8 tùy ý lấy làm tâm, vẽ một cung tròn 
AC có bán kính ở (¡?7) ; lấy C làm tâm, vẽ 
một cung tròn BD (di nhiên bán kính cũng 
bằng 6) lấy D làm tâm lại vẽ cung tròn đi 
qua C cắt cung tròn qua B (tâm A) tại điểm 
# ; lấy E làm tâm vẽ cung DA. Ngũ giác 
cong ABCDE là một đường cong có bề rộng 
không đổi (bằng ö). Bằng cách này, ta có thể 
vẽ đường cong có bể rộng không đổi dưới 
dạng đa giác cong có số lẻ đỉnh tùy ý cho 
trước. 
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Từ đa giác cong có bề rộng không đổi, ta 
có thể vé những đường cong có bề rộng 
không đổi mà không có đỉnh. Chẳng hạn từ 
tam giác Rơ-lô, ta thay mỗi cạnh của tam 
giác bằng một cung tròn cớ cùng tâm, cùng 
số đo (xác định bằng cách kéo đài các "đường 
chéo” của tam giác Rơlô) và có bán kính dài 
hơn bán kính của cạnh tam giác một đoạn d ; 
ba cung này được nối lại với nhau bởi những 
cung có bán kính d và có tâm tại đỉnh của 
tam giác (h. 8). Bằng cách này, từ đa giác ở 
hình 7, bạn có thể vẽ để dàng những đường 
cong có bể rộng không đổi mà không có đỉnh. 

Nhưng bạn không nên nghỉ rằng mọi 
đường cong có bể rộng không đổi đều tạo 
thành từ những cung tròn. Người ta có thể 
chỉ ra những đường cong có bề rộng không 
đổi mà mọi cung - dù rất nhỏ - của nó đều 
không phải là cung tròn, 


Các đường cong có bể rộng không đổi cớ 
nhiều ứng dựng trong thực tế ; tmIỘt số chỉ 
tiết máy có hình giới hạn bởi những đường 
cong có bể rộng không đổi. Tam giác Rơlô là 
đường cong có bể rộng không đổi đầu tiên - 
ngoài đường tròn - được sử dụng trong kĩ 
thuật. Trong một công trÌnh phân loại các 
chi tiết máy, nhà cơ học Rơlô đã chứng mình 
rằng tam giác đó có thể quay ở trong một 
hÌnh vuông sao cho mỗi cạnh của hình vuông 
luôn luôn tiếp xúc với một cạnh của tam giác 
hoặc đi qua một đỉnh của tam giác (h.6). 

Người ta đã xây dựng cả một lí thuyết về 
các đường cong có bể rộng không đổi, trong 
đó có những định H khá lí thú, chẳng hạn 
mọi đường cong có bề rộng không đổi b đều 
có cùng một chu ví (bằng zö, tức là chu vi 
đường tròn đường kính b) ; góc ở đỉnh (nếu 
có của đường cong có bể rộng không đổi 
không bé hơn 1209, đường cong có bề rộng 
không đổi duy nhất có góc ở đỉnh bằng 120° 
là tam giác Rơlô ; trong mọi đường cong có 
bể rộng không đổi ö thì tam giác Rơlô giới 
hạn một diện tích bé nhất... 

Các bạn thân mến ! Các bạn thấy đấy, 
ngay những câu hỏi tưởng chừng rất đơn 
giản, những ứng dụng thực tế rất thô sơ của 
toán học cũng có thể chứa đựng những kiến 
thức rất phong phú. Các bạn cần rèn luyện 
cho mình một óe quan sót, phân tích sâu sắc 
những hiện tượng trong đời sống, vận dụng 
những kiến thức đã học, từ đớ nêu ra những 
thắc mắc, đề xuất những vấn đề mới, thôi 
thúc mình suy nghỉ, học tập không ngừng. 


TRỞ LAI NHỮNG TÍNH CHẤT 
CỦA ĐƯỜNG TRÒN 


1. Trong báo Toán học tuổi trẻ số 62 
chúng ta đã nói đến một tính chất đặc trưng 
và một tính chất không đặc trưng của đường 
tròn. Xin nhắc qua lại để các bạn dễ theo 
đối tiếp bài này : 

- Đường tròn cố một tính chất quen 
thuộc : đó là đường cong khép kín, cớ tất cả 
các điểm cách đều một điểm cho trước (tâm 
đường tròn). Đây là ứính chất đặc trưng của 
đường tròn, vÌ chỉ đường tròn mới có tính 
chất đơ. VÌ vậy ta có thể định nghĩa "đường 
tròn là quỹ tích của những điểm cách đều 
một điểm cho trước". 


- Đường tròn còn có một tính chất khác 
mà chúng ta vẫn thường sử dụng trong thực 
tế mà ít chú ý : đó là tính chất "cớ bề rộng 
không đổi". Tuy nhiên, đây không phải là 
tính chất đặc trưng của đường tròn, vì ngoài 
đường tròn ra, còn có những đường cong 
khác cũng có bể rộng không đổi (đơn giản 
nhất là tam giác cong Rơlô). Do đó, không 
thế định nghĩa "đường tròn là đường cong có 
bề rộng không đổi" được. 


Đến đây, các bạn thử nghỉ xem đường 
tròn có tính chất đặc trưng và không đặc 
trưng gì quan trọng, lí thú nữa không ? Có 
thể định nghĩa đường tròn bằng những cách 
nào khác nữa không ? 

2. Khi giải các bài toán hình học, nếu chú 
ý, các bạn có thể thấy rằng ta đã dùng 
thường xuyên định lÍ về góc nội tiếp : "hai 
góc nội tiếp cùng chấn một dây cung thì 
bằng nhau" (hình 1). Ngược lại, "mọi điểm, 
từ đó một đoạn thẳng cho trước được nhìn 
dưới những góc bằng nhau, đều nằm trên 
một cung tròn (hay hai cung tròn đối xứng). 
Hai định lí thuận và đảo này nêu lên một 
tính chất đạc trưng nữa của cung tròn. Cần 
chú ý rằng tính chất này chính là điểm trung 
tâm của toàn bộ lí thuyết về đường tròn mà 
ta đã học, vì những định lí quan trọng nhất, 
lí thú nhất của đường tròn đều dựa vào định 
lí về góc nội tiếp. 

Dựa vào tính chất đặc trưng này. ta có 
một định nghĩa khác của đường tròn, nếu 


HOÀNG CHÚNG 


biết khái niệm "góc định hướng". Th gọi góc 
định hướng giữa hai đường thẳng MA. MB 
là gốc quét bởi 


MA khi quay để C 
đến trùng với ? 
MB, góc này 


mang dấu đương 
hay âm tùy theo 


chiếu quay đó 8 
trùng hay ngược 4 
với chiếu quay 
của kim đồng hồ. 
Hình 1 
m 
bà 
8 
A 
M 
Hình 2 Hình 3 


Từ tính chất đặc trưng của cung tròn nói 
trên và dựa vào khái niệm góc định hướng, 
có thể định nghĩa đường tròn qua hai điểm 
A, B là "quỹ tích của những điểm M sao cho 
góc định hướng giữa hai đường thẳng MA, 
MB là không đổi (hình 2). 

3. Th lại có thể nêu lên một tính chất khác 
nữa của đường tròn. Trước hết, ta nêu ra một 
khái niệm đơn giản : góc của hơi đường cong 
(góc cong) đó là góc của hai tiếp tuyến với hai 
đường cong đó tại đỉnh S (hình 3). 

Bây giờ, ta hãy 
xét một dây cung 
AB tùy ý của đường 
tròn. Hai tiếp tuyến 
của đường tròn tại 
A và B làm thành 8 
với đường tròn hai 
góc cong bằng nhau. Hình 4 
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Một câu hỏi được đặt ra là : tính chất này 
có phải là tính chất đặc trưng của đường 
tròn không ? Nơi cách khác, mọi đường cong 
khép kín, tạo thành với một dây cung tùy ý 
của nó hai góc cong bằng nhau (hình 4), có 
phải là đường tròn không ? Có những đường 
cong nào khác, không phải đường tròn, cũng 
có tính chất đó không ? 


Sau đây, ta sẽ chứng minh rằng tính chất 
nói trên đúng là một tính chất đặc trưng của 
đường tròn. Thực vậy, giả sử có một đường 
cong khép kín có tính chất đơ (hình ð). 

Giả sử AB, BC, CA - ba dây cung của 
nó. Từ A, B, € ta vẽ các tiếp tuyến của 
đường cong và có các góc œ, 8, y như hình 
vẽ. Mặt khác, ta có 


——— 
"“CAB +8 +y = 1809 
——— 
a +""ABC +y = 1809 
_————— 
œ++""BCA = 1809 () 


Do đó 
———— ———— -_—— 
“CAI + ""ABC + "“BCA + 
+Ø(z+j/ +y) = 3.1809 


Bo —>~ -_—— —>~ 
CŒ"CAH +""ABC +""BCA = 1809 
chơ nên œ+/Ø+y = lã0° @2) 


-——— 
Từ (1) và (2), suy ra BCA = +. 


Bây giờ, ta lấy một điểm D khác tùy ý 
trên đường cong. Xét ba dây cung AD, DB, 


BA như đã làm với ba dây cung ÁC, CB, BA 
và cũng lí luận tương tự như trên, ta đi đến 
BDA = y. 

Như vậy, dây AB được nhìn từ D và C 
dưới cùng một góc y, nghĩa là C và D cùng 
nằm trên một đường tròn qua ÁB. VỊ D là 
một điểm tùy 
ý trên đường 
cong, cho nên 
mọi điểm trên 
đường cong 
đều nằm trên 
đường tròn 
xác định bởi 
ba điểm A, B, 
C. Do đó, đường cong cho trước là một đường 
tròn. 


Từ những điều vừa chứng minh, ta cớ thể 
phát biểu định nghĩa sau đây về đường tròn : 
"Đường tròn là đường cong khép kín sao 
cho mỗi dây cung của nó đều làm thành với 
nó hai gốc cong bằng nhau", 

Câu chuyện về đường tròn xin tạm dừng 
ở đây với một lời kết luận : trong những vấn 
đế quen thuộc, tưởng chừng hết sức đơn 
giản, cũng có thể chứa đựng những điều lí 
thú, sâu sắc. Bản thân kết luận này - đã 
được nhắc đi nhấc lại nhiều lần trên tờ báo 
này - cố thể đã quen thuộc và có vẻ đơn 
giản với các bạn. Mong các bạn tiếp tục suy 
nghỉ thêm ! 





Hình $ 


MỘT PHƯƠNG PHÁP ĐỂ CHÚNG MINH 
VÀ SÁNG TẠO BẤT ĐẲNG THỨC 


Các bạn thôn mến ! 


Sự phát triển đi lên của toán học là một 
quá trình khái quát. Những hiểu biết lẻ tẻ 
dần dần được thống nhất lại trong những lí 
thuyết tổng quát. Mỗi lần đạt được một sự 
khái quát hóa như vậy, không những chúng 
ta có một công cụ lợi hại hơn để chứng minh 
những hiểu biết cũ theo một cách nhìn thống 
nhất mà còn là một công cụ để sáng tạo cái 
mới. Lâu nay, các bạn hay gặp trong báo 
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NGUYÊN NGỌC KHUÊ 


Toán học và tuổi trẻ hay trong các kì thì giỏi 
toán những bài chứng mính về bất đẳng 
thức ; mỗi lần phải chứng minh như vậy lại 
phải đau đầu nghỉ ra một cách riêng. Và 
chắc có bạn cũng băn khoăn không biết 
người đầu tiên tÌm ra bất đẳng thức đó họ 
tÌm ra bằng cách nào. Trong bài này tôi cố 
gắng cung cấp cho các bạn một phương pháp 
để chứng minh và sáng tạo bất đẳng thức. 
Bạn sẽ gặp lại ở đây một số bất đẳng thức 


đã từng gặp trong báo Tbán học và tuổi trẻ 
nhưng lần này được chứng minh bằng một 
phương pháp chung. Và bạn hãy thử dùng 
phương pháp này để tự tìm ra những bất 
đẳng thức mới. Phương pháp tôi sắp trình 
bầy là phương pháp dùng tính chất lồi, lõm 
của hàm số ; nó rất đơn giản vì phát hiện 
ra một hàm số là lồi hay lõm là tnột việc rất 
đơn giản, chỉ việc dựa vào dấu của đạo hàm 
cấp hai (cụ thể là trong khoảng nào mà 
y” > 0 thì hàm số lổi trong khoảng đó, y'< 0 
thì hàm số lõm, và ngược lại). 


I- ĐỊNH NGHĨA HÀM SỐ LỒI 
1. Hàm số y = ƒíx) xác định và liên tục 
trong khoảng X gọi là lồi trong khoảng đó 
nếu đối với mọi *ạ %¿ € X và với mọi số 
dương gị, g„ > 0 (qị #4; = 1) ta có : 
fqim † q2) < gi) +g/@2)  () 
2. Về mặt hình học điều đơ có nghĩa là 
mọi điểm của bất cứ cung Á À nào của đồ 
thị đều nằm dưới cát tuyến A;A„ hoặc cùng 
lắm là nằm ngay trên cát tuyến Ai, 


M 






tb 
> 
h 


&< 








Rà 


Thực vậy, biểu thức x = gịXị † qix; (2) 
(với *ị < z¿) với sự lựa chọn q¡, g„ như trên 
sẽ thỏa mãn #¡ < * < +; (tức là nằm trong 
khoảng x¡ đến *¿):VÌx= địi Ðđ2x; > qui + 
† đi = (qị †4;)#, = xị, + = gia †đ2x; < 
< gi, †qx; = (g¡ †+g,)*, = x¿. Ngược lại 
bất cứ điểm x nào trong l>¡, x;] đều biểu 
diễn được ở dạng (2) với 





đị = 2 —x)/y — xì), g) = É — x))ÍŒ, — tị). 
Phương trình cát tuyến Ả¡A, là 
32 ở 
y(#) = #; —Xị &~z2) 


đo đó y(B) = y4; +qx+) = đứa + 427; = 
= giIfxị) + gy/Œ„) = vế phải ở (1). 
Về mặt hình học ƒ#{A) < y(B) chính là (1). 


3. Có thể chứng minh bằng quy nạp rằng 
bất đẳng thức (1) là trường hợp + = 2 của 
bất đẳng thức sau đây : 


f| 4z: | < Ss/œ› () 
F1 =1 


”" 
(với mọi g, > 0 và Xự, =1) 
¿=1 

Bất đẳng thức (3) gọi là bất đẳng thức Jensen : 
có thể dùng nớ để định nghĩa cho hàm số 
lổi. (3) được mở rộng cho các số q, > 0 bất 
kÌ không nhất thiết cớ tổng bằng đơn vị, cụ 
thể là : 


fÐ qx/24, < 3at)i354,4) 


II - CÁC VÍ DỤ ẤP DỤNG 

VÍ dụ 1. Chứng minh rằng với mọi số 
G, b¡ > 0, ta có : 

“ kự< 1—k 
3p} tờ (5.s.) (3%) 

II í=1 t1 

> lvà*š < 0. 

S Ñ 1—k 
SaBlT*< (Sa)* (S6) 

¿=1 im] “ 

với 0 < *È < I 

(mở rộng bất đẳng thức thứ hai của bạn Lê 
Quốc Hán đăng trong báo THvwTT số 95 
tháng 2 năm 1977). 

Rõ ràng khi & = 1 thì ta có đẳng thức. 
Xét hàm số y = xÈ với x > 0 : rõ rằng 
y” =k(k~ 1) xz*2= y'*' > Q với g >1 
và È < 0 còn y'”' < 0 với 0 < k < ! nên hàm 
số y = xŸ là hàm số lồi trong khoảng (0, œ) 
với k > 1 và & < Ô và hàm số z = + là hàm 
số lồi trong khoảng (0, ©) với 0 < #& < LẤp 
dụng (3) với q¡ = b/Š) b,,x; = ø//Ð, cho hàm 

+ 


SỐ y và z ta có : 
qh 
>> = 12, > 34/35 
N: ¡ h ) 


Lì 
= ĐXep}—* > Đa b)1+ 
h ỉ £ 
với, > Ì và è < 0, 


2) 3(~zƑb;®Jb,( b)"1] > ~ 


> I@,! 38), 
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đổi dấu hai vế và để ý đơn giản cả hai vế 
cho 8 = »b, ta có : 


1t 


2z) *< ỀaJ#( Xà!“ v0 <k< 1L 


ỉ 


VÍ dụ 2. (Bài thi đại số học sinh giỏi lớp 
10 toàn miền Bắc năm học 1964 - 1965, đăng 
trong báo THvTT số 14, tháng 11 năm 1968). 


1) Cho n số không âm +¡ cố tổng bằng ơ 
Là 


không đổi. Chứng minh ràng tổng »ưm 
/=] 
bé nhất khi #¡ =#;¿ =...x„ (m > ]). 

2) người ta muốn chứa 1m3 ? ? ? hớa chất 
vào 8 thùng gỗ hình lập phương n ? ? mối 
mặt là một tám gỗ có bể dày không đáng kể. 
Giá tiền mỗi tấm như thế tỉ lệ với bình 
phương diện tích của nơ. Hỏi phải chọn các 
cạnh z¡, x„,... x¿ của tấm thùng gỗ ấy là bao 
nhiêu để tốn Ít tiền nhất ? 


Bài giải : 1L) Hàm y = +” (m > 1) là hàm 
lồi vÌ y'” > 0 nên áp dụng bất đẳng thức 


Jensen (4) ta có (với Pịạ =P;=.. =1) 
" 
Xu» n(x\nỷ" = am/nml 
í=1 
và chỉ có đấu bằng khi m = 1 hoặc m > 1 


và *ìị = *¿ =..=+*.= dịn. 
2) Theo đầu bài xJ + z2 +... + xổ = 1, 


Mỗi thùng thứ ¿¡ cẩn 6 tấm gỗ diện tích 
+} mà gìá tiền mỗi tấm tỈ lệ với bình phương 
diện tích cho nên giá tiền ít nhất nếu 
8 


2x! bé nhất. Đặt y = x3 > 0, vấn để là 
¿=1 
Ề 8 
tỉÌm cực tiểu của T = >„° với y, > 0 và 
=1 
#ị T72... Tya =1, 
Theo phần trên ta có y, = y„ = = 
=#s = L8 tức là x; = x; = .. = + = 1/2. 


NIỀM VUI CỦA TOÁN HỌC 


(Bồi nói chuyện của Peter HiUton, giáo sự 
trường Đại-học Neu York, Mỹ, tại buổi công 
bố #ết quả cuộc thì Toán lần thứ 4 của BỈ, 
ngày 24-6-1989 ở trường Đại học Antuerp. 
Bài dịch của giúo sư Đoàn Quỳnh) 


Trước hết cho tôi gửi đến tất cÁ các bạn 
thi chung kết lời chúc mừng nồng nhiệt về 
thành tựu đẹp đẽ của các bạn. Các bạn đã 
chứng tỏ khả năng, sự thông mình, trí tưởng 
tượng và tính sáng tạo ở một mức độ cao 
trong một lính vực là toán học mà tôi dám 
cả gan cho là một trong những biểu hiện đẹp 
đẽ nhất của trí óc con người. Như nhà toán 
học lớn của Anh, ông G. H. Hardy, đã nơi 
đẩy ý nhị kiểu Anh : "Một linh vực không 
phải đã bắt đầu với Archimède và sẽ không 
tận cùng với Einstein chắc chắn phải cớ điều 
gì đó đáng thán phục°. Do đớ đối với tất cả 
các bạn, những người đang tiếp tục một cách 
tạm coi là khá gương mẫu truyền thống lớn 
lao của Archimède và liinstein, tôi nơi : "Các 
bạn đã làm giỏi”. 
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PETER HILTON 
(ĐOÀN QUỲNH địch) 


Bây giờ hãy cho phép tôi đi vào nội dung 
chính của buổi nói chuyện này. Tôi muốn 
mở đầu bằng cách kể lại một dịp cách đây 
vài năm khi tôi được mời nới chuyện với một 
nhớm thầy dạy toán ở phổ thông cơ sở và 
phổ thông trung học ở Salt Lake City (thủ 
phủ bang ỦUtah, Mỹ). Tôi đã chọn đề tài nới 
chuyện là "cài cách chương trình và sư phạm 
trong giảng dạy toán học" và trong khi nói 
những nhận xét của tôi về những chiến lược 
sư phạm có hiệu quả, tôi đã phát biểu quan 
điểm là giảng đạy toán học không thể thành 
công nếu học sinh không được hấp dẫn bởi 
những tỉnh tế của toán học và không coi việc 
làm toán là một thú vui. Trong quá trình 
thảo luận, tiếp sau những nhận xét của tôi 
và thực ra có thể coi là đóng góp đầu tiên 
cho cuộc thảo luận đó, một giáo viên trung 
học không đồng ý với tôi mà nói rằng toán 
học là một lĩnh vực nghiêm túc và không thể 
để học sinh quan niệm hoặc được thầy giáo 
trỉnh bày như một trò vui. 


Bấy giờ tôi bảo vệ ý kiến, tất nhiên một 
cách rất tế nhị, và nay tôi vẫn giữ ý kiến là 
người thẩy giáo đớ, làm việc với một niềm 
tin phổ biến nhưng không đúng rằng có một 
đối chọi cơ bản giữa sự gây hứng thú và tính 
nghiêm túc của toán học, Đó là một sự tách 
biệt giả tạo, tương tự dưới nhiều khía cạnh, 
với sự tách biệt giả tạo quen biết giữa toán 
học thuần túy và ứng dụng. 

Tất nhiên, toán học là quan trọng và quả 
là ngày càng quan trọng. Một số lĩnh vực 
nghiên cứu của loài người, chẳng hạn xã hội 
học tâm lÍ học, sinh hớa học cho đến nay 
kháng cự sự thâm nập của mọi cái khác trừ 
ảnh hưởng toán học thô thiển nhất thì nay 
đang dùng những kĩ thuật và ý tưởng toán 
học rất tính vi. Một số bộ phận của toán học 
cho đến nay là thuần túy không thể chối cãi 
được chẳng hạn lí thuyết bất biến cổ điển, 
lí thuyết trường hữu hạn, lí thuyết đồng điều 
thì nay đang được ứng dụng cho những vấn 
đề thời sự quan trọng của thế giới hiện thực. 
Máy tính phổ cập được đòi hỏi rộng rãi mà 
cổ lúc trước đây chỉ mới đòi hỏi sự tồn tại, 
là một sự kiện đáng chú ý của toán học ngày 
nay. Vâng, toán học là cực kÌ quan trọng 
trong xã hội hiện đại ; tuy thế, tôi phải thừa 
nhận với đẩy đủ sự trung thực rằng tính 
quan trọng của nó không phải là H do chủ 
yếu mà chúng tôi, những nhà toán học, đã 
hành nghề một cách cẩn cù và đầy hứng-thú 
như thế. Tôi nhớ đến người thầy giáo và bạn 
tôi, ông Henry Whitehead, nhà tôpô học Anh 
nổi tiếng, một lần đã nói về điều độ : "không 
gì có thể cho tôi niểm vui lớn hơn là một 
buổi sáng nào đớ thức đậy được báo tin rằng 
một trong các định lí của tôi đã làm cho 
chiến tranh trở thành lỗi thời. Tuy vậy tôi 
vẫn phải thừa nhận rằng điều đó không có 
liên quan gÌ đến các lí do vÌ sao tôi đã cố 
gắng chứng minh định lí ấy". 

LÍ do chúng ta làm toán là nớ hấp dẫn 
chúng ta. Nó kích thích lòng tò mò tri thức 
và mi cảm của chúng ta. Nđ đặt ra những 
câu hỏi có ý nghĩa sâu sắc, mà những câu 
trả lời của chúng nếu chúng ta khá may mắn 
tìm ra được một câu nào đấy sẽ cho ta một 
phần thưởng tỉnh thần trực tiếp mà ngay 
tức khác mở đường cho một cơn sóng hiếu 
kì mới, một loạt những câu hỏi mới. 

Bây giờ có thể có một lập luận ở một mức 
độ triết học sâu sắc rằng toán học hấp dẫn 
chúng ta chính vì tính quan trọng của nớ. 


Tuy nhiên nếu chúng ta nói đến sự quan 
trọng trong một ý nghĩa xã hội, ngoại lai như 
chúng ta đang nói thì tôi không tin rằng điều 
đó đúng. Vì mối liên quan triết học, nếu nó 
có và đó là một điều cần nghiên cứu sâu sắc 
và lâu dài chứ không phải một suy nghĩ 
thoáng qua, chác chắn là giữa sự hấp dẫn 
trí thức của toán học và tính quan trọng nội 
tại của nó như là một lĩnh vực cơ bản của 
các cố gắng của loài người. 

Tất nhiên tôi tin sâu sắc rằng toán học 
quan trọng theo nghĩa đó. Nếu được phép lại 
nhắc đến thầy giáo Henry Whitehead của tôi 
thì tôi nhớ đến việc ông cố gắng thuyết phục 
một đồng nghiệp trẻ đang nghỉ tìm một chức 
vụ trong công việc chính quyền rằng trái lại 
nên vẫn tiếp tục làm một nhà toán học ở 
Đại học. (Thầy giáo tôi đã không thành công 
trong việc thuyết phục người thanh niên, 
nhưng tôi cho rằng lí lẽ của ông đưa ra là 
cực kÌ đanh thép. Thầy Whitehead đã lí luận 
rằng trong cuộc sống có một số việc đáng 
làm, ngay cả khi ta không phải tuyệt đối ở 
cương vị đầu đàn, vì tính xứng đáng nội tại 
của chúng và tôi nhớ lại thầy nhắc đến nhạc, 
toán và việc đóng giày tốt. Thầy Whitehead 
nối : "Thà làm một người hạng hai trong 
một nghề nghiệp hàng đầu còn hơn làm một 
người hạng nhất ở một nghề nghiệp hạng 
hai”. cũng nên thêm rằng Whitehead là 
người đứng đầu ở một nghề nghiệp hàng đầu 
nên không phải đương đầu với tình trạng 
khó xử oái oăm như thế). 


Tuy nhiên, như tôi đã nối, sự quan trọng 
mà các nhà cẩm quyền, cha mẹ, thầy giáo 
ngày nay gấn cho toán học không phải thuộc 
loại nội tại như trên mà là nới đến vai trò 
của nó trong việc bảo đâm tính nổi bật và 
hạnh phúc của xã hội của họ. Do đớ nó đề 
cập gián tiếp đến vai trò thích đáng của toán 
học trong khoa học và công nghệ ; nhưng đó 
chính la điều phần lớn người ta quan niệm 
về vai trò của toán học trong một xã hội văn 
mình theo mọi khía cạnh của nó. 

Tôi nhắc lại, sự quan trọng của toán học 
thường được hiểu trong nghĩa xã hội của từ 
này ; theo nghĩa đơ, nó giải thích tại sao chúng 
ta được cấp tiền để làm toán, nhưng không 
giải thích vì sao chúng ta làm toán và rõ ràng 
không giải thích vì sao chúng ta hay Ít ra, một 
số trong chúng ta, có lúc lại làm toán tốt thế. 
Muốn giải thích điều đó, chứng ta phải đi sâu 
hơn vào bản chất của chính toán học. 
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Toán học là một suy nghỉ có hệ thống, 
nương nhờ một ngôn ngữ và kí hiệu thích 
hợp một cách đẹp đẽ. Nơ được đặc trưng bởi 
sự phát hiện và sáng tạo những mô hình và 
sự thiết lập những mối liên hệ tỉnh tế giữa 
các bộ phận bề ngoài rất khác nhau của nó. 
Nó không phải là một tập hợp những bộ môn 
con khác nhau mà là một thể thống nhất có 
chứa chấp một kho tàng những khái niệm 
và kí thuật khác nhau nhưng liên quan với 
nhau. Nó không phải là một tập hợp những 
hiện tượng ; và sự hiểu biết toán học không 
phải được kiểm tra bởi kiểm tra trí thức và 
kí ức. 

Mallory nói : "Tôi cố gắng leo lên đỉnh 
núi Everest bởi vì có nó ở đấy". Các nhà toán 
học cũng cố gắng làm toán vì đúng như thế. 
Tbán học tổn tại vì kinh nghiệm của thế giới 
bên ngoài dẫn ta đến đặt ra những câu hỏi 
mà chỉ có thể được hỏi và trả lời một cách 
xác đáng trong khuôn khổ toán học, Nhà vật 
lí học Richard Feynman, phụ họa suy nghĩ 
của Galileo, nói rằng "thiên nhiên nơi với 
chúng ta bằng ngôn ngữ của toán học". 
Nhưng toán học cũng tồn tại vì nớ là phương 
thức tự nhiên của tiến bộ, toán học là các 
câu hỏi được đặt ra do những tiến bộ đớ và 
tạo nên sự kích thích cho những tiến bộ mới. 
Vậy, như tôi thường nói, toán học ứng dụng 
và thuần túy là giống nhau trong nghĩa vận 
động của chúng cũng như giống nhau trong 
thực hành riêng của chúng. 

Chúng ta, những nhà toán học, thèm 
muốn niềm vui mà toán học đem đến cho 
chúng ta. Niềm vui đó đến với chúng ta qua 
sự nhận thức về khả năng lớn lao của một 
ý tưởng toán học phong phú và qua sự cảm 
nhận rằng một ý tưởng như thế được diễn 
đạt dưới một dạng cớ thể đạt được hoàn 
thiện. Thường khi đọc một đoạn kịch của 
Shakespeare, chúng ta có cảm giác rằng ý 
tưởng trong đó không thể được diễn đạt tốt 
hơn. "Những ý nghỉ của tôi bay lên, những 
từ của tôi vẫn ở lại bên đưới, từ không có 
nghia không thể bay lên trời", và ít xây ra 
hơn, nhưng chắc chấn có lúc ta có cảm giác 
một khái niệm toán học đã đạt đến boàn 
thiện và một suy luận toán học đã đạt được 
một sự tao nhã và vẻ đẹp siêu phàm. 

Cho phép tôi nêu ra ba ví dụ về sự đẹp 
đế trong toán học. VÍ dụ đầu tiên là định lí 
nổi tiếng của Euclid nơi rằng có vô số số 
nguyên tố. Để chứng minh điều đó, ta hãy 
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giả sử trái lại rằng ta có thể đếm được các 
Số nguyên tố là Pp Ð> š pạ, Đặt N > Ppụ 
Đz--. Pạ + 1 thì Ñ lớn hơn bất R SỐ p,, Đà Đa 
nào và như vậy không phải là số nguyên tố, 
do đó phải chia hết cho một số nguyên tố 
nào đớ. Tuy nhiên, khi chia nó cho số nguyên 
tố p, tùy ý thì số dư là 1 nên chúng ta đi 
đến một mâu thuẫn và như thế là ta thiết 
lập được định lí của Euelid. 

VÍ dụ thứ hai là khẳng định rằng không 
có số hữu tỈ nào có bình phương bằng 2, 
Chúng ta lại giả sử điều trái lại để đi đến 
một mâu thuẫn, Giả sử z/ là một số hữu tỉ 
mà bình phương là 2. Ta cớ thể giả sử d/b 
là phân số tối giàn tức ước số chung lớn nhất 
của ơ và b là 1. Có a2/b2 = 9 hay a2 = 2b2 
nên a2 chẫn. Vì bình phương của một số lẻ 
là một số lẻ nên ø là một số chẵn, uiết œ = 2c, 
Khi đó, 262 = 4c? nên ¿2 = 2c2 Và như 
trước, ta kết luận được b chẵn. Nhưng cả a 
và b là chẵn thì a/ð không phải là phân số tối 
giản và chúng ta đạt được một mâu thuẫn, 

Về ví dụ thứ ba, chúng ta hãy xét câu 
chuyện nổi tiếng về Gauss thuở trẻ. Hình 
như thầy giáo đặt ra cho lớp học bài toán 
buồn chán đáng sợ là cộng tất cả các số từ 
1 đến 100. Gauss lí luận rằng tổng đó có thể 
trình bày đưới dạng : 

1+*+2+3+..+48+49 +50 + 

+ 100 + 99 + 98 +..+ 53 + 52 +ð1 

Khi đó có õ0 tổng đứng và mỗi tống đứng 
bằng 101. Vậy tổng cẩn tìm là 50 x 101 = 5050, 

Trong tất cả các ví dụ đó, suy luận phát 
hiện ra một điều hiểu biết vượt quá điều 
buộc ta tin vào kết luận ; nó chứng tỏ cho 
ta vÌ sao mệnh để đang xét là đúng. Lập luận 
cũng khả đẹp và ngắn gọn- người ta không 
thể nghỉ được rằng còn có thể rút ngắn đáng 
kể được nữa. Nó cực kì tiết kiệm, không 
mang một điều gì thừa. Rõ ràng hai ví dụ 
cuối cùng mang lại niềm tin rằng có điều 
lớn hơn điều đã phát biểu cũng đúng, tức là 
phương pháp suy luận cớ thể sẵn sàng đem 
áp dụng để chứng mỉnh những khẳng định 
liên quan khác. Thực vậy, suy luận của 
Gauss, thay đổi đi đôi chút, nay là phương 
thức mẫu mực để tính tổng một cấp số cộng 
tùy ý, 

Như chúng tôi đã nơi, tất cả các suy luận 
trên cho ta thấu hiểu cấu trúc thực của hệ 
thống toán học của chúng ta ; và tôi giữ ý 
kiến rằng động cơ mạnh mẽ nhất của chúng 


ta khi làm toán là ước muốn vươn tới những 
thấu hiểu như thế. Đớ thường là một cuộc 
đấu tranh căng thẳng, đòi hỏi phải làm như 
vậy ; thường ta tưởng thất bại nhưng rồi 
trong một chớp cao hứng chơi lòa sau nhiều 
gìờ và có thể nhiều ngày cố gắng-mà bề 
ngoài dường như không hiệu quả, thực chất 
của bài toán phơi bẩy ra rõ ràng và tất cả 
trở nên sáng sủa một cách thần kì. 


Ở đây tôi muốn nói đến một điều về 
những thấu hiểu thực chất như thế trong 
toán học, một điều tuy về bản chất có tính 
thực nghiệm và thuần túy kinh nghiệm 
nhưng theo tôi có tầm quan trọng cơ bản và 
là một lí do chính yếu để chọn việc nghiên 
cứu toán học làm hoạt động chính của đời 
mình. Tôi giữ ý kiến rằng sự háo hức ta có 
được từ các tia sáng thấu đáo hiếm hoi như 
thế không phụ thuộc vào việc ta có phải là 
nguồn gốc của ý tưởng đó hay không- tái 
phát minh là một sự từng trải có thể sánh 
với sự háo hức trong phát minh đấu tiên, 
kính nghiệm phát mỉnh của người ta trong 
các khoa học khác, chấp nhận phát minh của 
người khác và tiến hành lại, làm cho ta thấy 
rằng về khía cạnh này, các nhà toán học là 
rất đặc biệt. Báo cáo trung thực của Giêm 
Oátsơn (James Watson) trong cuốn "xoắn 
kép” về việc phát hiện bân chất của DNA 
của ông cùng Franxi Crich (Franeis Crick) 
làm người ta nghi rằng động cơ mạnh mẽ 
nhất để những nhà khoa học ganh đua nhau 
giải bài toán đố này chính là việc "tìm thấy 
đầu tiên". Thực vậy, Oátsơn kể lại rằng việc 
biết Linux Paulinh (nus Pauling) đang tấn 
công mạnh mẽ vấn đề này đã kích thích 
Crich và ông ta đến thế nào. TĐi cũng nhớ 
lại buổi trao đổi với nhà sinh vật học xuất 
sắc Pête Mêdaoa (Peter Medawar), người 
được giải thưởng Noben, ông ta đã nói rằng 
theo kinh nghiệm của ông ta, sự háo hức của 
phát minh đầu tiên trong khoa học là không 
thể truyền cảm được và việc thấu hiểu công 
trình của người khác không thể so sánh với 
điều kích thích thực hiện một tiến bộ có ý 
nghĩa trong nghiên cứu của mình. Theo kinh 
nghiệm của tôi, trong toán học, sự háo hức 
thấu hiểu, hiểu một cách thực sự, có thể 
sánh với sự háo hức của phát minh đầu tiên ; 
và cũng theo kinh nghiệm của tôi, các nhà 
toán học có niềm vui chính đáng trong thắng 
lợi của những người khác và, theo một nghĩa 
nào đấy, trong việc thực hiện lại phát mỉnh, 
việc làm chủ các điều rối ren t'2ng công 
trình của người khác. Thực vậy, ta có thể 


nói rằng sự hiểu thực sự trong toán học là 
việc biến ý kiến và kÏ thuật thành của chính 
mình, tất nhiên không phải với nghĩa thô 
thiển là chiếm đoạt các ý tưởng đó mà với 
ý nghĩa sâu sắc hơn là khả năng dùng chúng 
để làm sáng tỏ và đẩy mạnh suy tưởng của 
chính mình. 

Hãy cho phép tôi đưa ra một ví dụ về một 
ý tưởng toán học thật là đẹp đẽ của nhà toán 
học Pháp Đêdirê Anđrê (Désiré André) trong 
công trình đã công bố cách đây khoảng 100 
năm. Thời bấy giờ đang lưu truyền cái gọi 
là bài toán bầu cử mà có thể mô tả như sau. 
Trong một cuộc bầu cử có hai ứng cử viên 
X và Y, giả sử rằng X thắng và thu được ø 
phiếu, Y thu được ð phiếu. Ta muốn biết xác 
suất của sự kiện là suốt trong quá trình 
kiểm phiếu, X luôn thắng Y. Thực ra, khi 
Anđrê công bố công trình của mình với nhan đề 
"Lời giải trực tiếp một bài toán đã được 
M.Bectrang (Becrtrand) giải" thì người ta hiểu 
rằng Bectrang đã giải bài toán này rồi nhưng 
điều tôi muốn nhấn mạnh là sự đẹp đẽ của 
lời giải của Andrê và sự thấu hiểu thực chất 
mà lời giải đó đã phơi bẩy cho ta thấy. 

Anđrê điễn dịch bài toán trên thành một 
bài toán về lưới nguyên trong mặt phẳng tọa 
độ. Nếu P và @ là hai điểm có tọa độ nguyên 
thì một con đường từ P đến Q là một dãy 
điểm P„, Pụ,.. Pạ sao cho P,= P,P„,=Q 
và P,., có được từ P, bằng cách bước lên 
phía trên hay sang bên phải một đơn vị. Dễ 
thấy rằng số các con đường từ (e, ở) đến ( a, b} 
bàng hệ số nhị thức (# ”” ~©”#* qạy 
nhiên là để có con đường từ (c, đ) đến (a,b) 
thì phải có e < ø 0à ở < b). 

Khi đó bài toán bầu cử nêu trên có thể 
diễn dịch thành bài toán đếm các con đường 
từ (0,0) đến (a,b) mà luôn nằm dưới đường 
thẳng y = + trừ ở điểm xuất phát. Vậy ta xét 
bài toán tổng quát hơn như sau : giả sử rằng 
(c, đ) và (a, b) nằm dưới đường thẳng y = x 
tức là c > đ, ø > b và ta muốn đếm số các 
con đường từ íc, đ) đến (ø, ð)* nằm dưới 
đường thẳng y = z. Th hãy gọi con đường 
như thế là con đường "tốt" và con đường nối 
(c, đ) với (a, ö) mà gặp đường thẳng y = z 
là một con đường "xấu". Gọi các điểm đầu 


mút là P và Q. 


mỊ 


Q3 PVC — he ích củ 
(2) Œ— m)m chú thích của tòa soạn. 
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Ta muốn, như tôi đã nói, đếm số các con 
đường tốt. Cách tiếp cận đẹp đầu tiên của 
Andrê là thay cho việc đếm các con đường 
tốt là đếm số các con đường xấu. Bây giờ 
một con đường xấu ấắt phải gặp đường thẳng 
y = *x lần đầu tiên tại điểm # nào đó. Nếu 
ta lấy đối xứng của phần P# của con đường 
xấu của ta qua đường thẳng y = z thì ta 
được con đường PR,P là điểm (d, c), Kết 
hợp P# với phần #@Q của con đường xấu ban 
đầu của ta thì được con đường P@Q từ (đ, e) 
đến (a, 6). Khi đó đễ thấy rằng phép lấy đối 
xứng như thế thiết lập một sự tương ứng 1 : 1 
giữa các con đường xấu từ (e, đ) đến (a, b) 
với các con đường từ (ở, e) đến (œ, b) miễn 
là mỗi con đường từ (ở, c) đến (a, b) phải 
cát dường thẳng y = x. Như vậy số các con 
đường xấu từ (e, đ) đến (ø, ö) bằng hệ số nhị 

aœ+b-c-d 
thức ( -> ) nên số các con đường 
tốt từ (c, đ) đến (a, ð) là 
(002821) G, W2) 0u) 


a—c a-ởd 


M 





+ 
PHƯƠNG PHÁP ĐỐI XỨNG CỦA ANĐRÊ 


Trở lại bài toán bầu cử của ta, bây giờ chỉ 
cần đếm số con đường tốt từ (1, 0) đến (a, b) 
mà theo công thức trên của chúng ta, nó 
h (œ+b- II)! 


bằng `—_rT†——(ø — ö) nên chia số đó cho 


a—b 
aq+ồ' 
Trước khi tiếp tục, ta hãy chú ý đến một 
yếu tố quan trọng trong lời giải bài toán bầu 
cử, nó đã góp phần to lớn cho nguồn vui của 
toán học, đó là yếu tố bất ngờ xét về mặt 
tài tỉnh của suy luận thì công thức cho xác 





+ 
Ớứ ` 5 ta được xác suất cần tìm là 
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a—b 
suất sp là cực kÌ đơn giản ; hơn thế, nó 


chứng tỏ xác suất để X luôn thắng Y trong 
suốt cuộc kiểm phiếu chỉ phụ thưộc vào tỉ 
số phiếu bầu cho họ chứ không phụ thuộc 
vào chính các số đớ. Dẫu sao đối với tôi, xét 
một cách trực giác điều đó không hiển 
nhiên. Tôi nghĩ rằng điều bất ngờ đó cũng 
có trong phương pháp khôn khéo cộng các 
số từ 1 đến 100 của, Gauxơ một bài tập 
khủng khiếp được đưa một cách bất ngờ về 
một phép nhân đơn giản 5O x lỌI. Một 
trong nhiều ưu điểm của việc giảng dạy đúng 
đắn hình học là cung cấp yếu tố phát hiện 
đột ngột đó để người ta cảm thấy thấu hiểu 
thực chất một cách bất ngờ. Tiếc thay, hình 
học ngày nay thường không giữ được vai trò 
chính đáng của nơ trong chương trình ; nơ 
hoặc bị lãng quên thảm hại hoặc chỉ được 
coi như một chiếc xe để chuyên chở ý tưởng 
của một chứng mỉnh lôgic với mệnh đề cần 
chứng minh hoặc quá chán, hoặc quá rõ 
ràng, hoặc cả hai ! Nhưng đó là một câu 
chuyện khác, mặc đầu có thể là một câu 
chuyện quan trọng sống động, và tôi phải trở 
lại để tài của tôi. 

Chúng ta bảo rằng lập luận tiếp sau thủ 
thuật lấy đối xứng là dễ, là đúng. Nhưng sự 
thấu hiểu thực chất, trước hết, chính là 
chuyển bài toán thành một bài toán tổ hợp 
về các con đường trên lưới tọa độ nguyên và 
tồi giải bài toán này bằng cách đưa vào 
phương pháp đối xứng. Thực đáng tiếc là 
chúng ta không có thời gian để trình bày, 
phương pháp dài, khó mà lúc đầu người ta 
đã dùng để giải bài toán nhằm làm sáng tỏ 
hơn các ưu điểm đáng kinh ngạc của phương 
pháp tốt hơn đã thay thế cho phương pháp 
ban đầu ! Lúc đớ tôi tin rằng các bạn học 
sinh sẽ đánh giá, so sánh chúng không khớ 
khăn gì. 

Tôi hí vọng rằng bốn ví dụ mà tôi đã nêu 
ra về lập luận toán học tuyệt vời cung cấp 
cho thính giả niềm vui thích, thật ra là một 
thỏa mãn mi cảm ; tôi mong rằng bất kì học 
sinh giỏi toán nào, với vốn toán học cần 
thiết, có thể đánh giá được, ít nhất ở mức 
độ trực giác cái đẹp và chất lượng của 
chúng ! Thực vậy, chúng có thể đùng để 
phân biệt những học sinh nên tiếp tục học 
toán với những học sinh nên được khuyên 
chuyển sang những mục tiêu có lợi hơn 
nhưng Ít được phần thưởng hơn. Những 


người Hi Lạp thuở xưa đã hiểu cả sự quan 
trọng lẫn sự đẹp đẽ của toán học, nhưng Ít 
người cẩm quyền, quan chức, làm chính trị 
ngày nay hiểu được sự hoàn hảo đó trong 
bản chất toán học. Dù sao, chúng ta hãy vui 
mừng nếu những nhân vật lỗi lạc, những kỉ 
nghệ gia lớn khuyến khích chúng ta làm 
toán ; nhưng chúng ta hãy đừng nhận từ họ 
việc chọn lựa bài toán không chính xác và 


bài toán hầu như chắc chắn không giải được, 
cũng như không nhận từ họ sự biện hộ để 
chúng ta làm toán. Do suy nghỉ đến những 
thu hoạch vật chất, họ không hiểu tí gì về 
niểm vui của toán học. Và tôi xin kết thúc 
bằng cách thêm rằng : Hãy để cho những 
người có ý định rời bỏ toán học vì những 
mục tiêu khác tự vấn mình xem họ còn tÌm 
thấy ở đâu một nguồn vui tương xứng. 


MỘT KIỂU ĐỀ TOÁN MỚI 


Các bạn thân mến ! 


Từ trước đến nay, các bạn đã quá quen 
với những đề toán trong đó bạn phải chứng 
mỉnh tính chất này hay tính chất nọ. Những 
để toán khớ là những đề mà ở đó mối liên 
hệ lôgic giữa giả thiết và kết luận rất khó 
thấy. Làm được một bài toán khó rất hứng 
thú, nhưng dù sao bạn vẫn chưa phải là 
người phát minh ra cái mới (đù chỉ là mới 
đối với bạn thôi) vì tính chất mà bạn phải 
chứng minh lại do tác giả đề toán nêu ra còn 
bạn thì hoàn toàn không biết người ta đã 
làm cách gỉ mà phát hiện ra tính chất đớ. 
Vì vậy, dù có làm đến hàng trăm, hàng 
nghìn đề toán cực khó theo kiểu trên, bạn 
cũng chỉ mới được rèn luyện khả năng "giải 
quyết vấn đề" (do người khác nêu ra), chưa 
được rèn luyện khả năng "phát hiện vấn để". 
Muốn trở thành nhà khoa học nơi chung, 
nhà toán học nơi riêng, phải giỏi cả "phát 
hiện vấn để" và "giải quyết vấn để". Sau đây 
tôi sẽ nêu ra một số ví dụ cụ thể về một 
kiểu đề toán mới trong đó bạn phải tìm tòi 
mới biết được phải chứng minh cái gì. Những 
đề toán kiểu này sẽ rèn cho các bạn khả 
năng "phát hiện vấn để". 

Sau vài ví dụ chúng ta sẽ cùng nhau tổng 
kết về quy luật "phát minh toán học". 

Đề toán I1 : 

Hãy coi tam giác là một tứ giác đặc biệt, 
có một cạnh triệt tiêu rồi dùng suy luận lôgic 
chặt chẽ để từ tính chất sau đây của tam 
giác : "đoạn thẳng nối trung điểm của hai 


NGUYÊN CẢNH TOÀN 


cạnh bằng một 
nửa cạnh thứ ba", 
dự đoán sự mở 
rộng của tính chất 
đó ra cho tứ giác. 
Sau khi dự đoán 
xong hãy chứng 
mình xem tứ giác 
có tính chất đó 
không. 


4p 


to 
t> 
S 


Hình 1 


8 ớ 2 


Hình 2 

Lời giải 

Th coi tam giác ABC ở h.1 là giới hạn của 
tứ giác ABCD ð h.2 khi D đến trùng với A 
(làm cho ở triệt tiêu). Ở hình 1.ta có : 

m = b/2 đ) 
ta cố dự đoán hệ thức mở rộng của (1) khi D 
khác A, tức ở # 0. 

Khi D đến trùng với A thÌ M' đến trùng 
với M và N' với N (M,N, M', N' theo thứ tự 
là trung điểm của AB, AC, DB, DC). Vậy 
đoạn MỊN trong h.I có thể là giới hạn của MN, 
của M”N của MN' của M'N" ở h.2. Nhưng rõ ràng 
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là MM = MN' = b/2 (h.2) và có thể coi đây 
là sự mở rộng hệ thức (1) ; tuy vậy, sự mở 
rộng này chả có gì thú vị. Bởi vậy ta sẽ 
chú ý đến ÄMN' = mị và MÌN = m., 

Vì ởh.l, đ = 0, nên ta cố gắng làm xuất 
hiện ở ở hệ thức (1) như sau : 

m = (b + 0)/2 = (b + d)/8 
Ở h.2, nếu ABCD là 


hình thang với đáy là 0 
AD, BC thì quả là : z 

mị = (b*+ d)/2, A 

m„ = (b - d)/2 
nhưng ta thấy ngay Fn L) 


rằng nếu ABC? là một 
hỉnh thang cân có đáy 
là AB, CD thì : 8 

mì = MN' # bì 
(b + đ)/2 ( =b= đ) và £ 
m„ = MÌN z (b-d)/2 
=0). 

Vậy m = (b + d)/2 không thể là sự mở 
rộng của (1). 

Cơ người có thể nghỉ rằng ; biết đâu ở 
chẳng tham gia vào công thức mở rộng với 
một hệ số X nào đó, nghĩa là : 

m = (b + Kd)/2 (2) 


nhưng nếu hệ thức (2) này quả là đúng, thì 
khi đem áp dụng nó vào cho hình thang mà 
đáy là AD và BC ta sẽ thấy rằng K bắt buộc 
phải là + 1, 

Như vậy công thức mở rộng của (1) không 
thể có dạng (2). Th đi tìm theo hướng khác. Ở 
(1Ù và (2), các đoạn thẳng m, b, ở đều tham gia 
ở bậc nhất. Ta nghỉ tới bậc hai vì trong các hệ 
thức lượng quen thuộc, phần lớn các đoạn 
thẳng đều tham gia vào những số hạng bậc 2. 

Bởi vậy, ta sẽ viết (1) đưới dạng bậc hai : 

m2 = b2/4 

VÌ ở h1, dd = 0, nên ta dễ cớ khuynh 
hướng nghỉ rằng sẽ cớ hệ thức : 

m2 = (b2 + d2)/4 

Nhưng m? = (b? - d?)/4 sẽ dẫn đến 
m = (b + đ)/2, điều mà ta đã thấy là không 
được, còn nếu m2 = (b2 + d2)/4 thì đem áp 
dụng vào hình vuông (ở đó m = ò = đ) thì 
thấy không đúng. 

Vậy hướng mở rộng thứ hai này cũng bế 
tác, còn hướng nào nữa ? Khi ở = @ £hì 
DB = AB, DC = AC, bốn đoạn thẳng này 
khó lòng mà không tham gia vào hệ thức 
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Hình 3 


tổng quát vì, trừ những trường hợp đặc biệt, 
khớ mà có một hệ thức chỉ giữa m và b, d. 
DĨ nhiên, do tính thuần nhất của các hệ thức 
lượng, bốn đoạn trên sẽ tham gia ở bậc 2. 
VÌ vậy, ta nghỉ đến các hiệu DB2— AB2 
DC? — AC? là những biểu thức cũng sẽ triệt 
tiêu khi đ = 0. Bởi vậy, ta nghỉ đến hai hệ 
thức theo thứ tự có dạng : 
mỹ = (b2 + Kiđ2/4 + 
l(ĐBỀ — AB? + P.(DC2— AC) — (@) 
mộ = (b°+ K.d2/4 + 

I.(DEỀ ~ AB?) + P,(DC? — AC?) — (4) 
cả hai đều trở thành zs = b2/4 khí 2 trùng 
với A. 

Th thử áp dụng (3) và (4) vào hình vuông 
(bò mở = mị = AB = DC,m, =0; 
DB = ÁC = bŸ2) ta được : 

bÊ= (b?+ Kjb2)/A+ 1,(2b2— 62)+ P (b2 — 9p2) 
= b2{(1 + KỤA +) 
và 0=b2(1 + K.)/4 + lạT P2) 


Lại thử áp dụng vào hình thoi có cạnh là 
b và có một góc 60° (h.4) 





tình 4 
b2 = (b2— KIb2)I4+ 1 (82— b2)+ P¡(2? — 03), 


và 0= b2+ R,Ð?)/4 + 1.(3b2— b2)+ P„(62— b2) 


Cuối cùng ta thử áp dụng vào một hình 
thang cân có gớc ở đáy bằng 4ð° và chiều 
cao bằng đáy trên (h.5). ta được (m; = 24, 
my = d): 


4d? = (9đ? + K,4?)/4 + l\(Bđ? — 242) + 
+ P42 — Bđ2) 
và d2 = (9đ2 + K,d?)/4 + L(Bd2 — 9d2) + 
+ ?,(222 — Bđ2) 


“^ L] 
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Hình 5 
Từ trên, chúng ta rút ra hai hệ phương 
trình để tính j, 7, ¿”, và R„ lu D, : 
1 =(1+ R4 +h 
1=(1+ ®J/4 + 21, 
(9+ x4 + 3# = 3 
(1 + K)/4 + L, — D, 
(1 + K)/4 + 2L, 
1 = (9+ K2)/4 + 3L, - 3D, 
Giải hai hệ phương trình này, ta được : 
h=1A, | =-14,  R.=1 
l, = 4/4 Ủ,= 144, Ñ,=1 
Như vậy ta dự đoán có hai hệ thức, mở 
rộng hệ thức (I) 


4m}= (b2 + đ3 — (g2 + c3)+ (e2 + #® (@) 
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SG .w 
II l 


lỉ 


4m2 = (g2 + b2 + e2 + d2) ~ (ø2 + 2) (8) 


Th có thể phát biểu hai hệ thức đó như 
Sau : 

~ Trong một tứ giác lồi, bốn lần bÌnh phương 
đoạn thẳng nối trung điểm của hai cạnh đối 
diện nào đớ bằng tổng bình phương hai đường 
chéo và hai cạnh đối diện còn lại, trừ đi tổng 
bình phương hai cạnh đối điện đã cho. 

- Trong một tứ giác lồi, bốn lần bình 
phương đoạn thẳng nối trung điểm của hai 
đường chéo bằng tổng bình phương bốn cạnh 
trừ đi tổng bình phương hai đường chéo. 

Chúng minh : MM'NN là một hình 
bình hành vì AM⁄NN' (cùng / AD) và 
MNI/M N ! (cùng / BC. Trong hình bình hành 
đó MM' = NN' = d2, MN = MN' = b/ 
MN' = mị, MẦN = m.. 

Ấp dụng định lí :“Trong một hình bình 
hành, tổng bình phương bốn cạnh bằng tổng 
bình phương hai đường chéo, ta có : 


mĩ + m3 = (b2 + đ2/0 (Œ) 
Nếu lại xét thêm hai trung điểm ? Q 
của ÁD và BC (hình 2) và đặt PQ = n, thì 


xét thêm hai hình bình hành PMQN và 
PM'QN, ta lại có : 


n2 + mì = (e2 +/2/2 
nˆ + mộ = (a2 + c3)/9 
Trừ vế với vế, ta được : 
mĩ — mộ = [(e° + ƒ2) — (?+2)]/2 (8) 


cộng vế với vế (7) và (8) ta được (5) và trừ 
vế với vế ta được (6). Vậy quả (ð) và (6) là 
sự mở rộng của (1) như ta đã dự đoán, 

Chú ý : Nếu ta xét tứ giác chéo ADBC 
với hai đường chéo là AB và CD (h.2) thì (5) 
cũng có thể phát biểu : trong một tứ giác 
chéo, bốn lần bình phương đoạn thẳng nối 
trung điểm hai đường chéo bằng tổng bình 
phương bốn cạnh trừ đi tổng bình phương 
hai đường chéo. Cũng dễ thấy rằng : nếu là 
tứ giác lõm hay tứ giác ghềnh thì định lí sau 
đây đều đúng : Trong một tứ giác (lồi, lõm, 
chéo, ghềnh) 4 lần tổng bình phương đoạn 
thẳng nối trung điểm bai đường chéo bằng 
tổng bình phương bốn cạnh trừ đi tổng bình 
phương hai đường chéo. 

Đề toán 2 : 

Hãy mở rộng định lí ; "Trong một tam 
giác ba trung tuyến đồng quy". 

Lời giải 

Ỗ đây có ba khái niệm "tam giác", "trung 
tuyến" và "đồng quy" đều cớ thể mở rộng, 

Tam giác có thể mở rộng ở trong mặt 
phẳng thành tứ giác (tam giác là một tứ giác 
đặc biệt có một cạnh bằng không), ngũ giác 
(tam giác là một ngũ giác có hai cạnh bằng 
không), lực giác.. tam giác cũng có thể mở 
rộng ra trong không gian thành tứ diện, tam điện. 

Trung tuyến cớ thể mở rộng ra theo nhiều 
cách tùy theo ta hiểu "trung điểm của một 
cạnh là thế nào", Một cạnh BC với trung 
điểm Ó có thể hiểu theo nhiều cạnh, ví dụ : 
Ó là tâm của quỹ tích những điểm cách đều 
Ở một đoạn bằng BC/2 (trên đường thẳng 
ÖC, quỹ tích đó gồm hai điểm B và C), hoặc : Ó 
là trọng tâm của đoạn thẳng BC, hoặc O là 
trọng tâm của tập hợp hai điểm 8, C hoặc O 
liên hợp điều hòa của điểm ở vô tận (trên 
đường thẳng BC) đối với hai điểm Đ, C. 

Còn đồng quy thì có thể mở rộng như thế 
nào ?, "không đồng quy" là trái ngược với 
"đồng quy" nhưng đồng thời cũng là sự mở 
rộng của "đồng quy". Sao vậy ? vì ba đường 
thẳng không đồng quy trong mặt phẳng thì 
tạo nên một tam giác có diện tích S (ta coi 
là S trở nên vô tận khi hai trong ba đường 
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song song với nhau). Khi 6 triệt tiêu thì ba 
đường đồng quy. Vậy "đồng quy" là trường hợp 
đặc biệt của "không đồng quy" khi 8 = 0, 

Kết hợp các kiểu mở rộng khác nhau của 
ba khái niệm trên, ta thấy rằng định lí về 
ba trung tuyến đồng quy trong một tam giác 
có rất nhiều hướng để mở rộng. 5au đây 
cũng không thể nêu hết các hướng mở rộng 
đó vì quá dài, nếu bạn nào Say sưa tỉÌm tồi 
thì cứ cố nêu cho hết. Vì mục đích loại đề 
toán này là để rèn luyện khả năng "phát hiện 
vấn để" là chính, đạt xuống hàng đưới việc 
rèn luyện khả năng "giải quyết vấn đề", Nên 
sau đây cũng chỉ hạn chế ở việc nêu lên các 
nghi vấn khoa học mà không chứng minh 
xem các nghi vấn đó đúng hay sai. Bạn nào 
say sưa tìm tòi sẽ tự mình làm việc đó. 

Mỏ rộng tam giác thành đa giác : vì chỉ 
trong các đa giác có số cạnh lẻ mới có khái 
niệm "đỉnh và cạnh đối diện" và do đó mới có 
sự mở rộng khái niệm "trưng tuyến" (đường 
nối một đỉnh với trung điểm của cạnh đối 
điện), nên ta có nghỉ vấn khoa học sau đây : 

Trong một đa giác có số cạnh lẻ, các trung 
tuyến cớ đồng quy hay không ? Nếu không 
phải trong trường hợp nào cũng đồng quy 
hãy xét xem trong những trường hợp đặc 
biệt nào thì cớ sự đồng quy. 

Mỏ rộng tam giác thònh tam diện ở 
trong không gian, rồi từ đó mở tông ra cóc 
đa diện có số mặt lẻ ö đây ta cớ các nghi 
vấn khoa học sau đây : 

Trong một tam diện, ba mặt phẳng nối 
ba cạnh với phân giác của mặt đối diện có 
đồng quy hay không ? Mở rộng ra để xem 
xét vấn đề với các đa diện có số mặt lẻ. 

Mỏ rộng tam giác thành tứ diện : theo ba 
cách đầu để hiểu trung điểm 0 của đoạn 8C 
(đã nói ở trên), thì có thể có các nghỉ vấn 
khoa học sau đây : 

a) Trong một tứ diện, các đường thẳng 
nối các đỉnh với tâm vòng tròn ngoại tiếp 
mặt đối diện có đồng quy hay không ? 

b) Trong một tứ diện, các đường thẳng 
nối các đỉnh với trọng tâm các mặt đối điện 
có đồng quy hay không ? 

©) Trong một tứ điện, các đường thẳng 
nối các đỉnh với trọng tâm của chu vi các 
mặt đối diện có đồng quy hay không ? 

Xem các trung điểm của cóc cạnh là 
điểm liên hợp điều hòa của cóc điểm ở uô tận 
đối uới hai đầu cạnh. Trong trường hợp này, 
trước hết hãy xét ba điểm ở vô tận trên ba 
đường thẳng chứa ba cạnh. Vì chúng đều ở vô 
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tận nên chúng đều nằm trên bất cứ mặt phẳng 
nào song song với mặt phẳng tam giác. Cũng 
có thể coi chúng là cùng nằm trên giao tuyến 
của mặt phẳng tam giác với một mặt phẳng 
song song ; Cách nhìn này dẫn ta đến ý nghĩ 
rằng ba điểm đó là thẳng hàng... từ đó ta đi 
đến nghỉ vấn khoa học sau đây : 

Cho một tam giác ABC với các cập điểm 
D,D,; E, E' uờ F F"' theo thứ tự trên ba đường 
thẳng BC. CA, AB và chia điều hòa các cập điểm 
BC; C, A uà A, B. Phải chăng hễ D) E', £' 
thẳng hàng thì AD, BE, CF đồng quy. Phải 
chăng điều ngược lại cũng đúng ; nghĩa là nếu 
AD, BE, CF đông quy thì Ð? E”, E" thẳng hàng : 

Mỏ rộng khát niệm đồng quy. Trong một 
tơm giác ABC với ba trung tuyến AD, BE, CE 
thì ta có : 


DBIDC = EG/EA = FAJEB ~ — 1 
và ba trung tuyến tạo nên một tam giác có 
diện tích bằng không. 
Từ đớ ta có thể mở rộng định lí về ba 
trung tuyến đồng quy theo hai bước như sau : 
Bước thứ nhất : mở rộng hạn chế 


Cho ba điểm D, #, Ƒ' theo thứ tự trên ba 
đường thẳng BC, CA, AB, chứa ba cạnh của 
một tam giác ABC, sao cho : 


b2 ” s SU c (Œ là một số đại 
ĐC PA PB 


số cho trước). 


Hãy tính điện tích S (&) của tam giác tạo 
nên bởi ba đường thẳng AD,BE, CF theo K 
và theo diện tích của tam giác ABC, thử 
nghiệm rằng S(-1) + 0, 

Bước thứ hai : mở rộng như trên nhưng 

DB *⁄C 


với << =È,; —“=k 
1 A 2 


*A : 
L.ên %ạ; &ụ, k2, *k; là ba số đại số cho 
trước. Sau khi tìm được hàm ®S (ạ, k„, k 


) 
hãy tính cụ thể *ị, Š„ È; trong trường hợp 
D, E, F là chân ba đường cao hay chân ba 
đường phân giác và thử nghiệm rằng trong 
các trường hợp đó thì S (\, È„, ky) = 0. Rõ 
ràng là từ một định lí rất quen thuộc ta đã 
lôi ra được hàng loạt nghi vấn khoa học, 
phát hiện ra hàng loạt vấn đề để nghiên cứu. 


Đề toán II. Giả thiết rằng chưa biết 
biểu thức nghiệm của phương trỉnh bậc hai 
ax? + bx +e = 0. Hãy mấy mò, dự đoán ra 
biểu thức đó bằng cách khái quát từ các 
trường hợp đặc biệt khi a = Ø0, khi b = Ø 
và khi œ = 0. 


Lời giải : Khi œ = 0, phương trình 
ax? + bxz +c = 0 có một nghiệm là x = - e/Ð 

Khi ð = 0, ta có bai nghiệm là 
#ị =-ek, #y=— {- cứ (nếu ~ c/ø < 0 
thÌ ta nơi rằng ta có hai nghiệm ảo). 

Khi ce = 0, ta có hai nghiệm là =0, 
x¿ = - bía. Từ những biểu thức của nghiệm 
trong ba trường hợp đặc biệt ở trên, ta hãy 
thử mẩy mò, dự đoán ra biểu thức của 
nghiệm trong trường hợp tổng quát. 

Trước hết, căn cứ vào trường hợp ö = 0, 
ta thấy rằng biểu thức tổng quát phải chứa 
căn bậc hai của một biểu thức hữu tỉ £q, 
b, c) nào đó của a, b, e và hai nghiệm khác 
nhau của phương trình sẽ ứng với hai dấu 
†, —- đặt trước dấu căn ; ngoài căn bậc hai 
đó, biểu thức tổng quát còn phải chứa một 
biểu thức hữu tỉ thứ hai ø (ơ, b, c) vÌ, nếu 
không phương trình sẽ luôn luôn cớ hai 
nghiệm đối dấu. Vậy biểu thức tổng quát của 
các nghiệm có dạng : 


#¡ = Ø(@, b, c) + Yfa, b,e) ; 

*; = 8(a, b, e) — Ý Œa. b,c) 
trong đó ƒ và ø là hai biểu thức hữu tỈ của 
ø, Ò, c. Để xác định ƒ và ø, ta hãy vận dụng 


các biểu thức trên vào cho trường hợp ð = 0 ; 
ta có ngay 


gí(a, 0, c) = 0 đq) 
ƒfa, 0, c) = - cía (2) 


Sau đó ta lại áp dụng vào trường hợp c =0, 
ta được hoặc : 


g(a,b, 0) ~ Jƒ(@,b,0) =0 (8) 
g(a, b, 0) + Ỷƒ(@,b, 0) = — bịa (4) 
hoặc : ˆ 


8(œ, b, 0) — {ƒ(a, b, 0) = —bja 


(3) 


ø(a, b, 0) + Ýƒ(a, b,0)=0 (4) 
Từ đó : 
ga, b, 0) = - b/ 2ø (8) 


f(, b, 0) = | g(ab, 0? =b2/4a? — (6 
Töm lại, ta có hệ : 


gí(a, 0, c) = 0 q) 
ƒfa, 0, e) = -cja (2) 
gía, b, 0) = ¬ b/2a (B) 
ƒffa, b, 0) = b2 j 4a2 (6) 


ta hãy xót biểu thức : 
ƒía, b, c) — fía, 0, e) +ƒ{ a, b, 0) = 
= - cía + b2/4a2 = (b2 - 4ac/4a2 
Ö -TCTH 


Thay ò bằng 0, ta được : 


fa, 0, c) = fía, 0, c) ta, 0, 0) = 
= - día +0 =- cịa. 


Thay c bằng 0, ta được : 

f(, b, 0) = ft, 0, 0) +ƒtn, b, 0) = 0 + b2/An? 
Vậy hàm ƒ(œ, ö, e) này thỏa mãn cả (9) 

và (6). 
Cũng vậy hàm 

øŒ&, b, c) = gía, 0, ©) + g (œ, b, 0) = 0¬ b/2œ = 
>= - b/2a thỏa mãn cả (1) và (ð). 
Vậy, có hi vọng rằng biểu thức 


— bi2a + Ýb, ~ 4ac /9a 
hay (~ + bỶbŸ ~ 4ae) /9a 


là biểu thức của nghiệm của phương trình 
ax? + bx +c = 0. Đến đây, ta có thể thử 
để thấy rằng đúng đó là hai nghiệm (một 
nghiệm ứng với dấu +, nghiệm kia ứng với 
dấu -) của phương trình ax2 + bx +c = 0, 
Ngoài ra cũng không còn biểu thức nào khác 
vÌ phương trình chÌ cớ hai nghiệm. 

Cần chú ý thêm là ta đã không cần vận 
dụng đến trường hợp đặc biệt ø = 0. Tuy 
nhiên, có thể thử nghiệm để thấy ngay rằng 
nếu ø = 0 thỉ một trong hai nghiệm trên trở 
nên vô tận còn nghiệm thứ hai đúng là trở 
thành c/b. 

Với ba đề toán như thế cũng đủ tạm kết 
luận rồi. Tôi nói "tạm" vì dù sao kết luận mà 
tôi sắp đưa ra cũng còn mang tính áp đặt, 
chưa hẳn bạn nào cũng đồng tình. Dù cho có 
mời các bạn đến một hội thảo khoa học để tranh 
luận thì cũng không hơn gì bao nhiêu vì ở 
các bạn còn cẩn thêm thực tiễn phát minh 
toán học làm cơ sở cho sự đồng tình. Hiện 
nay chắc bạn chưa có hoặc có rất Ít thực tiễn 
và bởi vậy tôi cũng bị hạn chế, chưa thể nói 
nhiều hơn, sâu hơn, "tạm" là vì vậy. 


Có bạn tưởng rằng phát mỉnh toán học 
phải là cái gì ghê gớm lắm, phải tìm ra được 
cái gÌ thật mới toanh, còn những điều đề cập 
đến trong bài báo trước và ở đây thì quả 
xoàng về hai phương diện ; một mặt thì đó 
chỉ là những sự mỡ rộng, đâu có phải là phát 
mỉnh, phát minh mới oai, chứ mở rộng thì 
xoàng, đã có cái gÌ đó rồi, nghĩ thêm chút ít 
thôi ; mặt khác, sự mở rộng đã đưa đến 
những điểu có mới đối với một số người, 
nhưng là cũ kỉ đối với toán học. 

Trước hết, xin nới ngay với các bạn rằng, 
không làm gì có cái "mới" tuyệt đối, cái mới 
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không dính gì với cái cũ. Mọi phát minh 
khoa học, dù cho cớ độc đáo đến đâu, vì đại 
đến đâu, cũng đều bát nguồn từ cái cũ, có 
kế thừa phần nào đớ cái cũ, và bao giờ cũng 
là sự mở rộng cái cũ. Trong toán học đã từng 
có những phát minh rất độc đáo, rất cách 
mạng như sự phát mỉnh ra số ảo, số phức, 
sự phát minh ra hình học phí Ởelit mà lúc 
mới đầu, nhiều người cho là quái đản, thì 
cuối cùng cũng đều là những sự mở rộng : 
số phức mở rộng số thực, hình học phí Ớclit 
mở rộng hÌnh học Oclit. Có thể nói một cách 
chắc chắn rằng mọi phát minh toán học đều 
là một sự mở rộng. Tập đượt mở rộng chính 
là tập dượt phát minh. Học sinh thì tập dượt 
còn nhà toán học thì mở rộng, phát minh 
thật sự. Mục đích có khác nhau, kết quả đưa 
đến, xét về mức độ mới mẻ và tầm quan 
trọng có khác nhau, nhưng những quy luật 
về phát mình, mở rộng thÌ vẫn là một. Tn 
hãy sơ bộ nêu lên những quy luật đó qua sự 
phân tích các để toán 1, H, II, 

1) Cái mới (tức cái mở Tộng) mà ta tÌm 
kiếm bao giờ cũng có mặt trái ngược với cái 
cũ (tức cái đặc biệt) và cớ mặt thống nhất 
với cái cũ, Cớ cách nhìn cái cũ làm nổi lên 
mặt trái ngược, có cách nhìn cái cũ làm 
nổi lên mặt thống nhất. Như ở bài 1, cái cũ 


m = b/2 đã được lần lượt nhìn dưới góc độ 
m = (b + 0)/2 để hi vọng đi đến cái mới là 
m = (b + đ)/2 nhưng thất bại, sau đớ lại 


được nhìn dưới góc độ zm2 = (b2 + 0⁄4 để 
hi vọng đi đến cái mới là zm2 = (02 + d2/4 
nhưng cũng thất bại nốt. Hai cách nhìn đớ 
làm nổi lên mặt trái ngược giữa tam giác và 
tứ giác. Sau đớ, ta lại phải tìm một cách 
nhìn mới bằng cách đưa vào các hiệu 
DB? — AB?, DC? ~ AC? thì mới thành công 
và phát hiện ra cái mới, cũng chính là cái mở 
rộng, là hai hệ thức (ð), (6)). 

2) Một cái cũ có thể có nhiều cái mới tương 
ứng, nghĩa là cố nhiều cách mở rộng, tìm được 
bao nhiêu cách nhìn cái cũ đưa đến sự thành 
công trong sự mở rộng thì sẽ tÌm ra bấy 
nhiêu cách mở rộng, nghĩa là bấy nhiêu cái 
mới. Điều này đặc biệt rõ trong đề toán HH, 
ở đó ta đã cớ nhiều cách nhìn về "tam giác", 
về "trung tuyến" về "đồng quy", đưa đến nhiều 
hướng mở rộng. Trong bài đó, ta không có 
thÌ giờ để xét xem hướng mở rộng nào sẽ 
đưa đến thành công nhưng nếu các bạn chịu 
khó xem xét thì sẽ thấy trong số các hướng 
đó có nhiều hướng thành công cho nên định 
lÍ nêu ra có nhiều định lí mở rộng. 
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3) Phải tập dượt nhìn một khái niệm toán 
học dưới nhiều góc độ khác nhau và nên cố 
gắng có những cách nhìn độc đáo. Ví dụ, nếu 
ta nhìn "đồng quy" là "một đường đi qua giao 
điểm của hai đường kia" hay "giao điểm của hai 
đường nào đó nằm trên đường thứ ba", thì 
quả là khó mà mở rộng định lí đã cho theo 
hướng mở rộng khái niệm "đồng quy”, Nhưng 
ta đã có một cách nhìn độc đáo về “đồng quy" 
là tạo nên một tam giác có diện tích bằng 
không, và ta đã tìm ra con đường để mở 
rộng, con đường để đi đến cái mới. Trong 
toán học có nhiều phát mỉnh khá quan trọng 
đã ra đời từ những cái "củ rích" chỉ vÌ tác 
giả đã có một cách nhìn rất độc đáo về cái 
cũ rích đớ. Ví dụ, cho p là một số nguyên tố 
thÌ p + 1 là gì ? Theo cách nhìn cổ điển thì 
p † ¡ là số nguyên đứng liền sau Ð. Nhưng 
có người đã nhìn p + 7 là tổng các ước số 
của p và nhờ đó đã phát minh ra một định 
lí khá quen biết trong lí thuyết số. 

4) Từ một trường hợp đặc biệt thường có 
nhiều hướng suy nghĩ để khái quát. Hướng 
nào là đúng, hướng nào là sai, làm sao để 
sớm biết. Qua các đề toán trên, ta thấy rõ 
cách làm là sau khi có một dự đoán nào đó 
VỀ sự "mở rộng", hay áp dụng điều dự đoán 
đó vào một số trường hợp đặc biệt. Nếu dự 
đoán của ta là sai thì cái sai đó thường bộc 
lộ ra ngay, vì như ở đề toán 1, khi ta dự đoán 
sự mở rộng của m = ö/8 là m = (b + đ)/2 
hay m = (b2 + đ?)/4 thÌ ta đã thấy ngay cái 
sai khí thử vận dụng vào một số trường hợp 
đặc biệt. Nhờ phát hiện sớm cái sai mà ta 
khỏi mất thì giờ đeo đuổi điều dự đoán. Nếu 
dự đoán của chúng ta là đúng hướng thì nói 
chung trong đự đoán vẫn còn một số điều 
chưa rõ, chẳng hạn như có một vài hệ số nào 
đó chưa xác định. Trong trường hợp này, 
việc vận dụng điều dự đoán vào một số 
trường hợp đặc biệt giúp ta sớm xác định 
những cái gì chưa rõ. Trong để toán I, chính 
nhờ cách này mà ta xác định được các hệ số 
tụ, h, ụ K, ‡„ /,. Tuy nhiên dù đã xác 
định được những cái chưa rõ thì kết quả vẫn 
chỉ là một dự đoán và sau đó cẩn phải chứng 
mỉnh rằng điều dự đoán đó quả là đúng. 

Tuy là "tạm", nhưng chắc các bạn cũng 
thấy được rằng phát miỉnh toán học không 
phải là một cái gì bí hiểm, chỉ những người 
may mắn có một năng khiếu đặc biệt mới 
làm được việc đớ, mà là một việc tuy không 
dễ dàng, đơn giản, nhưng cũng có quy luật 
của nó, nhờ đó có thể có bài bản và cớ thể 
rèn luyện được, 


SỐ VÀ 


Các số thông thường (số thực) còn có gì 
đáng suy nghỉ nữa nhỉ ? Nhưng chỉ việc đổi 
cách nhìn thì lại lắm điều mới xuất hiện, Ít 
ra cũng là mới đối với những người chỉ có 
kiến thức toán học phổ thông. Ta hãy lấy 
một phép nhân hai số thực, chẳng hạn 3.4. 
Tn có thể coi "3" là một lệnh và "4" là vật 
chịu lệnh : lệnh "3" tác dụng lên vật "4" làm 
cho vật này trở thành vật "12". "Lạnh" và 
"Vật" ở đây đều là số thực. 

Nếu ta thực hiện liên tiếp lệnh "3" rồi 
lệnh "5" lên vật "4", cụ thể là : B5.(3.4), thì 
ta được vật "60". Ta cũng được kết quả đó, 
nếu ta chỉ thực biện có một lệnh duy nhất 
là "15" lên vật "4". Như thế người ta nói rằng 
lệnh "15" là tích của hai lệnh "3" và "ð" xét 
theo thứ tự đó (ở đây thứ tự không quan 
trọng nhưng sau đây, khi mở rộng khái niệm 
"lệnh", chúng ta sẽ thấy rằng thứ tự này là 
quan trọng). Một cách tổng quát, ta nói rằng 
tích của hai "lệnh" (lấy theo một thứ tự nào 
đó) là một "lệnh" duy nhất có tác dụng lên 
trên mỗi "vật" giống như tác dụng của việc 
thực hiện liên tiếp hai "lệnh" đã cho, (theo 
thứ tự đã cho) lên cùng "vật" đó. 

Rõ ràng cách nhìn mới này cho phép ta 
mở rộng các "lệnh" và các "vật" ra ngoài 
phạm vi các số thực. Nói chính xác hơn thì 
ở đây có "lệnh" 1, "vật chịu lệnh" V và "Kết 
quả sau khi lệnh đã thi hành" @, tất cá đều 
là số thực. Sau đây, khi mở rộng, có cái 
không còn là số thực nữa. Ta hãy đi từng 
bước : 

Bước thứ nhất : V và Q là những cặp 
số thực sắp thử tự còn 7, vẫn là số thực. Ta 
quy ước rằng, "lệnh" c tác động lên "vật" (ø, 
b) với ơ, b, c là những số thực thì cho ta 
"vật" (cơ, cb) là cặp số thực cœ và cò. 


Bước thứ hai : L và V đều là cặp số thực 
sắp thứ tự, còn @ là số thực. 

Th quy ước rằng "lệnh" @, g) tác động lên "vật" 
(a, b) thì cho kết quả là số thực pa + qb. 

Bước thứ ba : L, V; @ đều là cặp số thực. 

Ta quy ước rằng "lệnh" (p, 4) tác động lên 
"vật" (œ, 6) thì cho kết quả là cặp số thực 
(pa, qồ). 


LENH 
NGUYÊN CẢNH TOÀN 


Bước thứ tư : L là hai cặp số thực sắp 
thành một bảng gồm một cặp ở trên và một 
cặp ở dưới, V là một cặp số thực và Q cũng 
là một cặp số thực. 


Ta quy ước rằng "lệnh" b b tác động 


lên "vật" (a,ở) thì cho kết quả là cặp số thực 
(pz + pb, ra + sb). 


Ta sẽ viết lại bốn quy ước ở bốn bước nơi 
trên như sau : 


` @. (d,b) = (ca, cð) 
(p,g). (œ,b) = pø + qb 


œ) 
@®) 


(Œ,qg). (a,b) = (pa, qb) (8) 
Dễ độ .(&,b) = (ba + qb; ra +sb) — (4) 


Đến đây, chắc bạn đã háo hức muốn mở 
rộng đi xa hơn nữa. Nhưng thôi, ta hãy tạm 
dừng ở bước thứ tư để đi sâu cái đã. Ta chú 
ý rằng (4) thực chất là áp dụng hai lần (2), 
lần thứ nhất áp dụng "lệnh" (p,g) vào "vật” 
(a,b) để có pœ + qb, lần thứ hai áp đụng 
"lệnh" (ứ, s) vào "vật" (a, b) để có ra+sb. 


Th lại chú ý rằng, nếu trong (4), "lệnh" 
c0 

_ dị có dạng (o v) thì kết quả ở vế sau 

của (4) sẽ giống y như kết quả ở vế sau của 


(): (5 x) .(ø,b) = (ez, eb). 


Vậy hai "lệnh" e và (9 Ộ có thể coi như 


là một. Đặc biệt hai "lệnh" 1 và lộ n đều 


là lệnh "để nguyên" và "hai lệnh" 0 và 


b h đều là lệnh "triệt tiêu" vì 1.(a,b) = 


= È 1Ù .(œ,b) = (œ,b) 


0 
0.(,b)= (o 0) .(œ,b) =(0,0) 
Ta cũng chú ý rằng, nếu trong (4) "lệnh" 


b ) có đạng (§ ) thÌ kết quả ở vế sau của 
(4) sẽ giống như kết quả ở vế sau của (3). 


đð 





Tóm lại, mở rộng như ở (4) là đã bao 
trùm các mở rộng ở (1) và (3) và là việc thực 
hiện hai lần mở rộng ở (2). Cho nên ta tập 
trung nghiên cứu mở rộng (4) và ta thấy 
ngay nhiều điều mới, có vẻ kì lạ nữa, xuất 
hiện 


Lúy linh : Ta thử xét lệnh ø = ñ AI 


Đem z tác động vào một cặp (z, ở} nào đớ, 
theo (4) ta có cặp (®,0) : tiếp theo đó ta lại 
cho œ tác động lần nữa vào cặp (ö, 0) ; cuối 
cùng ta được cặp (0,0). Như vậy ø? tác động 
vào cặp (ø, ö) giống y như lệnh "0*. Vậy ta 
có thể viết : 

ø? = 0 (nhưng œ z 0, vì tác động của 
lệnh ø khác tác động của lệnh 0). 

Từ đó suy ra : ø” = a2œ = 0ø = 0 tồi 
dần dần suy ra : 

œ" = 0 với mọi số tự nhiên ø. 

Ta gặp một sự kiện mới lạ : một phần 
tử œ # 0 nhưng mọi lũy thừa của nó đều 
bằng không. Một phần tử như vậy gọi là một 
phần tử "lũy linh”. 


L.úy dâng. T thử xét lệnh đ= ( 2 g)- Dmn/ 
tác động vào một cặp (g,ö) nào đớ, theo (4) ta có 
cặp (g,0) ; tiếp tục tác động ÿ vào cặp (a,0) 
ta vẫn được cặp (a,0). Vậy Ø“ cũng tác động 
lên cặp (œÈ) giống như Ø, tức là : Ø2 = Ø 

Từ đó Ø3 = Ø8 = 8Ø = Ø 

rồi suy ra @" = Ø với mọi số tự nhiên z 

Ta gặp một sự kiện mới lạ khác ; một 
phần tử đ khác 1 và khác 0 mà mọi lũy thừa 
của nó đều bằng nớ. Một phần tử như vậy 
gọi là một phần tử "úy đắng". 

Căn bậc hai của -I. Tạ thử xét lệnh 
Ñ K) Đem ¿ tác động vào một cặp (ø, ö) 
nào đó, theo (4), ta có cặp (-—ö,a) ; tiếp tục 
tác động ¿ vào cặp (~b,ø), ta được cặp (~a, -ð). 
Vậy tác động của /2 giống y hệt như tác động 
của lệnh "~1", Vậy ¡2 = ~I, Di nhiên 


( “ R cũng có bình phương bằng -1. 


`Dễ hiểu làm sao. Thế mà ngày xưa người ta 
không hiểu nổi và gọi ¿ là số ngu ngốc đấy ! 


THẬT VÀ GIẢ CLIT 


Tiếp theo câu chuyện bắt đầu ở báo Toán 
học và Tuổi trẻ số 130 (tháng 2/1983), tôi 
nhớ lại rằng, hồi học phổ thông, khi tôi nêu 
thấc mắc : "tại sao lại là a2 = b2 + c2 (định 
lí Pitago) mà không là a2 = ð2 — c2 ? thì có 
bạn cùng lớp đã cho tôi là "điên" : "Cậu điên 
hay sao đấy". Thì cạnh huyền ø lớn hơn từng 
cạnh góc vuông nên phải là + chứ ~ sao được. 
Hồi đơ tôi không dủ lí lẽ để cãi lại bạn tôi 
nhưng vẫn mơ hồ cảm thấy rằng thắc mắc 
của mình không phải là hoàn toàn vô căn 
cứ. Nhưng trình độ phổ thông của tôi lúc đơ 
không cho phép tôi đi xa hơn được chút nào 
theo hướng này, khác với điều đã xảy ra khi 
tôi thắc mắc tại sao lại là số mũ 2 ở ø, ö, c. 
Mãi đến về sau, khi đã cớ trình độ khá cao, 
tôi mới vỡ lẽ ra rằng ở đời này vẫn có thứ 
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hình học trong đớ định lí Pitago được diễn 
tả bằng công thức a2 = ð2 — c2, trong đó ø là 
cạnh huyền. Và hôm nay, tôi muốn giới thiệu 
với các bạn thứ hình học đó chỉ với kiến thức 
phổ thông thôi. Dùng một hệ tọa độ Đêcaec 
vuông góc ta thiết lập được một song ánh 
(tức là một sự tương ứng một đối một) giữa 
tập hợp các điểm trong mặt phẳng và tập 
hợp các cặp số thực sắp thứ tự : ứng với mỗi 
điểm ta có cặp số thực duy nhất trong đó số 
đầu là hoành độ và số thứ hai là tung độ của 
điểm đã cho : ngược lại, ứng với mỗi cặp số 
thực sắp thứ tự (ø, ö) thì có một điểm duy 
nhất có hoành độ bằng ø và tung độ bằng ö. 
Th cũng thiết lập được một song ánh như 
vậy giữa tập hợp tất cả các vòng tròn định 
hướng cố tâm trên một đường thẳng cho 


trước D và tập hợp các cặp số thực sắp thứ 
tự : ứng với mỗi vòng tròn ta có cặp số thực 
sắp thứ tự trong đó số đầu là hoành độ tâm 
vòng tròn (sau khi đã biến đường thẳng D 
thành một trục tọa độ) và số thứ hai là một 
số đại số có giá trị tuyệt đối bằng bán kính 
vòng tròn, có đấu là + hay - tùy theo vòng 
tròn đó được định hướng ngược hay thuận 
chiều kim đồng hồ ; ngược lại, ứng với mỗi 
cặp số thực sắp xếp thứ tự (œ, b) ta có vòng 
tròn mà tâm ở trên D có hoành độ a, bán 
kính bằng |b|, và được định hướng ngược 
hay thuận chiều kim đồng hồ tùy theo b 
dương hay âm. Điều đó gợi cho ta ý sau đây : 
gọi mỗi vòng tròn có định hướng nói trên là 
một "điểm", hoành độ tâm vòng tròn là 
"hoành độ" của "điểm" và bán kính đại số của 
vòng tròn là "tung độ” của "điểm". 
Giữa hai điểm thông thường Á;(ø¡, b¡) và 
Az(a;,b„) có khoảng cách ở được diễn tả 
theo các tọa độ ø,,ö¡ và ø„, b„ như sau : 


đ? = (a„ — a)Ÿ + (b2 — b2 q) 


Ta có được công thức (1) là nhờ định lí 
Pitago. 

Trong thế giới vòng tròn định hướng nói 
trên ta cũng thử đưa vào một khái niệm về 
"khoảng cách" giữa hai "điểm" : ta sẽ gọi 
chiều đài của một tiếp tuyến chung là 
khoảng cách giữa hai vòng tròn, tiếp tuyến 
chung đó là tiếp tuyến chung ngoài hay tiếp 
tuyến chung trong tùy theo hai vòng tròn là 
cùng hướng hay ngược hướng (h.l và h.2). 





Như thế thì, trong mọi trường hợp, bạn đọc 
dễ thấy rằng "khoảng cách" đ giữa hai "điểm" 
theo thứ tự có tọa độ (ø,,b,) và a„,b„) (h.1 


và h.2) sẽ được điễn tả bởi công thức : 
đˆ = (q2 — ay)? — (bạ — bị) () 
Công thức này chỉ khác công thức (1) ở 
một đấu tại vế thứ hai. 


Trong thế giới vòng tròn định hướng này 
thì "đường thẳng" là cái gì ? 





Hình 3 








 NHZN 


Hình 4 

Vì mỗi vòng tròn định hướng có tâm trên 
D là một "điểm" nên "đường thẳng" phải là 
một tập hợp vòng tròn định hướng có tâm 
trên D. Cũng đễ cảm thấy rằng tập hợp vòng 
tròn đó phải có chung một tiếp tuyến định 
hướng L sao cho hướng trên tiếp tuyến trùng 
với hướng trên mỗi vòng tròn tại tiếp điểm. 
DĨ nhiên tập hợp đó còn cớ một tiếp tuyến 
chung thứ hai đối xứng với tiếp tuyến L 
và qua D nhưng hướng ngược lại với hướng 
đối xứng (h.3 và h4). Nhưng chưa phải là 
hết chuyện với các "đường thẳng" như ở h.3 
và h.4. Thực tế phức tạp hơn nhiều vÌ với 
những cặp vòng tròn không có tiếp tuyến 
chung, chẳng bạn như một cặp hai vòng tròn 
đồng tâm thì chắc chắn rằng "đường thẳng" 
do chúng xác định sẽ không có dạng như ở 
h.3 hay h.4. Để bao quát được mọi tình 
huống ta chú ý rằng ở h.3, các vòng tròn 
định hướng xét từng đôi đều là vị tự của 
nhau (tâm vị tự là O) còn ở h.4, các vòng 
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tròn định hướng xét từng đôi là tịnh tiến của 
nhau đọc theo D. Bởi vậy, ta sẽ nối rằng một 
"đường thẳng" là một tập hợp những vòng 
tròn định hướng (tâm trên Ð) đôi một vị tự 
(hay tịnh tiến) của nhau trong những phép 
vị tự cùng tâm (tâm này ở trên D hay những 
phép tịnh tiến dọc theo D. 

Ta sẽ có ba loại "đường thẳng". Loại thứ 
nhất gồm những "đường" mà bất cứ hai 
"điểm" nào trên một "đường" như vậy đều có 
khoảng cách thực (Z2 > 0 tính theo (2)) (h.3 
và h.4 cho ta những "đường thẳng" như vậy). 
Loại thứ hai gồm những "đường" mà bất cứ 
hai "điểm" nào trên một "đường" như vậy 
đều có khoảng cách ảo (đ2 < 0 tính theo 
(2)). (Ví dụ "đường thẳng" gồm tất cả những 
vòng tròn định hướng đồng tâm). Loại thứ 
ba gồm những "đường thẳng" mà trên mỗi 
"đường" như vậy bất cứ hai "điểm" nào cũng có 
khoảng cách bằng không, đ2 = 0 tính theo (2)) ; 
đó là những "đường thẳng" ôm những vòng 
tròn định hướng tiếp xúc với nhau tại một 
điểm trên D (hai vòng cùng hướng thì tiếp 


trong với nhau, hai vòng khác hướng thì tiếp 
ngoài với nhau). 


Hình học trong đó khoảng cách được tính 
bằng công thức (1) là hình học thông thường 
hay hình học Ớclit. Hình học trong đớ 
khoảng cách được tính bằng công thức (2) 
gọi là hình học giả - Óelit. Nó có ứng dụng 
rất quan trọng trong lý thuyết tương đối 
hẹp, một lý thuyết rất quan trọng của vật lý 
hiện đại. Có địp tôi sẽ nới chuyện với các 
bạn về vấn đề này, Còn bây giờ, xin các bạn 
hãy làm một vài công trình nghiên cứu nho 
nhỏ sau đây ; 

1) Nghiễn cứu xem trong hình học này 
tiên đề clit có nghiệm hay không (từ đó 
giải thích tại sao người ta gọi hÌnh học này 
là giả - ÓchiÐ). 

2) Nghiên cứu xem tất cả các đường 
thẳng cùng đi qua một điểm được chia cụ 
thể ra ba loại như thế nào ? Hai đường 
thẳng song song cớ cùng một loại không ? 

3) Nghiên cứu xem trong hình học này, 
định lý về ba đường trung tuyến (của một 
tam giác) đồng quy cớ đúng hay không ? 


THỬ ĐỨNG Ở TẦM CAO HƠN MỘT CHÚT MÀ NHÌN 


Khi đọc bài "Phát triển một bài toán" của 
Phạm Đăng Long, Chắc các bạn rất hứng 
thú với việc từ một bài toán lôi ra được chín 
bài toán khác và cớ thể nhiều hơn nữa. Tôi 
muốn nhân đây giúp các bạn đứng ở tầm cao 
hơn một chút mà nhìn vấn để để thấy cái 
cốt lõi bên trong và thấy cái lợi hại của tầm 
nhỉn cao hơn. Nơi "một chút", vì, khi bạn có 
kiến thức phổ thông vững chác thì chỉ cần 
chuẩn bị cho bạn vài dòng là bạn đã có thể 
đứng ở tầm cao hơn rồi, không phải chờ bạn 
phải công phu học thêm. 

Sau đây, ta sẽ gọi những khái niệm và 
tính chất gì của các hình được giữ nguyên 
qua các phép chiếu song song (từ một mặt 
phẳng này qua mặt phẳng khác) là những 
khái niệm và tính chất afin. VÍ dụ tính chất 
"thẳng hàng" của ba điểm là một tính chất 
an vỉ 3 điểm A, B, C "thẳng hàng" trong 
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mặt phẳng P, được chiếu song song thành 
ba điểm A4, B', C' cũng "thẳng hàng" trong 
mặt phẳng ?P' (h.1). Do đớ một đường thẳng 
của P (ví dụ đ) lại biến thành một đường 
thẳng của P” (ở biến thành đ' ở hình 1). Vậy 
khái niệm "đường thẳng" là một khái niệm 
añn. Nhưng "chiều dài" của một đoạn thẳng 
thì không phải là khái niệm añn (vÌ nơi 
chung, chiều dài của đoạn A4'B' khác chiều 
dài của đoạn AP) ; trái lại : 

ABIAC = A'B'/A'C' nên tỉ số AB/AC (mà 
ta sẽ gọi là ¿i số đơn của ba điểm thẳng hàng 
A, B, C) được giữ nguyên qua bất cứ phép 
chiếu song song nào. Vậy : "tỈ số đơn" của 
ba điểm thẳng hàng là một khái niệm afin. 

Chỉ cần chuẩn bị cho các bạn mấy đòng 
như vậy thôi là đủ. Bây giờ các bạn hãy viết 


(1) Báo Toán học và tuổi trẻ số 165 (1-1989) 


phương trình y=az+b của một đường 
thẳng cát hai trục tọa độ Øx Ơy, ở M và N 
và đặt OM = m.,ON =n. Th có : Ú = ươm +b, 
do đó m = -bjœ và rõ ràng n = b. 





Hình 1 

Phương trình y = øx + ö có thể viết là : 
CÁ 
ọ p1 1 


hay xim + yín = 1 q) 


0 = am +6, do đó m = -bja và rõ ràng 
w = b. 





Hình 2 


Tn hãy chiếu song song hình 2 xuống một 
mặt phẳng nào đó. Góc vuông xzØy cho ta 
một góc x'Óy” nào đấy (vì "vuông" không 
phải là một tính chất afin còn 
xim = OQ/OM và yin = ORJON là những tÌ số 
nên được giữ nguyên. Vì vậy ở h.3, ta được 

090M ' +OR/0N'=1 — (2) 

Đó chính là nội dung bài toán 2 trong [1], 
chỉ khác ở các chữ dùng để chỉ các điểm. 
Bài toán này có thể phát biểu lại ở đây như 








Hình 3 
sau : Cho một điểm P' trong góc x'Q'y một 
cớt tuyến thay đổi qua P' cắt O%' ó M' uà 
cắt Oy'ỏ N'. Chứng mình rằng tồn tại hai 
số a, 8 đề cho : 


œjÐ'M' + BIO'N' = hồng số. 

Ta thấy rằng cái cốt lõi trong bài toán 2 
chính là phương trình đường thẳng. 

Muốn trở lại bài toán 1 trong [1] thì cũng 
dễ. Chỉ cần làm sao cho Ø°'Q? = @°E° = một 
số X nào đớ thì sẽ có : LO'M” + LONN” = L/K. 
Vì O'Q'P'R' là một hình bình hành nên 
muốn cho Ó'Q? = O*R' thỉ nó phải là một 
hình thoi ; muốn vậy Ơ”P' phải là phân giác 
của góc #'O'Q' và ta có bài toán 1 phát biểu 
dưới dạng sau đây : 

Cho một diễm P' trên đường phân gióc 
trong của một góc x°Q'y', một cát tuyến thay 
đổi di qua P), cứt O%x'), O%y' tại M), NẺ 
Chứng mình răng 1/0 M?+1/O'°N' = hồng số. 

Để đi đến bài toán 3 trong [1] thì phải 
làm sao Ø'P' = O'qQ' = O°R' = K. Rõ ràng 
lúc đó hình thoi O'Q?P'°R' phải có góc ở Ó” 
bằng 120° và ta có bài toán 3 dưới dạng như 
sau : "Cho x'O'yˆ = a uà P là một điểm trên 
phân giác trong của góc, một cớt tuyến qua 
P' cắt Ox, Oy' ở M' oà N'. Chúng mình 
rằng điều hiện cần uờ đủ đề 1/O”M) + 1/O`N" 
+ 7/0P' là œ = 1209. 

Th cũng thấy ngay rằng nếu thay đổi góc ø, 
thì tùy theo giá trị của œ mà ta có : 

1/0M' + 1/01N' = 1/ðO'P với ð là một số 
thực nào đó 

Ta cũng có thể chọn phép chiếu song song 
để sao cho hình bình hành Ó'Q°P'R' có dạng 
rong muốn làm sao cho giữa œ và ổ có một 
mối liên hệ nào đớ. Như vậy ta còn có thể 
đẻ ra nhiều bài toán khác. 


ao 


Bây giờ ta chuyển qua "không gian". 
Muốn bát chước trường hợp "phẳng" để định 
nghĩa các khái niệm và các tính chất afn, 
ta phải hình dung ra các phép chiếu song 
song từ một không gian ba chiều này (P) 
sang một không gian ba chiều khác (P'), coi 
cả P và P' như cùng nằm trong một không 
gian bốn chiều (h.4). Chúng ta sống trong 
một không gian ba chiều nên cũng khó hình 
dung điều đó ; hình 4 cũng vẽ chơi thôi (cho 
bớt trừu tượng) nhưng vẽ đúng thế nào được. 
Nhưng các bạn cũng nên cố tưởng tượng cho 
quen, để chuẩn bị đi xa hơn nữa, đến với các 
không gian nhiều chiều. 


Tuy nhiên bước đầu yêu cầu như vậy có 
nhẽ cao quá chăng. Ta hãy tìm con đường 
khác : ta trở lại trường hợp "phẳng". Th cớ 
thể hình dung ra hai mặt phẳng P và P', ta 
dùng một phép chiếu song song nào đó từ P 
sang P' rồi lại dùng một phép chiếu song 
song thứ hai để từ P' trở về P. Như vậy, ba 
điểm A, H, CŒ' thẳng hàng trong P' và A', 
B, C) lại biến thành ba điểm A”, B"”, Œ” 
thẳng hàng trong P : ngoài ra 
ABIAC= A'B)JA'C và A'B|A TC = AB" JAUCP. 


Hình 4 

Vậy ngay trong bản thân mật phẳng P, 
ta có một phép biến hình giữ nguyên sự 
thẳng hàng của ba điểm và tỈ số đơn của ba 
điểm thẳng hàng. 

Trong mặt phẳng, ta sẽ gọi một phép biến 
hình một đối một (một song ánh) giữ nguyên 
sự thẳng hàng của ba điểm và tỉ số đơn của 
ba điểm thẳng hàng là một phép biến đổi 
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afn. Nếu trong một mặt phẳng có một hệ 
tọa độ thì mối liên hệ giữa tọa độ (x, y) của 
một điểm M với các tọa độ (z', y của ảnh 
Ä' trong một phép biến đổi afin sẽ có dạng 
(œ, ö, c, đ, e, ƒ) là các hệ số : 

#'=ax +by+c 

y'° =dx +ey +ƒ 

Ta sẽ không chứng minh nhưng bạn đọc 

có thể kiểm tra dễ dàng rằng nớ biến một 
đường thẳng thành một đường thẳng. Trong 
không gian những phép biến đổi có dạng : 


#' =ữx +öy + cz+d 

yì=ex+fy+yz+h 

z=kx+ ly+mz+n 
sẽ gọi là những phép biến đổi afin. Sự mở 
rộng ở đây là tự nhiên, không cẩn viện đến 
không gian bốn chiều. Bạn đọc có thể kiểm 
tra để thấy một phép biến đổi như vậy biến 
một mặt phẳng thành một mặt phẳng 
(phương trình dạng a+ + Ổy + yz + ổ = 0) do 
đó biến đường thẳng (coi như tương giao của 
hai mặt phẳng) thành đường thẳng. TÌ số 
đơn của ba điểm thẳng hàng cũng được giữ 
nguyên qua một phép biến đổi afin. 

Bây giờ ta hãy xét một mặt phẳng cắt ba 
trục tọa độ Óx, Oy, Óz ở M, N, P (h.5). Nếu 
‡ là một điểm của mặt phẳng cớ tọa độ là 
+ +, Z thì cũng giống như trường hợp 
"phẳng", ta sẽ có x/OM + y(ON + zÍiOP =¡ 
(phương trình mặt phẳng). Nếu ta biến đổi 
toàn bộ hình vẽ bằng một phép biến đổi afin 
thì tam diện Oxyz biến thành một tam diện 
O*>x3»2' (nới chung không có góc vuông vì 
"vuông" không phải là khái niệm añn) còn 
các tỈ số đơn được giữ nguyên : 

x/OM = OSIOM = O'S9/GM" 
yION = OTION = OT/GN" 
ziOP = OÙIOP = O'Ữ/ØTP" 

Vậy ta có : Cho một tam diện bết *ỳ 
O*xyz' uè một điểm R', qua R' có một mặt 
phẳng biến thiên cát O'x', O?y?, O'*2z' theo thứ 
tụ ở M, N, PL. Thế thì có cúc số 
œ = 0S”, = Ô”T" và y = Ở'Ữ, sao cho : 

aÍOM' + BO'N' + yi0?P = 1 

Muốn œ = Ð = y thì hình hộp 
O?S'T'U'V'W'Z' phải có các cạnh bằng nhau, 
nghĩa là cả sóéu một đều là hình thoi. 








Hình 5 


Đến đây xin mời các bạn tiếp tục để đi 
đến các bài toán khác trong [1]. Tôi xin tạm 
dừng bằng những nhấn mạnh sau đây : 

1) Lôi cốt của nội dung 10 bài toán trong 
[1] là phương trình đường thẳng và phương 
trình mặt phẳng. Như vậy là cùng một bản 
chất mà hình thức biểu hiện ra ngoài thật 
là phong phú. 


2) Trong các phép biến đổi, có những cái 
được giữ nguyên như qua các phép biến đổi 
afin thì "thẳng hàng", "đường thẳng", "tỈ số 
đơn", "hình bình hành" được giữ nguyên, 
trong lúc những cái khác như "vuông", "hình 
vuông", "chiều dài" thì thay đổi. Cái thông 
minh của loài người là khi nghiên cứu một 
bộ phận tính chất nào đó ẩn trong một hình 
thì đi tìm cho được những phép biến hình 
biết chắc là giữ nguyên bộ phận các tính chất 
muốn nghiên cứu nhưng thay đổi các tính 
chất khác. Khéo tìm thì ở hình mới (qua 
phép biến hình) các tính chất muốn nghiên 
cứu sẽ biện ra rõ rệt. VÍ dụ ở hình 3, thoạt 
nhìn khớ ai mà thấy được hệ thức (2), nhưng 
qua một phép biến đổi afin để trở về hình 
2, thì hệ thức (1) lại là một kiến thức cơ bản 
cơ trong sách giáo khoa. Đây là một tư tưởng 
"lớn" trong toán học hiện đại. 


41 








CHUNG QUANH CẬU CHUYỆN 
GIẢI MỘT PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 


Trước khi vào câu chuyện, tôi xin nhân 
ngày 8-8 chúc các em gái một năm học tiến 
bộ, tích cực tham gia các hoạt động của báo 
Toán học uờ Tuổi trẻ hơn nữa. Năm vừa qua 
các em tham gia còn ít quá. Tôi vẫn biết các 
em gái thường hay khiêm tốn, và thường 
cũng khá tự tí (nếu tôi không lầm). Các em 
đã đọc tiểu sử của nhà nữ toán học Xôphya 
Côvalepxcaia đăng ở báo Toán học và tuổi 
trẻ số 4 chưa ? Nếu chưa thì cẩn phải đọc. 
Sau khi đọc xong rồi thì quyết tâm tham gia 
tích cực vào các hoạt động của báo. Các em 
hẳn đồng ý với tôi. 

Bây giờ tôi xin đi vào câu chuyện. Các em 
ở trường đã biết giải thành thạo các phương 
trình bậc một và bậc hai rồi, bài "Số ảo ngư 
ngốc hay thông mỉnh" đăng ở số 1 và số 2, 
báo Toán học và Tuổi trẻ đã cho các em biết 
phương hướng giải một phương trình bậc ba. 
Tin tưởng rằng các bài báo trong mục "Nói 
chuyện với các bạn trẻ yêu toán" đã phần 
nào tác dụng tới việc học toán suy nghỉ về 
toán của các em, tôi xin phép hỏi các em 
điều này : sau khi đã biết phương hướng giải 
một phương trình bậc ba, có em nào đã lấy 
một phương trình bậc ba ra giải thử và đặt 
vấn đề tỉm hiểu (hoặc đọc sách, hoặc hỏi 
thầy) xem người ta giải một phương trình 
bậc bốn hoặc cao hơn bốn như thế nào 
không ? Nếu có em nào đã làm rồi, thì tôi 
xin bắt tay hoan nghênh em, đã cớ tính tò 
mò cần thiết về khoa học để trở thành một 
người giỏi toán. Trong khi giải một phương 
trình bậc hai, hẳn các em phải chú ý điểu 
này : các em trước hết phải tính biệt số khai 
căn của biệt số sau đó thực hiện các phép 
toán : cộng, trừ, nhân, chia, lũy thừa, khai 
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HOÀNG XUÂN SÍNH 


căn là đủ để giải một phương trình bậc hai. 
Đối với một phương trình bậc ba hay bậc bốn 
cũng như vậy. Nhưng với các phương trình 
bậc cao hơn bốn thì sao ? Các nhà toán học 
đã đặt ra câu hỏi : có thể giải bằng căn thức 
phương trình bậc năm trở lên không ? Tới 
đây, tôi xin ngừng lại một chút để hỏi các 
em điều này : có khi nào các em nghỉ rằng 
toán học với các định lí hắc búa và các bài 
toán làm các em đau đầu là sản phẩm thuần 
túy nảy sinh từ trí tưệ các nhà bác học mà 
hình ảnh là những ông cụ già râu dài, đeo 
kính trắng suốt ngày đóng cửa làm việc 
không liên hệ với thế giới bên ngoài ? - 
Không phải thế đâu. Toán học cũng như các 
khoa học khác phát sinh từ thực tiễn và quay 
lại thực tiễn phục vụ chúng ta một cách đác 
lực. Trong bài "§ố ảo ngu ngốc hay thông 
minh”, các em đã biết : số phức phát sinh từ 
thực tiễn giải phương trình, và sau đó công 
trạng của nó thật là hiển hách. Vấn đề, giải 
bằng căn thức phương trình bậc năm cũng 
vậy. Hồi đố các môn thiên văn và cơ học 
phát triển đòi hỏi giải quyết vấn đề tích 
phân một hàm số hữu tỈ và để giải quyết 
vấn để này thì phải biết tính nghiệm của 
một phương trình đại số. Như vậy, thực tiễn 
đã đòi hỏi phải giải quyết việc tìm nghiệm 
của một phương trỉnh đại số. Mặt khác, sau 
khi đã biết giải bàng căn thức các phương 
trình bậc ba và bốn rồi, con người đứng 
trước kết quả đó cũng như đứng trước bao 
kết quả khác đã không tự thôa mãn, luôn 
luôn với đầu óc sáng tạo của mình thúc đẩy 
khoa học tiến lên. Lớp người đi trước chúng 
ta đã mất không biết bao nhiêu công sức để 
tÌm xem có thể giải bằng căn thức phương 


trình bậc năm trở lên. Cuối cùng nhà toán 
học Aben (Na uy) và Galoa (Pháp) đã giải 
đáp được vấn đề : không thể giải được bằng 
căn thức các phương trình tổng quát bậc 
năm trở lên. Công trình của Galoa có ảnh 
hưởng lớn lao đến sự phát triển về sau này 
của đại số, đặc biệt đến sự phát sinh ra lí 
thuyết nhóm. 


Sơ lược câu chuyện giải bằng căn thức 
phương trình đại số là như vậy. Bây giờ 
chúng ta hãy quay về các bài toán trong nhà 
trường của chúng ta ; trên tỉnh thần đám 
nghỉ dám làm chúng ta thử xem rằng, với 
các kiến thức phổ thông, chúng ta có thể 
giải quyết được những vấn đề vượt ra ngoài 
khuôn khổ các bài toán hàng ngày của chúng 
ta không ? Các em cớ chú ý rằng các phương 
trình bậc hai mà các thẩy ra cho các em 
thường được dụng ý chọn với các hệ số 
nguyên hay hữu tỉ và với các nghiệm cũng 
nguyên hay hữu tỉ ? Đối với các phương 
trình bậc ba, mà các em thường giải bằng 
cách phân tích ra thành thừa số cũng vậy. 
Nói chung các phương trình ra cho các em 
thường là với hệ số hữu tỈ và có nghiệm hữu 
tỈ (các em thử nghĩ xem một số nguyên có 
phải là một số hữu tỉ không ?). Do đớ chúng 
ta có thể đặt vấn đề là tỉm nghiệm hữu tỉ 
của một phương trình với hệ số hữu tÌ. Nếu 
vấn đề được giải quyết thì nó sẽ phần nào 
giúp cho các em trong lúc làm bài. VÀ lại, 
trong thực tế cũng có nhiều bài toán chỉ đòi 
hỏi ta tìm nghiệm hữu tỉ. 

Ta xét bài toán tổng quát sau đây : tìm 
nghiệm hữu tỉ của phương trÌnh : 


=1 = 
œ„x" tay _ +” +.. tư tay =0, 


đ, hữu tỉ. 
Một số hữu tỉ là một số thế nào ? Bảo các 
œ, hữu tỉ, nghia là có thể viết các œ, đưới 


8. 
dạng — 5 trong đó các số a,, đ là nguyên và 


a. 
ở là mẫu số chung của các phân số - 


Thông thường khi các hệ số cùng chung 
một mẫu số các em làm thế nào ? Nhân hai 
vế của phương trình với d. 


~Tl+ + 


q„x” đa _ 


øg„=0 (3) 


(2) là một phương trình với hệ số nguyên. 
Thế là ta được một phương trình với hệ số 


đơn giản hơn, dễ nghiên cứu hơn. Muốn tìm 
các nghiệm hữu tỈ của (2) thì việc đầu tiên 
phải làm là nghiên cứu các tính chất của 
nghiệm, để trên cơ sở đó ta hướng về các số 
hữu tỈ có các tính chất đó mà K> xem cớ 


phải là nghiệm không. Giả sử Ặ là một 


nghiệm của (2), hơn nữa © là một phân số 
tối giản với g > 0. Th có : 
Đìn ĐynT—1 
¬ˆ®+ = . + 
% (Ạ) S.- () + % 
Việc đầu tiên ta thử quy đồng mẫu số 


a,ph+a, _ p"—Ìq+...+ aipg?~ l+u g"= 0 (3) 


Bây giờ ta thử vận dụng tất cả những 
hiểu biết của ta để nghiên cứu biểu thức ở 
vế trái của (3) xem sao, Ta thấy n số hạng 
đầu tiên chứa p. Hãy thử đặt p làm thừa số 
chung. 


=0. 


p(œ„ph~ 1+... 


hay p(œ„p”~1+ .. 


+ơng"T”Ù) + ø@? =0 
+ayg"— }) = cư đ". 


kết quả là gÌ ? p phải chia hết a ø*. Nhưng 
p đã nguyên tố với q rồi, do đó cũng nguyên 
tố với ợ”, nên p phải chia hết cho đ„ hay p 
là một ước của a,. Còn g thì thế nào. ? Cũng 
bằng nhận xét tương tự, ta đi tới kết luận q 
là một ước của ø„. Trong trường hợp đặc biệt 


= 1, thì q = 1, nghĩa là mọi nghiệm hữu 
ứ đều nguyên. 

Như vậy, muốn tÌm tất cả các nghiệm 
hữu tÍ của (2) ta chỉ việc tÌm tất cả các ước 
b của a„, tất cả các ước q của a„, và tổ hợp 


các ước đó lại thành các phân số_ rồi thử 


xem các số đó có nghiệm phương trình 
không. Đến đây có thể nơi bài toán giải 
quyết xong. Nhưng không hài lòng với kết 
quà tÌm ra, ta thử nghiên cứu thêm nữa, 
xem vấn đề có đơn giản hơn không. Như đã 
nhận xét ở trên nếu ø, = 1 thì mọi nghiệm 
hữu tỈ đều nguyên và như bà ta chỉ cần thử 
với các ước của ø_, Làm thế nào để có một 
phương trình với hệ số cao nhất bằng 1 ? cớ 
em cớ thể trả lời ngay : ta chia phắt hai vế 
của phương trình với c,. Nhưng như thế lại 
gặp một phương trình với hệ số không 
nguyên. Chia không được ta thử nhân xem 


sao. Nhân hai vế của (2) với ø"—1 ta được : 
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(g„+)” + a,_ J(gx}⁄Ð 1 +..+ 
+ Ai — “(@,2) + guơn~ 2 =0, 
Nếu ta đặt ø„x = y ta sẽ được phương trình 
3 ?ta„_—g T1 +..+aian” 2y+ œ ah l> 0 (4), 


(4) là một phương trình với hệ số nguyên 
và hệ số cao nhất bằng 1, do đó nếu (4) cớ 
nghiệm hữu tỈ thì nghiệm hữu tỈ át phải 
nguyên. Các nghiệm hữu tỉ của (2) sẽ ứng 
với các nghiệm của (4) chia cho ứ„. rốt quả 


thật là lạc quan. Ta không phải khai căn 
phiền phức, với phương trình bậc nào cũng 
áp dụng phương pháp được. Các em có hài 
lòng với kết quả tìm thấy không ? Khi người 
ta bảo các em ngồi thử tất cả các ước của 
#„ và bảo phải kiên nhẫn ngồi thử, các em 
có "an phận" như thế không, hay có phản 
ứng ? Nếu phản ứng của các em là sốt ruột 
thì không tốt, nhưng nếu phản ứng là tìm 
cách cải tiến rút bớt số lần thử đi thì hoan 
hô các em. Thật vậy, nếu ta không tìm cách 
cải tiến phương pháp đi thì trong nhiều 
trường hợp sẽ gay go vô cùng, chẳng hạn với 
ø„, = đ6 số ước đã lên tới 18. Chúng ta thử 
xem có thể rút bớt được số lần thử hay 
không. Với bất cứ số nguyên nào thì ta cũng 
có +1 là ước do đó việc đầu tiên là phải xét 
xem +1 cớ phải là nghiệm không. Việc làm 
này thì đễ dàng. Nếu ít nhất một trong các 
giá trị đó nghiệm phương trình, ta hãy chia 
đa thức của phương trÌnh (ta kí hiệu là #z)) 
cho z - 1 hoặc x + 1, như thế hạ được bậc 
của phương trình. Giả sử bây giờ ƒ(L) và ƒ(~l) 


TỪ CÔNG 


Trong phong trào thì đua phát huy sáng 
kiến, các bạn chắc biết nhiều công nhân tuổi 
nghề chưa là bao, tuổi đời còn Ít, nhưng đo 
suy nghỉ tÌm tòi đã cớ những sáng kiến tiết 
kiệm cho Nhà nước hàng vạn đồng. Tuổi trẻ 
nói chung có nhiều sáng tạo. Học toán cũng 
vậy các bạn ạ, chúng ta không phải chỉ học 
y như trong sách, hoặc chỉ làm những bài 
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khác không, tức +1 không phải là nghiệm 
của phương trình. Đối với các ước khác, ta 
có thử ngay xem có nghiệm phương trình 
như #1 không ? Nếu thử ngay thì chưa 
được cải tiến nào cả. Đối với +] ta thử 
ngay vÌ việc tÍnh toán đễ dàng, còn đối với 
các ước khác thì việc thử khá cổng kềnh. 
Cho nên, đối với các ước này ta phải cho 
chúng qua một lần thử thách, xem khả 
năng làm nghiệm của chúng có tăng thêm 
lên không, rồi mới thử. Ta căn cứ vào nhận 
xót sau đây : 


Nếu một số nguyên œ là nghiệm của (2) 


thÌ #4) = & - œ) q2) (q (+) là một đa thức 
với hệ số nguyên). Do đó các thương 








1 “1 
Ty =s0-Ấ=Đ = sp 
hoặc 
1 ¬Ï 
-đE1†= -sb ẤP - vn) 


phải là những số nguyên. 
Do đó ước số nào của #, mà không làm 


: #4) -U 
cho một trong hai tÌ số š-1szïiÊP 


nguyên thÌ ước số ấy không thể là nghiệm 
được. Sau lần chọn lọc này, số thử của chúng 
ta rút xuống. 

Các em thấy không ? chỉ cần với số kiến 
thức của các em, chúng ta đã giải quyết được 
một vấn đề khá thú vị. Từ giờ với một 
phương trình có hệ số hữu tỉ và bậc thế nào 
chăng nữa, các em cũng có khả năng tÌm 
được tất cả các nghiệm hữu tỈ của nd. 


THÚC VIET 


VŨ THANH NGA 
(Trường Phổ thông cấp 1H A Hà Nó) 


tập các thầy, cô ra hay lấy ở một quyển sách 
nào. Như thế chưa đủ, khi học đến một vấn 
đề nào đó, các bạn hãy suy nghĩ, tìm tòi, suy 
rộng ra xem vấn để này có liên quan gì đến 
các vấn đề khác và trên cơ sở liên quan đó 
ta có thể rút ra được những điều bổ ích 8ì vv... 

Cứ tập suy nghĩ như thế đi, các bạn sẽ 
thấy nhiều điểu mới lạ, tăng thêm trí suy 


luận, nâng cao nhận thức về tư duy trừu 
tượng, rèn luyện tốt kÍ năng ki xảo. Đó cũng 
là những bước đầu mà các bạn tập làm quen 
với sự tÌm tòi nghiên cứu sau này. 


Tôi lấy thí dụ nhỏ : 
1. Các bạn học công thức Viết rồi nhỉ : 


ồ 
S=zi†xzy=T—— 


P L 
Ni rx ” 


Từ đó các bạn đã khảo sát đấu các 
nghiệm của phương trình ax2 + ðx+c= 0 
theo dấu của ø, b, c. Trong vấn để này, nếu 
cố gắng suy nghĩ, hệ thống hóa vấn đề lại, 
các bạn sẽ rút ra được một quy tắc rất hay : 
"phương trình ax2 + bx + c = 0 nếu có 2 
nghiệm où nếu lần lượt đi từ các hệ số a, b, 
c ta nhận thấy có bao nhiêu lồn dổi dấu 
trong cóc hệ số đó thì có bấy nhiêu nghiệm 
số dương" (Quy tắc Đề-các đấy các bạn ạ). 
Các bạn biết quy tắc này, khỉ gặp một 
phương trình trùng phương như 
+! + 17x2 + 8 =0 chẳng hạn, các bạn sẽ kết 
luận ngay được vô nghiệm (vÌ phương trình 
phụ y?+l7y+8=0 nếu có nghiệm sẽ 
không có nghiệm dương). Hoặc trong một 
bài toán đố nào đó mà điều kiện của ẩn z 
phải đương, sau khi lập phương trÌnh, giả sử 
ta được : z2— 1@& + 39 = 0 các bạn cớ thể 
kết luận bài toán có 2 lời giải sau khi thấy 
A' = 2ð, v.v... 

2. Vẫn từ công thức Viét : trong sách giáo 
khoa có các loại bài tập như : #¡ VÀ #„ là 
nghiệm của phương trình ax2 + bx + c = 0. 
Hãy tính các biểu thức : 


=x 2 và KG) 
S, =zŸ + z2 và S„ = xj + x2 
theo ø, b, e". 


Dùng hàng dẳng thức đáng nhớ các bạn 
sẽ tính được : 


C2422 
52 =3[ + %2 


=Œ,+† zz) — 2x#~; 








b2 — 2z 
8;= An 
L2 
x3 3 
5% =#1 + #2 
= (ị †z;)Ÿ — mz;(xị + x2) 
_— —ð3 + 8abe 
a3 h 


Một vấn để mới đặt ra là đối với các biểu 
thức : 


=x4 + x4 
5,=x1+z¿ 


=xz5à x5 
5; =zxỊ tx2 


Sạ=z1 +42 


thì tính như thế nào ? vẫn dùng hàng đẳng 

thức ư ? hay tính bằng cách nào ? suy nghĩ 

tìm tòi các bạn sẽ thấy công thức : 
œS„+b5„_¡+cS, „=0 (D 


và nhờ công thức này các bạn sẽ lần lượt 
tính được S, rồi S„, S„,..., 6 


_ 
Tò mò hơn các bạn còn tính được : 


> 1 1 L) 
S=ziltz;l= + —=~— 
#\ *2 e 
1, 1 ð2—2%e 
S_.,=xz?+xz;?=—+—= 
cả K. 2x? x c2 7 
1L `2 
-3, -a3 1 1 -ð3#+ 8abc 
5_=xị 3+ z1 ==+—= 3 4 
.. e 


và thấy công thức (1) vẫn đúng khi ø là số 
nguyên âm. 


3. Vẫn từ công thức viét : 


eiœ 


5=zy†z;=~ 


e 
P=x#;== 


Nếu các bạn liên hệ giữa đại và hình các 
bạn sẽ thấy một vấn đề đặt ra là : Khi biết 
tổng và tích độ dài đại số của hai đoạn thẳng 
thì có thể dựng được các đoạn đó không ? 
Nếu dựng được, ta có thể giải phương trình 
bậc 2 bằng phương pháp hình học. Trong 
hỉnh học hệ thức ; 

ÓA + OB = 20M 
(M là trung điểm của AB) 





Cho ta tổng độ dài của hai đoạn thẳng : 


Công thức về phương tích của một điểm 
đối với một đường tròn (hoặc hệ thức lượng 
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trong tam giác vuông...) cho ta tích của 2 
đoạn thẳng. 

Dựa trên 2 điều nhận xét này các bạn sẽ 
dựng các đoạn đó. Bằng phương pháp hình 
học các bạn còn có thể biện luận phương 
trình bậc hai và dẫn tới : 

A = b2 ~ đạc 

A > 0 phương trình có hai nghiệm, 

A = 0 phương trình có 1 nghiệm kép, 

A < 0 phương trÌnh vô nghiệm. 


và cũng rút ra được quy tắc về dấu của 
nghiệm số phụ thuộc vào dấu của ø, 6, e như 


MỘT PHƯƠNG PHÁP 


Nhiều người thường cho rằng phải có 
kiến thức rộng mới sáng tạo được. Đành 
rằng có kiến thức rộng là một thuận lợi lớn 
cho việc suy nghỉ sáng tạo nhưng đó chưa 
phải là cái quyết định. Cái quyết định là 
nhiệt tình đối với cái mới, sự luôn luôn 
không bằng lòng với hiểu biết hiện cớ, ớc tò 
mò khoa học, sự chú ý rèn luyện những 
phương pháp suy nghỉ đúng đắn. Có những 
cái đó thì ở trình độ kiến thức nào cũng đã 
có thể suy nghĩ sáng tạo được. Trong bài báo 
ngắn ngủi này, tôi không đề cập toàn diện 
đến vấn đề mà chỉ giới hạn lại trong việc 
giới thiệu với các bạn, một phương pháp suy 
nghỉ sáng tạo. Phương pháp này có lẽ chẳng 
mới mẻ gì đối với nhiều bạn nhưng cớ điều 
là các bạn đó ít chú ý vận dụng, rèn luyện 
luôn cho thành nể nếp. 

Ta hãy lấy một tam giác vuông. Theo định 
lÍ Pitago, ta có a?=2+c2 (œ là cạnh 
huyền). Giả sử kiến thức của bạn chỉ mới có 
thế, bạn chưa biết gÌ về các hệ thức lượng 
trong một tam giác bất kì. Thế thỉ bạn có 
thể suy nghỉ gì về hệ thức øˆ = ö2 + c2 ? Bạn 
sẽ nghỉ ; chắc là đối với tam giác bất kÌ phải 
có một hệ thức tổng quát hơn hệ thức đó. 
Nó như thế nào, ta chưa biết nhưng ta biết 
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điều đã học trong sách giao khoa. Di nhiên 
bằng phương pháp hình học ta cũng cớ công 
thức Viết vÌ trên cơ sở của công thức đó mà 
ta suy ra cách giải phương trình bậc 2 bằng 
hình học. 

Đấy, từ một công thức Viết nếu chịu khớ 
đào sâu cũng thấy thêm được nhiều vấn đề 
mới, mà trên đây chỉ là một vài gợi ý nhỏ. 
Các bạn hãy dựa vào những hiểu biết của 
mình, suy nghỉ, tÌm tòi trong các bài đã học, 
đang học chắc chắn sẽ rút ra được nhiều điều 
bổ ích. 


SUY NGHĨ SÁNG TẠO 


NGUYÊN CẢNH TOÀN 


chấác rằng nó phải trở thành hệ thức 
a2 = b2 + c”, khi góc Á trở thành góc vuông. 
Từ đó bạn cớ thể phỏng đoán rằng hệ thức 
tổng quát cũng cổ chứa z2 ở một vế, 
b2 + c2 ở một vế kia và còn chứa thêm ở một 
vế nào đó một số hạng tuy chưa biết nhưng 
biết chắc rằng nó triệt tiêu khi .Â = 90. Cái 
øì triệu tiêu khi Á bằng 90° nhỉ ? Đến đây 
chắc bạn sẽ nghỉ như vậy và chắc bạn sẽ 
nghĩ trước hết đến cos4". Như vậy bạn đã 
có thể phỏng đoán rằng số hạng chưa biết 
chắc phải chứa cosA làm thừa số. Rồi bạn 
lại nghỉ thêm : hệ thức tổng quát nhất định 
phải đẳng cấp. Nó chứa a?, b2 + e2, Vậy số 
hạng chưa biết cũng phải bậc hai tức nó phải 
là một bội số của tích hai chiều dài nào đơ 
với cosA. 

Nếu bạn thường xuyên hay chú ý rằng 
trong các công thức toán học thường có một. 
sự nhịp nhàng, đối xứng giữa các phần tử 
đóng một vai trò như nhau. Ở đây ö và c 
đóng vai trò như nhau còn ø đóng một vai 
trò khác. Vậy hệ thức tổng quát phải đối 
xứng với ở và c (nghỉa là khi hoán vị 6 và c 


* Nếu thử với cos4 mà thất bại thì bạn sẽ nghĩ đến 
ctg4, sin2A v.v... 


lẫn nhau, hệ thức vẫn không đổi). Từ đó bạn 
có thể phỏng đoán thêm rằng, để giữ cho hệ 

_ thức được đối xứng đối với ö và e thì số hạng 
chưa biết phải là một bội số của : 


hoặc ø2 CosA 
hoặc bcCoBnA 
hoặc b'e°CoasA, 


trong đó ð', c° là hai đoạn thẳng cũng sẽ 
hoán vị lẫn nhau khi ta hoán vị ở và e. 


Vậy, hệ thức tổng quát chắc phải có một 
trong ba dạng sau đây : 


gỀ = b2 + c2 + Kd?cosA (q1) 


(2) 
g2 = b2 + c2 + Kb`c°cosA (3) 
Để xem đạng nào có thể đúng, ta thử áp 
dụng cả ba dạng vào một tam giác đặc biệt 
trong đó a = 0, Á = 0 và ö = c (tức là tam 
giác trong đó hai đỉnh B, C trùng nhau). 
Dạng (1) cho ta : 0 = 262 ; mà ö # 0 vậy 
ta biết ngay dạng (1) là sai. Dạng (2) cho ta 
0= 22 + Kb?. Vậy dạng (2) có thể dùng nếu 
ta lấy K = -2. Đến đây, bạn đã chắc chắn 
được một phần rằng hệ thức tổng quát là 
d2 =b2+c2— 2becosA. Để chắc chắn hơn, 
bạn hãy áp dụng nó vào một tam giác đặc 
biệt khác, chẳng hạn vào một tam giác đều 
(a=b=c và A4 = 609). Bạn có 


1 
a2 = q2 + a2 ~ 2a2 - s: Bạn thấy rằng hệ thức 


vẫn đúng. Bạn càng tin tưởng thêm và để 
cho chấc chắn, bạn bất tay vào chứng minh 
hệ thức œ2 = b2 + e2 — 2bcecosÂ mà bạn vừa 
phát hiện. Nếu được thì thế là bạn hoàn 
thành việc phát mỉnh. Nếu trong khi chứng 
mỉnh bạn thấy nó sai thì lúc đó bạn sẽ xét 
đến dạng (3). Trong ví dụ cụ thể này thì hệ 
thức ø2 = ð2 + e2 — 2becoaA là đúng. 


Biết được hệ thức ø2 = b2 + c2 — 9bccosA 
rồi, ta hãy tiến lên một bước nữa. Chắc bạn 
sẽ nghỉ : còn có loại tam giác nào tổng quát 
hơn "tam giác bất kÌ" nữa không ; Rõ ràng 
là không cớ. Vậy hướng mở rộng không phải 
là mở rộng vào tam giác. Th nghỉ đến một 
cái gì tổng quát hơn tam giác. Đớ là tử giác 
và ta coi tam giác như một tứ giác đặc biệt 
có một cạnh bằng không. Vấn đề đặt ra là 
tÌm một hệ thức lượng trong tứ giác mà hệ 


thức ø2= ö2 + e2 — 2bccosA4 là một trường 


a2 = b2 + c2 + KbccosA 


hợp đặc biệt khi một 
cạnh của tứ giác bằng 
không. 


Cho tứ giác ABCD 
(hình 1). Th đặt BC = 
a CD = b, AB =c 
AD = d. Tạ chưa biết 
hệ thức tổng quát 
nhưng biết rằng khi 





Hình 1 
ở = 0 thi hệ thức đó trở thành : 


g2 = b2 + c2 — 2bccosE 


= b?+c?— 2bccosG 

(vì lúc ở = 0, Ê = Ôi. 

T: chú ý rằng khi ở = 0 thì CA = CD = 
b, BD = BE = c. Vậy ta phông đoán rằng 
hệ thức tổng quát phải có một trong hai 
đạng sau đây : 

a2 + Kd2 = b2 + c2—2BE.CEcosE — (4) 

a2 + Kd? =b2+c?— 9BD.CAcoa3 — (B) 

Sở di ở đây ta thêm vào ở? (một bội số 
của đ?) để bảo đảm tính chất đẳng cấp (bậc 
hai) của hệ thức và để bảo đâm rằng khi 
đ = 0 thì số hạng Kd? mất đi. Ngoài ra, theo 
trực giác ta đoán rằng nếu là góc E thì hai 
chiều đài nhân với cosE phải là BE, CE còn 
nếu là góc G thì hai chiều dài nhân với cosŒ 
phải là 5D, CA. 

Để xem dạng nào có thể đúng, ta thử áp 
dụng cả hai dạng vào một tứ giác đặc biệt 
là hình vuông (a = bò =c =d,E=œ,G= 
909). Dạng (1) cho ta : 

g2 + Ka2 = a2 + œ2 — œ. 

Vậy ta thấy ngay dạng (1) là sai, 

Dạng (2) cho ta : 

g2 + Ka? = q2 + a2, 

Vậy dạng (2) có thể đúng nếu ta thay  = 1, 
Để chắc chắn hơn,tahãy @  „ ? 
áp dụng nó vào một tứ giác 
đặc biệt khác, ví dụ vào một 
hỉnh chữ nhật trong đó góc 


^ 5 
Ở đối diện với cạnh BC bàng “| /Ô 

60° (hình 2). Ta có : ø = đ, J/À 
b =c =ø\8, BD = AC = 24. „_—.\„ 


Đem áp dụng hệ thức mà ta 
phỏng đoán, ta được : 


Hình 2 
d2 + gề = 802 + 8a2 — 2.442 .2 
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Ta thấy đúng. Vậy ta càng thêm tin tưởng 
rằng hệ thức tổng quát phải là : 


02 + đ? = b2 + e2 — SBD.. CAcosG 
trong đó G là góc đối điện với cạnh ø. Để 
cho chấc chắn, ta phải chứng minh hệ thức 
đó. Bạn đọc thử tự chứng minh lấy. 

Phương pháp suy nghỉ mà tôi vận dụng 
trên đây là sự tổng hợp của hai phương 
pháp : "đi £ừ cái riêng đến cói chung" và "đi 
từ cới chung đến cới riêng" kết hợp thêm với 
một số nhận xét về tính đẳng cấp, tính đối 
xứng v.v... của các hệ thức lượng : 


Ta đã xuất phát từ một hệ thức đặc biệt. 
Ta nghĩ rằng nớ phải là một trường hợp đặc 
biệt của một hệ thức tổng quát hơn (mà ta 
chưa biết). Ta cớ thể phỏng đoán ra hệ thức 
tổng quát này bằng cách suy luận rằng hệ 
thức tổng quát đó phải trỏ thành hệ thức 
đặc biệt khi một yếu tố nào đó lấy một giá 
trị đặc biệt xác định (ví dụ một góc nào đớ 
lấy giá trị 909), Ngoài ra ta vận dụng thêm 
một số tiêu chuẩn khác (Ví dụ tính đẳng 
cấp v.v...). Để bớt mò mắm trong quá trỉnh 
phỏng đoán, giữa đường ta lại áp dụng 
những hệ thức đã phỏng đoán vào một số 


trường hợp đặc biệt để cớ thể loại ngay 
những hệ thức phỏng đoán sai và để làm cho 
chính xác thêm những hệ thức phỏng đoán 
đúng (trong ví dụ trên, ta đã dùng cách 
này hai lần, mỗi lần như vậy ta đều loại 
ngay được một hệ thức phỏng đoán sai và 
đều xác định ngay được hệ số K). Phương 
pháp "đi £ừ cái riêng đến cói chung" còn 
gọi là phương pháp "&J4¿ quát hóa" và phương 
pháp "đi £ừ cái chung đến cới riêng" còn 
goi là phương pháp "đặc biệt! hóa", Qua ví 
dụ trên, ta thấy rằng chịu khớ vận dụng 
các phương pháp đó thì có thể học "một" 
biết "mười" (từ hệ thức œ2 = ð2 + c2 chúng 
ta có thể tự mình nghĩ ra hai hệ thức tổng 
quát hơn là ø? = ¿2 + ¿2 — 20ssog4 § 


d2+d2=~ð2+c2— 2BD. CA cosG, nếu kể về 
số lượng thì là học "một" biết "mười" cũng 
không ngoa vÌ một công thức tổng quát có 
giá trị rất lớn so với một công thức đặc biệt), 

Để kết thúc, tôi xin đề ra để các bạn đọc 
tÌm một hệ thức tổng quát hơn hệ thức sau 
đây : "trong một hình bình hành, tổng bình 
phương của bốn cạnh bùng tổng bình 
phương hai đường chéo" (nếu không ai tìm 
ra, sẽ có giải đáp sau). 


CÂU CHUYÊỆN RIÊNG CHUNG 


Câu chuyên "riêng chung" tôi muốn nơi 
với các bạn trẻ yêu toán hôm nay tiếp tục 
câu chuyện nói với các bạn trong số báo 
trước. Nó xoay quanh một phương pháp 
suy luận thường gặp trong việc nghiên cứu 
toán học. Nội dưng của nó là : đi / trường 
hợp riêng dến trường hợp chung, lấy trường 
hợp riêng soi sóng cho trường hợp chung uờ 
Uận dụng trường hợp riêng để giải quyết 
trường hợp chung, 

Xin bắt đầu bằng một thí dụ cụ thể. Với 
các kiến thức về hình học lớp 6, có thể để 
ra bài toán sau : 


Chúng mình rằng tổng số các khoảng 
cách từ bốt kì điểm nào của một tam giác 
đều tới các cạnh của nó là không đối, 
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NGÔ THÚC LANH 


Bài toán này không phải là đễ. Cái khó 
khăn thứ nhất của nớ là đầu bài không nói rõ 
tổng số các khoảng cách đơ là gì. Để giải quyết 
khớ khăn này, ta hãy lấy một trường hợp 
riêng để soi sáng cho trường hợp chung. Nếu 
như tổng số các khoảng cách từ bất kì điểm 
nào của tam giác đều tới các cạnh của nớ là 
không đổi, thì nơi riêng, khi điểm đã cho 
trùng với một đỉnh, tổng đó cũng không đổi. 
VÌ một đỉnh là giao điểm của hai cạnh nên 
khoảng cách từ một đỉnh tới hai cạnh đi qua 
nó bằng không, và vì vậy tổng các khoảng 
cách nói trên, rút lại, bằng khoảng cách từ 
đỉnh xuống cạnh đối điện, tức là bằng đường 





{1) Xem bài : “một phương pháp suy nghĩ Sáng tạo" của 
Nguyễn Cảnh Toàn, THTT số 10 (7 - 1965). 


cao của tam giác đều. Như vậy là ta đã đoán 
được giá trị của tổng các khoảng cách từ một 
điểm bất kỳ của tam giác đều tới các cạnh 
của nớ. Vấn đề đặt ra bây giờ lại là : 

Chứng mình ràng tổng số các khoảng 
cách từ bất kì điểm nào của một tam giác 
đều tới các cạnh của nó băng đường cao của 
tam giác ấy. 

Cái khó khăn thứ hai lại xuất hiện : làm 
thế nào liên hệ được tổng số các khoảng cách 
tới ba cạnh với đường cao ? để giải quyết 
khó khăn này ta lại vận dụng một trường hợp 
riêng để soi sáng cho trường hợp chung. Nếu 
như trong trường hợp trên ta đã lấy điểm 
đã cho trùng với một đỉnh, thì bây giờ ta hãy 
lấy nó trên một cạnh. Điều này cũng là tự 
nhiên, vì nếu một điểm nằm trên một cạnh 
thì khoảng cách của nó tới cạnh ấy bằng 
không, vì do đó ta chỉ còn phải xử lý hai 
khoảng cách tới hai cạnh kia mà thôi. 
Trường hợp này có phức tạp hơn trường hợp 
trên nhưng cũng còn đơn giản hơn trường 
hợp tổng quát của bài toán. Th hãy xét trường 
hợp này. Từ M ta kẻ MI L AB, MK L BC, 
rồi vạch đường cao AH. Mặt khác vạch từ M 
đường ML // BC. Rö tàng ta có AN = Mĩ 
(đường cao của một tam giác đều), và H = MK 
(đoạn thẳng song song chấn bởi hai đường 
song song), Từ đó MI + MK = AN +NH = AH 
(hình 1). Bây giờ ta đã được chuẩn bị đẩy 
đủ để bước vào chứng minh trường hợp tổng 
quát. Điều này xuất hiện một cách hiển 
nhiên trên hình vẽ (hình 2), nhờ một đường 
song song vạch từ M với cạnh BC. Th có 
MT + Mỹ = AN (trường hợp trên) và MK = NH. 





Từ đó : 


MI + MJ + MK = AN + NH = AH . 

Như vậy là ta đã uện dụng được một 
trường hợn riêng để giải quyết trường hợp 
chung. 

Bay giờ ta hãy đặt vấn để giải một bài 
toán tương tự trong hình học không gian 
(lớp 9}. Đây cũng từ một ví dụ về việc đi £ừ 
riêng tới chung. 


4+-TCTH 


Gái gì tương tự với "tam giác đều" trong 
không gian ? Ài cũng thấy ngay rằng đó là 
một tứ diện đều. Vậy ta hãy đặt vấn đề : 

Chúng mình rồng tổng các khoảng cách 
từ một điểm của một tứ diện đều tới bốn một 
của nó bằng đường cøo của tứ diện. 

Bài toán này cũng không phải là dễ. Tuy 
nhiên, nếu ta phân tích kỉ cách giải của bài 
toán trên, thì ta sẽ có thể thấy được phương 
hướng để giải bài toán này. Thật vậy, để giải 
bài toán trên trong trường hợp tổng quát 
nhất, ta đã vạch từ điểm đã cho một đường 
song song với một cạnh để đưa trường hợp 
tổng quát về trường hợp riêng trong đó điểm 
đã cho nằm trên một cạnh của tam giác đều 
APQ. Điều này gời ý cho ta trước hết đưa 
trường hợp tổng quát A 
trong bài toán mới về 
trường hợp riêng trong 
đó điểm đã cho nằm trên 
một mặt của một tứ diện ð 
đều mà ta sẽ dựng được 
bằng cách vạch từ điểm 
đã cho một mặt phẳng 
song song với một mặt 
nào đó của tứ diện chẳng hạn mặt phẳng 
IKL song song với mặt BCD (hình 3). 

Vì MN = EH nên rõ ràng vấn đề còn lại là : 

Chúng mùừnh rồng tổng các khoảng cách 
từ một diểm trên một mặt của một tứ diện 
đều tới bqœ mặt kía của tú diện đó bằng 
đường cao của tứ diện ấy. 

Lại khai thác điều gợi ý trên đây, để giải 
bài toán này ta sẽ tìm cách đưa về trường 
hợp riêng trong đó điểm M đã cho nằm trên 
một cđ?h của một tứ diện ¿ 
đều mà ta sẽ dựng được 
bằng cách vạch từ điểm đã 
cho một mặt phẳng song 
song với một trong các 
mặt còn lại của tứ diện, 
chẳng hạn mặt phẳng RS7 
song song với mặt AïK vì 
MM' = GLU (hình 4). 

Chúng mình rồng tổng cóc khoảng cách 
từ một điểm trên một cạnh của một tủ diện 
đều túi hai một của tứ diện không di qua 
cạnh đó bằng đường cœo của tú diện. 

Khai thác một lần nữa điều gợi ý trên 
kia, để giải bài toán mới này ta sẽ tÌm cách 
đưa về trường hợp riêng trong đó điểm M 






e 
Hình 3 


Mình 4 
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đã cho nằm trên một 
đỉnh của một tứ diện đều 
mà ta sẽ dựng nên bằng 
cách vạch từ điểm đó 
một mặt phẳng song 
song với một trong hai 
mặt của tứ diện không đi 
qua cạnh chứa điểm đã 
cho, chẳng hạn mặt phẳng VX song song 
với mặt PLT vì XX' = FS' (hình ð) nên rõ 
ràng vấn đề còn lại là : 

Nhận xét rằng khoảng cách từ một đỉnh 
của một tú diện đều tới một đối diện bằng 
đường cœo của tứ diện ấy. 

Các bạn thấy không ? trong toàn bộ lí 
luận trên đây ta đã lần lượt đi từ chung tới 
riêng, từ một trường hợp tổng quát hơn đến 
một trường hợp đặc biệt bơn, đến khi xuất 
hiện một trường hợp hiển nhiên. Một lần 
nữa ta đã vận dụng được các trường hợp 
riêng để giải quyết trường hợp chung. 

* 





Hình % 


* * 


Ngoài cách giải trên đây ta còn có thể áp 
dụng trực tiếp kết quả của bài toán phẳng 
để giải bài toán không gian. Điều này có thể 
tiến hành như sau : 

Trước hết ta đưa trường hợp tổng quát 
về trường hợp điểm đã cho nằm trong một 
mặt của tứ diện. 

Vấn đề còn lại là chứng minh rằng tổng 
các khoảng cách từ một điểm trên một mặt 
của một tứ diện đều tới ba mặt kia của tứ 
điện bằng đường cao của Ẩ 
tứ diện ấy. 

Giả sử đã cho tứ diện đều 
AIKL và 1 điểm ẤM trên 
mặt IKXL (hình 6). gọi AP, 

MQ, MR là các khoảng 


F¿ : ¿ 
P v. LÒ 
cách của nó tới các mặt v4 


AIK, AKL và ALI. Hình 6 


Trong mặt phẳng A?K chẳng hạn, ta kẻ 
PP` L IK. Theo định lí ba đường vuông góc, 
ta nhận thấy rằng MP' 1 1Ẩ. Vậy góc PPM 
là một góc phẳng của một nhị diện của tứ 
điện đã cho. Gọi nớ là ø thì ta có : 


MP = MP'` sina 
1Q = MQ' sinaz 
MT = MR' sina 
Từ đó 
MP+ MQ+ MR = (MP'+ MQ'+ MP. sinx 
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Nhưng vì MP”, MQ' và MR' là các khoảng 
cách từ điểm Xí tới ba cạnh của tam giác 
đều IKL nên tổng của chúng bằng đường cao 
của tam giác đó. Mạt khác vì tứ điện là đều 
nên tất cả các mặt của nó là những tam giác 
đều bằng nhau. Do đớ nếu ta xét tam giác 
vuông AHA' (AH đường cao của tứ diện đều, 
AA' đường cao của một mặt) trong đớ rõ 
ràng AAH => ø thì ta có AH = AAsinơ 

Và như vậy là : 

MP + MQ + MR = (MP' + MQ' + MR) sina 

AH = AA' sinaz 

Ỏ đây một lần nữa ta lại vận dụng được 
các trường hợp riêng để giải quyết trường 
hợp chung. 

Qua mấy ví dụ trên đây tôi muốn lưu ý 
các bạn trẻ yêu toán mấy điểm sau : 

1) Đứng trước một vấn để phải giải quyết, 
trước hết cần hỉnh dung nội dung của vấn đề 
ấy càng rõ ràng cụ thể càng tốt. Muốn thế, 
một phương pháp thường dùng là xét vấn đề 
đó trong những trường hợp riêng của nó. Đớ 
tức là iấy cới riêng soi sáng cho cái chung. 

2) Để giải quyết vấn đề đã đặt ra, cần phân 
tích nội dung của vấn để ấy, biến đổi nơ 
thành những vấn để khác đơn giản sao cho 
giải quyết các vấn đề này thì sẽ giải quyết 
được vấn đề tổng quát đã đặt ra. Đó tức là 
uận dụng uái riêng để giải quyết cái chưng. 

3) Cuối cùng xin nhấc lại một lời khuyên 
đã nhiều lần nơi tới là không bao giờ được 
thỏa mãn với một lời giải đã tìm được. Cần 
có ý thức thường trực ci tiến lời giải đó. Và 
nếu sau khi suy nghỉ thấy khó có thể cải tiến 
thêm được nữa thì cũng chớ nên dừng lại ở 
đây. Cần tự đặt câu hỏi : có thể mở rộng lời 
giải đã tÌm được hoặc để xuất ra một bài toán 
nào tổng quát hơn không ? Mặt khác, khi đã 
tìm được lời giải tổng quát rồi, nên tự đặt ra 
các câu hỏi : cớ trường hợp riêng nào lí thú 
cần nghiên cứu sâu không ? Đó tức là đi ¿ừ 
cái riêng đến cúi chung uù ngược lại. 

Để giúp các bạn suy nghỉ theo phương 
hướng ấy tôi xin giới thiệu một bài toán đã 
ra trong sách giáo khoa hình học lớp 9°, 
mà nội dung là một sự mở rộng của bài toán 
đã trình bày trên : chứng mình rồng tổng 
các khoảng cách từ một diễm của một da 
diện đầu tói cúc một của nó là không đổi. 

Tới dây xin tạm dừng câu chuyện "riêng 
chung" chúc các bạn đạt được nhiều thành 
công trong học tập. 


(*) tướng đương lớp 11 CCGD 





DIỆN TÍCH CỦA CÁC MẶT TRÒN XOAY 


(Một phương pháp tìm diện tích các mặt tròn xoay 
trong chương trình hình học phổ thông) 


1. Khái niệm về diện tích các mặt 

Để định nghỉa diện tích của mặt cho ở 
dưới đây được tự nhiên, trước hết ta hãy xét 
một bài toán thực tế. Chúng ta hãy hình 
dung một thùng phuy và một tấm sắt tây 
hình vuông, mỗi cạnh dài 1 mét. Mặt xung 
quanh của thùng phuy không phải có dạng 
đơn giản là mặt trụ tròn xoay mà có dạng 
một mặt ren trụ (mặt đính ốc trụ tròn xoay). 
Cà thùng phuy và tấm sắt tây đều đã rỉ, mà 
người ta thỉ muốn dùng thùng phuy để chứa 
nước ăn, còn tấm sắt tây để đậy một bể hình 
hộp chữ nhật cũng chứa nước ăn có mặt bể 
(đáy trên) hình vuông kích thước 1m x 1m. 
Người ta đem sơn cả thùng phuy và tấm sắt 
tây đó ; giả sử người ta sơn một mặt của 
tấm sắt tây và sơn mặt trong của thùng 
phuy. Tất nhiên sau khi sơn xong và phơi 
khô, chúng đều trở thành những vật có Ích 
như người ta mong muốn. Nếu sơn cái thùng 
phuy tốn ơ, lít sơn, sơn tấm sắt tây tốn 0; 
lít sơn và giả sử quét sơn đều như nhau (có 
nghĩa là bề dày lớp sơn, phết trên tấm sắt 
tây cũng như lên mặt trong của thùng phuy 
là bằng nhau) thì, dễ hiểu, đương nhiên 
người ta nghỉ đến việc so sánh điện tích (bể 
mặt) của thùng phuy hình ren trụ và diện 
tích tấm sắt tây hình vuông : Một cách tự 
nhiên, người ta sẽ nghĩ rằng diện tích của 
thùng phuy gấp 0; /u; lần diện tích của tấm 
sắt tây. Đại lượng 01D; đặc trưng cho đại 
lượng diện tích của mặt xung quanh thùng 
phuy (mặt ren trụ tròn) so sánh với đơn vị 
diện tích phẳng là 1m2. Lượng sơn cẩn để sơn 
mặt tấm sắt tây, rõ ràng bằng thể tích của 
một hình hộp chữ nhật có đáy là một hình 
vuông 1m x Im và chiều cao đ bằng bể dày 
của lớp sơn phủ trên tấm sắt đó. Do đó để 
xác định điện tích cần sơn của mặt thùng 


NGUYÊN ĐĂNG PHẤT 


phuy hình ren trụ đó, lẽ tất nhiên cũng dễ 
hiểu người ta sẽ nghĩ đến đại lượng ø) /đ (vì 


diện tích của tấm sắt tây đã bằng 0„/đ ). 


Trên cơ sở đó, bây giờ ta chuyển sang 
định nghĩa hình học của khái niệm điện tích 
các mặt cong. 

a) Định nghĩa diện tích của mặt cong. 

Định nghĩa A. Giả sử F là một mặt đã 
cho. Ta dựng một vật thể (hình học) là F„ 
gồm tất cả các điểm không gian, sao cho mỗi 
điểm đó, ta có thế tìm được một điểm của 
mặt #' cách nó một khoảng, không lớn hơn 
đ. Gọi V, (d, F; đ) là thể tích của vật thể Đụ: 
Ta gọi là điện tích của mặt F, giói hạn của 
tỉ số V (d, F đd) ¡9d khi d — 0, nghĩa là, 
nếu gọi 8 là điện tích của mặt Z, thì : 

S = lim V(đ,E, đ)/2d 
d0 

~ Tù cớ thể hình dung một cách trực quan 
vật thể tụ là một vật thể như sau : Mặt 
là vỏ của một cái thùng (hộp hay chậu) 
không nào đó, làm bằng tôn hay sắt tây ; 
bây giờ người ta đem sơn cái thùng đó, quét 
đều sơn cả phía trong và phía ngoài của thùng 
một lớp sơn có bể dầy là đ đơn vị dài ; ở 
đây, đóng vai trò vật thể tụ là lớp sơn dày 2# 
(đơn vị đài) phủ cả phía trong và phía ngoài 
của thùng. 

~ Định nghĩa diện tích của mặt cong nêu 
trên đây là định nghia theo Min-côp-ski. 

- Trong trường hợp Ƒ là một mặt (lồi) 
kín, nghĩa là mặt của một vật thể hình học 
nào đó, để đơn giản cho việc tính toán, ta 
có thể thay định nghĩa A ở trên bằng định 
nghĩa B sau đây, tương đương với nó mà việc 
chứng minh sự tương đương giữa hai định 
nghiỉa đó không có gì khó khăn lắm (2). 

Định nghĩa B. Già sử F là một mặt kín 
đã cho. Ta dựng vật thể Ƒ, gồm tất cả các 


ð1 


q) 


điểm của không gian ở về phía trong(°) 
(hoặc phía ngoài) của mặt đó, sao cho với 
mỗi điểm đơ, ta có thể tìm được một điểm 
của mặt F, cách nó một khoảng không lớn 
hơn ở. Gọi V(d,E) (hoặc V(Fđ)(**)) là thể tích 
của vật thể *ạ. Th gọi là điện tích của mặt 
E, giới hạn của tỉ số V(d, F)/d (hoặc V(F.d)/d) 
khi d — 0 nghĩa là : 
S=lim V(,E) !d 

d0 
8 = lim VŒ,đ)/đ). 

d0 

~ Lê đương nhiên, định nghỉa PB chỉ áp 
dụng đối với những mặt kín. Ngoài việc 
chứng minh hai định nghĩa trên về điện tích 
các mặt cong (kín) tương đương với nhau, 
ta cũng có thể chứng minh được các tính 
chất sau đây của diện tích các mặt cong : 
Hai mặt (không phân biệt kín hay hở) bằng 
nhau thÌ cớ diện tích bằng nhau ; nếu một 
mặt #' được chia thành hai phần #ì và F, 
thì diện tích của cả mặt bằng tổng các điện 
tích các phần của nớ. 


- Định nghĩa B của diện tích các mặt 
cong kín vừa nêu ở trên, cũng như cách tÌm 
diện tích một số mặt tròn xoay gặp trong 
giáo trình hình học phổ thông sẽ trình bày 
sau đây là của tác giả bài báo này. 


b) Cơ thể chứng minh rằng đối với những 
mặt lồi đơn giản, như mặt xung quanh (hay 
mặt toàn phần) của hÌnh lãng trụ và hình 
chớp (một cách tổng quát là mặt của khối 
đa diện) cách định nghĩa A và B vừa cho đưa 
về đúng với nghĩa trước đây của diện tích 
xung quanh hay diện tích toàn phần (của 
mặt đa diện) của các hình đó mà ta đã định 
nghĩa là tổng diện tích các mặt bên hay tổng 
diện tích tất cả các mặt của nó. Lấy hình 
hộp chữ nhật làm thí dụ. Giả sử hình hộp 
chữ nhật có các kích thước là ø, b và c. Ta 
hãy tÌm diện tích toàn phần của hình hộp 
đó. Gọi là mặt bình hộp đã cho, vật thể 
#¿ nói trong định nghỉa của diện tích mặt 
kín có hình khung kín là một lớp có bể dày 
d, gồm giữa mặt của hai hình hộp chữ nhật 
cùng tâm và cùng mặt phẳng đối xứng : hình 
hộp đã cho có các kích thước là ø, b, e và 
hình hộp có các kích thước là 
œ-2d,b—2d,c— 2d. Hình 1 biểu điến. 
một thiết điện song song với đáy ø x b của 


(hoặc (2) 
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nó. Thể tích của vật thể hình khung đó bằng 
hiệu các thể tích của hai hình hộp chữ nhật, 
nghĩa là : 





Hình 1 
V(d, F) = abe— (ø— 2đ)(b — 221)(e — 2d) = 


= 2(ab+ bc + ca)d~— (a+ b + e)d2 + 8d3 
và : 
V(d, F) /d = [2(ab + be + ca) d — 
— 4(a +b +c)d2 + 8đ?]/d= 


= 2(ab +ôc + cø) — 4 (œ + b + e) d + 8đ2. 
Khi d —+ 0, tÌ số V(d,F)/d tiến tới giới hạn 
S= 2 (8ð + be + ca) , giới hạn này đúng bằng 
tổng diện tích tất cả sáu mặt của hình hộp 
chữ nhật. 


2. Diện tích của mặt cầu và của các 
bộ phận của nó 
Định l{ 1. Diện tích chỏm cầu hay đới cầu 
bằng độ dài đường tròn lớn nhân với chiều 
cao của chỏm cẩu hay đới cẩu ấy, nghĩa là 
diện tích của chỏm cẩu (hay đới cẩu) bán 
kính # và chiều cao » bằng 
§ (chỏm cầu) = 2x 
đới cầu 
Chứng minh. Đề có thể dùng định nghĩa 
B của diện tích mặt kín vào việc tính diện 
tích của chỏm cầu (hay đới cầu), trước hết 
ta hãy tÌm diện tích toàn phần Š của khối 
chỏm cẩu bằng cách phụ thêm vào mặt chỏm 
cầu (một mặt cong không kín) mặt đáy của 
nó cho thành một mặt kín F' (mặt chỏm cầu 
toàn phần). Vật thể #, mà ta phải dựng, nói 


(3) 


(1) Ta tưởng tượng (cố nhiên chỉ là giả thiết) bề dày 
của vó thùng không đáng kể. 

(2) Bạn đọc có thể chứng mình được sự tương đương 
giữa hai định nghĩa A và B cùng hai tính chất nêu ở dưới 
của diện tích mặt cong ; vì khuôn khổ bài báo, ở đây ta tạm 
thừa nhận điều đó. 

(Ù) Những điểm thuộc phía trong của mặt kín F là những 
điểm trong của vệt thể nhận F làm biến của nó. 

(Ủ) Kí hiệu V(A, F) hoặc V{F, d) tùy theo ta dựng vật 
thể Ea ở trong hay ngoài mặt kingF. 


trong định nghĩa Ö của diện tích mặt kín, 
có thể gọi là hình "vành khăn chỏm cẩu" cớ 
bề dày ở, gồm giữa hai mặt chỏm cầu toàn 
phần, đồng tâm : mặt chỏm cầu bán kính #, 
chiều cao h đã cho, và mặt chôm cầu bán 
kính # - đ, chiểu cao h = 2d. Hình 2 biểu 
diễn một thiết diện qua tâm của hình "vành 
khăn chỏm cầu" #, đó. Thể tích V(d,F) của 
hình vành khăn chỏm cầu #_ bằng hiệu thể 
tích hai khối chỏm cầu, nghĩa là theo công 
thức thể tích chỏm cẩu thì : 


1TR 





V(d, F) = x h2 (“-§) — z(h — 2đ) x 


hb—2d 

| 

Sau khi tính toán và rút gọn ta được 
V(d,) = 


x[Œ-4~- 


h+d 


_TE] lê 


=xd [>z4R~ — 4Rd + 5 42] 





=x [5+ 4œ ~#(R~ 


3 
Do đó : 
V(d, F) ld= xh(AR — h)— 4nd(R — dỊ3) . 
S, = lim V(d, F)/d = h (4R — h) = 
á—>0 
= 2zRh +xh (3R — h) . 
Nhưng lại có : z h (2 — h) = z r2 là điện 
tích đáy của khối chỏm cầu. Từ đó suy ra 


công thức (3) cần tÌm của diện tích chỏm 
cầu : 


S (chỏm cầu) = §„—zr?=2xRh. 


Trường hợp đới cầu (hay là cầu phân hai 
đáy), muốn tÌm diện tích của nơ, ta lấy hiệu 
diện tích của hai chỏm cầu, cuối cùng cũng 
đi đến công thức (3). 

Hệ quả 1. Diện tích chỏm cầu hay đới cầu 
bằng ba lần thể tích hình quạt cầu tương 
ứng chia cho bán kính hình cầu. 


Thật vậy, ta có : 


2xPh = 80/8) x R2 hỤR . 

Hệ quả 2. Diện tích mặt cầu bằng độ dài 
đường tròn lớn của nó nhân với đường kính, 
hoặc bằng 4 lần diện tích của hình tròn lớn : 
§ (cầu) = 4x2. 

Hệ quả 3. Diện tích mặt cầu bằng ba lần 
thể tích hình cầu chia cho bán kính hình cẩu. 


Thật vậy, ta có 4z R2 = 3 [(4/3) R°|/R . 

Chú thích : Để tìm diện tích mặt cẩu, ta 
có thể tính trực tiếp bằng cách sử dụng định 
nghỉa A hoặc định nghĩa B. Chứng minh rất 
nhanh gọn và vô cùng đơn giản, đề nghị bạn 
đọc hãy thử nghiệm lại, tự mình tÌm lại công 
thức diện tích mặt cẩu. 

3. Diện tích xung quanh của hình 
trụ, hình nón và hÌnh nón cụt 

Định lí 2. Diện tích xung quanh của hình 
nón cụt bằng nửa tổng các chu vi đáy nhân 
với đường sinh. Nếu các bán kính đáy là RE, 
+#' và đường sinh cơ độ dài là / thì diện tích 
xung quanh của hình nón cụt bằng 

S=z(R+RÐ1 (4) 

Chúng minh. Trước hết ta hãy tìm diện 
tích toàn phần Š, của nớ bằng cách phụ 
thêm vào mặt xung quanh các mặt đáy cho 
thành một mặt kín F (nghia là mặt toàn 
phần của hình nón cụt). Vật thể F mà ta 
phải dựng, nói trong định nghĩa B của diện 
tích mặt kín, có bề dày ở, gồm giữa hai mặt 
nón cụt toàn phần, đồng trục : mặt toàn 
phần của hình nón cụt có bán kính đáy #, 
#', chiều cao # đã cho, và mặt toàn phần 
của hình nớn cụt nhỏ dựng ở bên trong hình 
nón cụt đã cho, có khoảng cách đến mặt nón 
cụt đã cho là ở, bán kính hai đáy là 
R,, R`, và chiều cao là h` = h ~ 2d. Hình 3 


biểu diễn một thiết diện qua trục của vật 
thể F, đó. Nếu gọi ø là góc giữa các đường 
sinh với các mặt phẳng đáy của hình nón 
cụt, từ hình 3 dễ dàng tính được các bán 
kính đáy theo thứ tự lớn và nhỏ #,, `, của 


hình nón cụt nhỏ mới đựng : 
Rịạ=R~dP, và R?,=? dt — () 
trong đó ta đã đặt ; tg(@/2) = £ và 


cotg(/2) = £' (= 1/) (0 <  < 909). Sau 
khi tính toán và rút gọn, ta được 
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8, = lim V(đ, #) /d = 
đ~o 


= (1/8) xh [E + 2) + R“ + 90] + 
+ (2/3) x (R2 + RR' + R'2) 
Nhưng : ñ= (R— E')/g@= [2//(1— /2)](R~ P') 

Cuối cùng, ta được kết quả :' 
%,= (1⁄8)xz R^(1+ đ/cos@) + 
+ (1/8)zRˆ“(1— 3/cose)+ (2/3)w(R2+ Rˆ2)= 
= z(R?+ R')+x(R + Rˆ'\R~ R)/cosp. 
Nhưng (RE ~ #eos = 1, là độ dài đường 

sinh của hình nón cụt, và xz(R2+ R*^›) là 















À§N§§Ns§ 
Ñ 
sÂ ì 





Hình 1 


diện tích hai đáy của nó, do đó ta được công 
thức (4) của điện tích xung quanh S của hình 


nón cụt có bán kính đáy E, R' và đường sinh 
† cần tìm. 

Hệ quả 4. Diện tích xung quanh của hỉnh 
nón bằng nửa chu vi đáy nhân với đường 
sinh, nghĩa là nếu gọi E là bán kính đáy và 
¿ là đường sinh của hình nớn cụt. 


Sgạu = R1 (6) 


Thật vậy, bằng cách đặt Ñˆ = 0 vào công 
thức (4) của điện tích xung quanh hình nớn 
cụt, ta được ngay công thức (6) của điện tích 
xung quanh hình nón. 


Hệ quả õ. Diện tích xung quanh của hình 
trụ bằng chư vi đáy nhân với chiều cao nghĩa 
là nếu gọi J là bán kính đáy và b là chiều 
cao của hình trụ thì 


Sq„y = 2zRh Œ) 


Thật vậy, ta có nhận xét rằng cho Ƒ° dần 
tới ?? thì hình nón cụt đần trở thành hình trụ. 
Nơi khác đi, ta có thể xern hình trụ như là một 
trường hợp giới hạn của hình nón cụt. Do đơ 
đến giới hạn, nghĩa là nếu cho P?' = ®, và khi 
đó ¿ = h và đặt vào (4) ta được công thức (7). 


Chú thích. Tuy nhiên, ta có thể trực tiếp 
Suy ra công thức (7) trên đây của diện tích xung 
quanh hình trụ một cách hết sức đơn giản bằng 
cách dùng định nghĩa B của diện tích mặt kín. 
Đề nghị bạn đọc thử nghiệm lại điều đó, tự 
mình tìm lại công thức (7?) trên đây. 


DÙNG TRẬT TỰ ĐỂ GIẢI CÁC BÀI TOÁN 
CÓ CÁC YẾU TỐ BÌNH ĐẲNG 


Khi làm toán, chắc các bạn gặp không Ít 
những bài toán mà các yếu tố tham gia trong 
đó bình đẳng với nhau, nghĩa là nếu ta trao 
đổi các yếu tố đó cho nhau thì không làm thay 
đổi bài toán. Chẳng hạn các bài toán : "Tìm 
tất cả các số nguyên tố œ, ö, e sao cho qbe < 
gò +bc + ca", hay là "Tìm các số nguyên dương 
*, ÿ, Z sao cho xyz = 9 +x+y +z"... là những 
bài toán có tính chất vừa nêu. 
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VŨ QUANG SỬU 


Để giải những bài toán dạng như thế có 
thể có nhiều cách khác nhau, tùy thuộc vào 
từng bài cụ thể. Trong bài báo nhỏ này tôi 
muốn giới thiệu với các bạn một phương 
pháp giải các bài toán trên. 

Ta biết rằng, 
đị, đy, ... 


nếu cho ? số thực 
;đ„ , thì bao giờ ta cũng cớ thể 


sắp chúng theo thứ tự tăng dần hoặc giảm 


dần. Cho nên nếu ø;, #;,..., ø„ tham gìa vào 
một bài toán bình đẳng với nhau, thì bao giờ 
ta cũng có thể giải bài toán với giả thiết 
gi Sa,<..<Œ, hoặc œa¡2>0,2...2d„ 

Trước hết ta giải hai bài toán vừa nêu ở 
trên. 


Bài toán 1. 7Tìm (ất cả các số nguyên tố 
a, ð, c sao cho qbc < qb + bc + cơ. 

Giải : Vì các số a, b, c bình đẳng với nhau 
nên không mất tính tổng quát ta giả thiết 
a<sb<c. 

Suy ra dò + bc + ca < Đòc , 

Nếu a > 3 = 83bc < qbc = qbồ + bể + ca 
< aòc, mâu thuẫn với bài ra. Vậy ø = 2 (vì 
ø nguyên tố). Do đó : 
2be < 2b+ bc+ 2c = líc + 1/b > 1/2 + b < 5ð 

*b = 2 =‹c nguyên tố bất kì. 

*b =3=c= 3 hoặc c = 5ð, 

Tớm lại nghiệm của bài toán là : 
a=2,b= 2,c = p nguyên tố và các hoán 
vị, hoặc a = 2, b = 3, c = 3 và các hoán vị. 

Bài toán 2. Tìm tốt cả cúc số nguyên 
dương +, y, z sao cho xyz = 9 +x +y +2. 

Giải : Do x, y, z tham gia vào bài toán 
bình đẳng với nhau nên, không mất tính 
tổng quát ta giả thiết x > y > z > 1. Th có 
các khả năng sau : 

1. Cả ba số bằng 1 : 
phương trình. 


không thỏa mãn 


2.x>l,y=z=l1=z= ll+z: vôlí 


3.x>+y >1,z= l=z=zxy= l0+x+y 
hay 11 = {đx - Ủ@ - 1,vÌxz- 1z „y~- 1 
nên x - 1 = 11, y—- 1= lvàz = l2, 
y=2,z=l. 


4x >y>z> 1. 

Đặt u =xT—2, 0=y—2,u>=z— 2 

=> >U > ¡0 > 0 và ta có : 

1ỗ+ w + 0+ tử = (w + 2)(0 + 2)(ð + 2) = 

= utu+ 2(uu + 00+ tu) + 4(u+ 0£ t)+ 8 
Suy ra : 

7 = uutu+ 2(w0+ 0+ 0u)*Ð 3(u† 0 + 0)(*) 
= 0= 7 = 8z không thể xẩy ra. 

u > 0 > u > 0 > TL = 

2uu + 3(u + 0) > 8 : vô lí 


Túm lại nghiệm của phương trình là : 
x=12,y=2,z= ] và các hoán vị. 


Bài toán 3. Tìm 12 số nguyên dương, 
sơo cho tổng của chúng bồng tích của chúng. 


Giải : Gọi các số phải tìm là z,,x;,...ị; - 
Rõ ràng x¡,Z;, ... z¡; bình đẳng với nhau nên 
ta giả thiết x, >#„...>x¡; > 1 q) 

Tn giải phương trình 

*i#;...1ị;¿ =1¡ † x; +... 312 (2) 

Từ (L = ziz¿...#ị;¿ < 12z¡ 

hay x;..x¡;< 12 (3) 

Vì 23 = 16 > 12 nên từ (3) ta thấy trong 


11 số x;z;...*¡„ không thể có hơn 3 số lớn 
hơn 1. Vậy trong 12 số z,,z;...x¡„ không thể 


có hơn 4 số lớn hơn 1. Do đó chỉ có thể xảy 
ra ð trường hợp : 

1.#,=#¿= .. =#q;= 1, không thỏa mãn 
phương trình (2). 

2.1) >4; =#¿... =Xl„= 1, từ (2) suy ra : 
+¡= 11 +x¡, = 11 = 0 nên chúng không thể 
thỏa mãn (2). 

3.xị >7; ZXZ¿ =1... =i; = |, suy ra : 
#i*¿ = 10 †+xị †z¿ = 
Œ,;~1)@;T— 1) =11=11.1 
0ì x¡T— 12z¿T— 1>xzi—1=11,x—1=1, 
Từ đó suy ra 
xị = 12,#; = 2 Và #¿ = xạ = 
Á. x24; >1 >1; = .. =2 1, từ (2) 
quy ra #t#;„*¿ = 9 +ấi + x; +... 

Theo bài toán 2, ta có x¡ = 12 *„= 2, 

= 1: không thỏa mãn vì x; > Ì. 


5. xị>*x;2>1; 24 >Xs= Ö- =#y=1 
Từ (2) suy ra 
xi1 = 8 + xị †xy +1: +, (4) Đặt 
y=# T2 › %›=1¿—~2_., =#4—2 ; 
#4 =%4¿— 2; suy ray, >0 Vi = 1,2, 3,4 và 


ta có (4) tương đương với 
16 +ời +y; +y; †y¿= 
= Ớ, + 2) 0; + 2) 0x + 2) Ớ¿ + 2) 
= 16+ Bi +y;, +y¿ t+ya) +... 
hay 0=70, 3y; +32 +ya) +... 
Suy ra vị =72 =2 
#ị =%; = #ạ = x„ = 2 


=y„=0 => 


ð5 


Töm lại các số cần tÌm là 
xXị= 12,3; = 2, X; =4 =3 =.. =z#„ =1 
hoặc 
Ấ| =*¿“*¿ =1z¿ =2; 


1X; “3X... =xi¿=Ì, 


Bài toán 4. Cho ,02,d2,0, lờ 4 số 


thục đôi một khác nhau. Giải hệ phương 
trình sau : 


lai 8| xy+ la— a4 x‡†+ |ai— 4| x„= 1 
|a;~ a¡| xr+ la= a|xy+ [a;~ đ¿| x„= 1 
lay— a|xr+ laạ— a|x„+ |z~ đ¿Ìx, =1 œ) 
|la¿— a]z¡+ |la¿— g.|x;+ laạ~ ø2|Zz= 1 


Giải : Th thấy rằng 4 số đôi một khác 
nhau Œ,22,0;,đ, tham gia vào bài toán 


bình đẳng với nhau, nên không mất tính 
tổng quát, ta giả thiết 


Œị >4; >ay > dự, 
Khi đó hệ (1) tương đương với ; 
(ị— 42#2† (gi— ø2)x;† (đị— a,.= 1 (4) 
(G,— #2}#|† (đy— đ3)‡† (8; — a,)x„= 16) 
(đị— ø;)x¡+ (g;— 82)x;† (8;— ữ,)w„ = 1í) 
(đ¡~ a)x¡+ (&;— ø,)x„+ (aạ— a¿)x;= 1(đ) 


Từ hệ (2), thực hiện các phép tính (ø) - (b) ; 
(b) — (e) ; (e) — (d) ta được hệ tương đương : 
(øi — g2) (T—xr +x; +xy tx¿)=0 
(q; —ữ)(—#, —#¿ †x¿ + x) =0 
(8 — đ¿) (—#¡ ~#¿ —#+ +zx¿) = 0 
(,,— #4) † (8y— ø/)x;† (gy— ø,)x‡= 1 
~4I †#¿ +xy tx¿= 0 (2) 
—4#ị ~#¿ †z¿ +x„= 0 () 
—#i —#¿T— #: +x¿ = 0 (C) 
(đị— 2u). †(42~e,)#y†(g— a)xa=1(đ) 
lấy (4') + (©') được z; =z„ ; (g) + (b) 
được z¡ =z¿ +x„ suy ra z¡ =0 (6) + (€) 
được #ị †#¿ = Z¿ SU ra z=0 
Thay x, = z¿ =0 vào phương trình (ở') 
suy ra 
ị =%¿ = l@ ~ Ø4) 
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Vậy với ai>d„>a; > ad, thì nghiệm của 
hệ là : 


#ạ =#; =Ũ, tị =z„= l/Œ¡ — đ¿) 
Chú ý rằng nếu, ø,,, 2;, dạ, đ, có một thứ 


tự khác thì nghiệm cũng có một thứ tự tương 
ứng. Chẳng hạn nếu a,>a,>ai >da 


thì : *ị =4 = Ú và z; =x; = l(ø, — a„) 


Trên đây, ta đã xét một số bài toán về 
giải phương trình. Bây giờ ta xét một số bài 
toán loại khác. 

Bài toán B5. Các số đương o, b, c thỏa 
mân điều hiện gì để uới mọi số tự nhiên g, 
các số a", ð*, c! là độ dài cóc cạnh của một 
tam giác ? 

Giải : Không mất tính chất tổng quát, ta 
giả thiết rằng a >c >0 

1) Nếu a >b >e > 0 thì 1 > ö/ơ > cực. 
Vì các số bía, c/a đều nhỏ hơn 1 nên tồn tại số 
tự nhiên ä đủ lớn sao cho (b/a}! + (c/œ)” < 1 
khi đó ð* + œ! < ø” nên với đó, a”,b" 
không phải là 3 cạnh của một tam giác. 

2 Nếu ø = bò > c > 0 thì 
8” =Ù"' >? >0 với mọi n số tự nhiên và rõ 
ràng chúng là độ dài 3 cạnh của một tam 
giác. 

VÌ vậy điều kiện cần tìm của a, b, c là hai 
số lớn nhất phải bằng nhau. 

Bài toán 6. Chứng minh rồng trong 7 
đoạn thẳng, mỗi đoạn có độ dài l tùy ý, uới 
1 <1 < 13, có thể chọn ra 3 đoạn để làm 3 
cạnh của một tam giác. Chúng tỏ rằng bài 
toán không đúng nếu chỉ dùng 6 doạn 
thẳng. 

Giải : Dễ chứng minh tính chất sau đây : 
nếu các số dương œ, ö, c thỏa mãn ø > ð > € 
thì chúng là độ dài ba cạnh của tam giác khi 
và chỉ khi a< b+e. 


Ta áp dụng tính chất trên để giải bài toán 
6. Giả sử 7 đoạn đã cho có độ dài tương ứng 
là 1,0, .. ¿¿. Không mất tính chất tổng 


quát ta giả thiết 
1<i<iz<..<i;<13 


Nếu không chọn ra được 3 đoạn nào làm 
3 cạnh của một tam giác thì : 


Lý >i+lp1I+li=2, 
I/,>L+i>1+2=3, 
I>iy+i,>2+8=5, 
I,>i,+ie>3+5=8, 
ly >i+i,mB+ 8= 18. 

Điều này mâu thuẫn với giả thiết ¿;< 18. 

Nếu chỉ dùng 6 đoạn thẳng thì bài toán 


không đúng, ví dụ lấy 6 đoạn có độ dài 
tưng ứng là /=l,Ù=l,i=2, 


l=3,i=ð,,=8, 
Bài toán 7. Biết rằng 
dộ + dỆ + q3 + d2 + gì = 1 
Chúng mình rùng, giá trị nhỏ nhất của 
(q,— ø)2(1 <izJ< B) không thể uượt quá, 1110. 
Giải : Không mất tính tổng quát, ta giả 
thiết rằng ø, < a, <... € ức. 
Ta kí hiệu |ø¿— ®¡| =+, rõ ràng khi đó 
min (œ— ø) =# 
1«izj«§ 
Tụ suy ra ø, + 1 — ø, >z > 0 (vì nếu x = 0 
thì bài toán hiển nhiên đúng) với ¡ = 1, 2, 3, 4. 
Th có (8; — 8;) = (@; — &;_ 1) + | 
+ (;_ - 8._ 2) +... + (q,+ ¡— đ,) > — Ù#£ 
với j >1, từ đó suy ra 
(œ; — a)” >  — 02+? 
Lấy tổng cả hai vế theo ¡, j ta có : 
»ợ-?*2?2<> (œ, — a,) 


1<í<j«5 1<i<jK<Š 

Nhưng 

»ợ-92+22=z23%  ÿ— 1= 60z2 
1<¡i<j«<5 1i<j«<§ 


5 8 
và (œ, — a)” = B > a?- 3 a)? = 


1<i<j<«<Š§ ¿=1 ¿=1 


5 
=5—-(Ð a)?<5 
{=1 

Vậy 50x? « 5. suy ra x2 < 1/10 (đpem) 

Bài toán 8. cho 4 số thục khác nhau q, 
b, œ dc Hiếu thúc n(x{,y,z,) = 
= (—y)?+@-—z)?+(z—02?+(t—z)” có 
thể nhận bao nhiêu giá trị khóc nhau, nếu 


các biến số +, y, z, t biến thiên uà là hoán uị 
của các số a, bò, c, d ? Với giá trị nào của x, 
>, #, t thì n nhận gió trị lớn nhất, nhô nhất ? 

Giải : Các số œ, b, c, d ở đây có vai trò 
bỉnh đẳng nên ta giả thiết œ < b < c < d. 

Xét n(x,y,Z, ) + ( — 2)? + (y — ÐĐ2 = 
=@œe-y)?+@-z)?+(zT—Ð?+ (—z)?+ 
+ — z)2+ (y— #2 biểu thức này bình đẳng đối 
với z, y, z, nên nơ là hằng số và bằng tổng bình 
phương tất cả các hiệu trong 4 số ơ, b, c, ở : Cho 
nên  n(,y,z,Ð + (x~z)*+(y—92=k 
(không đổi) 

hay n(,y,z, É) + 

+ @2+y2+z? + 2) — 2(xz + yÐ = k 

Mà xz?ty?+z?+=a?+b?+c2+d2 
nên giá trị của n(%,y,z,£) phụ thuộc vào 
gìá trị của zz + yí. Giá trị u = +z + y£ phụ 
thuộc vào sự phân chia thành các cặp của 4 
số : d, b, c, d. Rõ ràng chỉ có 3 cách sau : 


Vị =ab +cd, V, = ac + bđ, V, = dd + bc. 
Ta có Vị ~ V, = gồ + cổ — ae — bđ = 
=(b-c)(œ—d) >0 
V„ — V; = ức + bđ — qở — be = 
=(a-b)(e—-d)> 0 
Vậy V, > V; > Vạ. 

Cho nên né, y, z, £) chỉ nhận 3 giá trị 
khác nhau. 


níx, y, z, # nhận giá trị lớn nhất khi 
V=xz + y nhận giá trị lớn nhất, mà V lớn 
nhất là VỊ = gÖ + cở . 


Khi đó :x=ø, z=b,y=c,t=d, 


hoặc x=c,z=d,y=a,‡i=b; 
hoặc x=g,z=b,y=d,i=c; 
hoặc x=d,z=(t,y=qa,i=b; 
hoặc x=Ö,z=ơ,y=c,t=d; 
hoặc x=c,z=d,y=b,t=uq;, 
hoặc x=b,z=az,y=d,i=c; 
hoặc x=đ,z=c,y=b,t=a;, 


Tớm lại có 8 hoán vị khác nhau làm cho 
níx, y, z, Ð) đạt giá trị lớn nhất. Với giá trị 
nhỏ nhất xét tương tự. 


Cuối cùng xin gửi tới các bạn một số bài 
toán sau đây : 


9. a) Tìm các số nguyên dương +, y, z sao cho 
x+y+z=xy 
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b) Tìm các số nguyên dương z, %, Z, £ sao 
cho xz +y +z + = xyt. 


10. Ba số dương **„x; thỏa mãn 
Z#z¿ > Ì và #ị +*; +x„< lxị + 1x; + 14+ 

Chứng minh rằng : 
1, 2, 3. 

b) Trong 3 số #j;Z„,+„¿ có đúng 1 số bé 
hơn 1. 


11. a) Với giá trị nguyên nào của š thì tồn 
tại các số nguyên dương z, y, z thỏa mãn 
x? + y2 + z2 = kxyz. 


a) z;ø# l với mọi i = 


b) TÌm trong 1000 số đầu tiên tất cả các 
bộ ha số sao cho tổng các bình phương của 
chúng chia hết cho tích của chúng. 


12. Chứng minh rằng, từ 25 số dương 
khác nhau cớ thể chọn ra hai SỐ, sao cho các 
số còn lại không thể bằng tổng hoặc hiệu của 
hai số vừa chọn. 


13. Chứng minh bất đẳng thức sau : 
(œ~ #,) (&; — đ;)...(Ø) — ø;) + 

† (0;— ứI)(@, — đị) ... (đy — đ;) + 

+... † (0; — ai)(, — a2)... (&, —~ a2) > 0 


Trong đó ai, đ„, ..› đe là các số thực bất kì 


ĐIỀU GÌ TIẾP THEO VIỆC GIẢI 
CÁC ĐỀ TOÁN TRÊN BẢO 


Cách đây 23 năm về trước, báo Tbán học 
và tuổi trẻ (Số tháng 10, năm 1965) có ra 
một toán khá thú vị : "Chứng minh rằng uới 
mọi số nguyên n tq có n3 ¬ n chia hết cho 
3; nŠ— n chia hết cho 5. Tổng quát hóa". 
VÌ vội vàng, nên đa số chúng tôi đã tổng 
quát hóa như sau : "w ¬ n chỉư hết cho È, 
uới k là số !¿", nhưng đã kịp thời phát hiện 
ra dự đoán ấy là sai (2? - 2 = ð10 không 
chia hết cho 9). Ngày nay, hầu hết các bạn 
đều biết nội dung của định lí nhỏ Fecma và 
vận dụng thành thạo nhị thức Niutơn, 
nhưng đổi với chúng tôi ngày đó, khi báo 
đăng lời giải của bài toán trên : "%P -— q„ chia 
hết cho p 0u p là số nguyên tố", chúng tôi 
đã vô cùng ngạc nhiên về giả thiết của định 
lí và nhất là cách chứng minh độc đáo của 
nó. Töi bèn lật lại những tờ báo Tbén học uờ 
tuổi trẻ trước đó, thử tìm xem có bài toán 
nào mở rộng được theo hướng đó không ? 
May mắn thay, tôi đã tìm được để toán sau 
ở số báo đầu tiên : "Chứng minh rằng tổng 
các lập phương của ba số nguyên liên tiếp 
chía hết cho 9". Tất nhiên, tôi nghỉ đến một 
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dự đoán tổng quát hơn : "Chứng minh rằng 
tổng các lũy thừa bậc p của p số nguyên liên 
tiếp chía hết cho p”". Trường hợp p = 2 đã 
bác bỏ ngay dự đoán đó ; nhưng tôi không 
nản chí, Liên hệ đến bài toán trên tôi nghĩ : 
p phải là số nguyên tố lẻ ( ?) 


Xét tổng : 
p1 P2 Làn) 
2(®+ =pnP + 3) CknP Tk + 
=0 k=l £=1 
Làn! p1 
+pn 1+ Nịt 
f=1 ¡=1 
Th có : 
p~1 
pn? +pn S)¡P~ = 
¿=1 
p1 
=p[(/~n)+n)(1P~ 1~1)]+np2= 0(mod p2). 
¿=l 
Để xuất hiện phân thức có tử không chứa x ta viết 
như sau : y = (øx — db + qb ~ e)/(x — b) = 
=a+ (qö ~ c)/(x — b). Vậy x — b phải là ước 
số nguyên của db - e, 


Thí dụ : tìm nghiệm nguyên của phương 
trình vô định 4x + 3y = xy —~ 20 (5). 

Giải : 3y = x(y — 4) — 20 

—>x = (8y + 20)/(y — 4) = 

(8y ~ 12 + 12 + 20)/(y — 4) = 3 + 8/0 — 4). 

Muốn x nguyên thì y - 4 phải là ước số 
nguyên của 32, tức là y - 4 = +32, +16, 
+8, +4, +2, +1. Để đơn giản, các nghiệm 
của (ð) được tính theo bảng sau : 







Vậy, phương trình (5) có 12 nghiệm theo 
bảng trên. 

Phương pháp giải cũng đã khẳng định 
rằng phương trÌnh (4) với ø, ö, c nguyên bao 
giờ cũng có số nghiệm nguyên là hữu hạn và 
chãn (vÌ một số nguyên bất kÌ luôn có một 
số chẵn các ước số nguyên). 

Và bây giờ chúng ta lại tự hỏi : con đường 
hợp lôgic tiếp theo là gì ? Tiến công vào 
phương trình øx + by = c + đxy (6) chăng ? 

Hãy thử xem H Tan cổ 
ax =c + dxy — by = c + y(dx — b). Tách riêng 
y:y= (ax— c)/(dx — b). Nếu a chia hết cho 
đ thì đễ dàng tìm được số thích hợp để cộng 
trừ thêm vào øz - c như đã biết. Nhưng nếu 
a không chia hết cho ở ? Chẳng lẽ bó tay. 

Bạn cảm thấy thế nào nếu ta đặt dấu 
chấm hết ở đây ? Được chăng ? Cũng được, 
nhưng không thoải mái. Không lẽ ta lại bất 
lực trước những phương trình chẳng cớ vẻ 
gì phức tạp như 2x — 3y = —Bxy + 39 (7). 

Các hệ số trong (7) được lấy hú họa. Bạn 
nghỉ xem khi chưa giải được bài toán tổng 
quát, ta đành xét một trường hợp cụ thể biết 
đâu nó chẳng gợi lên một điều gì đó. 

Từ (7) suy ra 


2x = y(3 — Bx) + 39 — 
y = (3x — 89)/(3 — Bx). Để y nguyên thì điều 
kiện cần mà chưa đủ) là 


|2+ — 39| > {8 - ] 
(2x — 39)? > (3 — ñx)2 
(2x — 892 ? (3 — 5z)2 > 0 


. 


-.> 


(~8xz— 36)(7x— 42) z 0 «»—12 < x < 6. Thật 
sung sướng. Từ đây ta dễ dàng tÌm được các 
nghiệm nguyên (+, y) của (7). 

Như vậy, điều kiện cần để 
y= (ax— c)/(dxT— b) nguyên là 
lax ~ e) > |đx — bị (8). 

Liệu đây cớ phải là phương pháp tổng 
quát để tìm nghiệm nguyên của (6) hay 
không ? 


-2 
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Thử xét nghiệm nguyên của một phương 
trình nữa : 5x??? äy = 2xy 7722? 1 (9) 
Từ (9) có 5x = y(2z + 3) - 11 —> 

y = (ðx + 11)/2x + 3) q0) 

Để y nguyên cẩn có |5z + 11| > |2x + B| 
«> (x + 11)2 > (2x + 3)2 ©> (7x + 14)(3x + 8) 
> 0 ©>x < -8/8 ;x > ~2. 

Đáng buồn thay, x có thể nhận tất cả các 
giá trị nguyên trên trục số. Chịu chăng ? 
Không ! Tu biến đổi (10) như sau : 

y= 2+(x+ð)/2x + 3). Rõ ràng y nguyên 
khi x = -5. Vậy (x = -ð ; y = 2) là một 
nghiệm của (9). Để tÌm các nghiệm còn lại 
ta nhận thấy điểu kiện cẩn để y nguyên là 

|x+ 5] z |2x + 3| e>(Œ + 5)2 (2z + 3)? 
> 0«>«e> (3x + 8)(—x - 2) > 0> 8/3 <+ 
< 2—= (9) có thêm các nghiệm (zx, y) là (—2 ; 
~1), (2 ; 3) (=1 ; 6). 

Chỉ còn một chút nữa thôi, chúng ta sẽ 
khẳng định được : ta đã có trong tay phương 
pháp tổng quát để tÌm nghiệm nguyên của 
phương trình vô định ø+z + by =e + dxy. Đó 
là việc chứng minh rằng : luôn luôn giới hạn 
được + trong một khoảng nào đó ; 
z¡ <x<+z„. Bước đi cuối cùng tới thắng lợi 
ấy xin dành cho các bạn. Và chắc các bạn 
cũng hiểu rằng : Đó không phải là phương 
pháp duy nhất ! Cũng như phương pháp 
cộng trừ thêm một số thích hợp để tìm 
nghiệm nguyên của phương trình 
ax + by =c trong số báo 154 không phải là 
phương pháp duy nhất hay ! 

Những phương pháp hay, những lời giải 
đẹp đang vẫy gọi các bạn ! 
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NGUYÊN LÍ "KHỞI ĐẦU CỰC TRỤ" 


Trong khi giải toán ở nhà trường cũng 
như ở các kì thi học sinh giỏi, chúng ta 
thường phải vận dụng 3 nguyên lí chứng 
mìỉnh : đó là nguyên lí phản chứng, nguyên 
lí quy nạp và nguyên lí Đirichlêt (Về nguyên 
lí Đirichlêt có thể xem thêm bài "Nguyên tác 
Đi-rich-lê những chiếc lồng và các chú thỏ" 
(đăng trong báo TH và TT số 71). Bài báo 
này muốn giới thiệu với các bạn I nguyên H 
chứng minh thứ tư có thể sử dụng khá tốt 
cho rất nhiều bài toán thuộc các dạng hoàn 
toàn khác nhau, đó là nguyên lí "Khởi đầu 
cực trị". 

Nội dung của nguyên lí phát biểu như 
Sau : 

Trong một tập hợp hữu hạn (khác rỗng) 
cóc số thực luôn có thể chọn được số bé nhất 
Dù số lón nhất. 

VÌ cách chứng minh rất đơn giản nên 
nhường cho bạn đọc tự thực hiện lấy. Tic 
giả chỉ xin phép mính họa việc áp dụng 
nguyên lí này bằng các ví đụ cụ thể : 

Ví đụ 1. n bạn học sinh thi đấu bóng bàn 
theo nguyên tắc đấu vòng tròn. Chứng minh 
rằng luôn có thể xếp cả + bạn theo hàng dọc 
sao cho người đứng trước thắng người đứng 
kể sau. 

Giải : Xét tất cả các cách xếp l số bạn 
thành hàng dọc sao cho người đứng trước 
thắng người đứng kế sau. Vì cách xếp như 
vậy bao giờ cũng tồn tại và số cách xếp chỉ 
là hữu hạn nên theo nguyên lí khởi đầu cực 
trị ta có thể chọn cách xếp có nhiều bạn 
nhất. Ta sẽ chứng minh rằng cách xếp đó 
phải có cả ø bạn học sinh, 

Thật vậy, giả sử cách xếp đớ chỉ gồm cớ 
Ä < n bạn, theo thứ tự là 4q), A„., A,. Khi 


đó xét bạn B không xếp trong hàng. Theo 
nguyên tắc đấu vòng tròn, B phải đấu với cả 
Áp 42... A¿. Ta thấy B không thể thắng 


4; vì nếu thắng thì ta đã cớ được 1 cách xếp 
nhiều hơn & người là B, Á,, Á.,... Á, trái 
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với cách chọn Ái, Á¿„ .., A,. Do đớ B thua 
4¿. Lập luận tương tự ta suy ra Ö thua A,, 


Nhưng khi đó ta lại cũng có cách xếp đông 
hơn : Ái, Âu cụ 4A, B. Trong mọi trường 
hợp ta đều thấy vô lí. Vậy È phải bằng 
(đpcm). 

Ví dụ 2. Trên mặt phẳng cho 2z điểm 
không cớ 3 điểm nào thẳng hàng, trong đó 
có œ điểm màu đỏ và nw điểm Tàu xanh, 
Chứng minh rằng tồn tại cách nối tất câ các 
điểm đỏ với các điểm xanh bởi „ đoạn thẳng 
không có điểm chung. 


Giải : Xét tất cả các cách nối w cặp điểm 
đỏ - xanh bởi ø đoạn thẳng. Vì cách nối là 
tồn tại và số các cách nối là hữu hạn ta chọn 
cách nối có tổng độ dài các đoạn thẳng là 
ngắn nhất. Ta sẽ chứng minh đớ là cách nối 
phải tìm. Thật vậy nếu có 2 đoạn ÁX và BY 
cắt nhau tại điểm ©@ (A, B màu đỏ còn X, Y 
mâu xanh). Khi đớ nếu ta thay 2 đoạn AX 
và BY bởi 2 đoạn AY và BX và giữ nguyên 
các đoạn kia thì do 

AY + BX< (AO + OV) + (BO + 0X) = 

=AX+HY 
ta được 1 cách nối mới cớ tổng độ đài các 
đoạn bé hơn. Điều này trái với cách chọn 
ban đầu của chúng ta, vậy suy ra đpcm.. 

VỆ dụ 3. (Bài toán Xin-vex~te). 

Trên mặt phẳng cho » điểm (w > 3). Biết 
tầng mỗi đường thẳng đi qua 2 điểm bất kì 
đều đi qua một điểm thứ ba. Chứng minh 
rằng cả n điểm thẳng hàng. 

Giải : Giả sử n điểm không thẳng hàng. 
Ứng với mỗi điểm ta xét các khoảng cách 
dương từ điểm đó tới tất cÀ các đường thẳng 
đi qua 2 trong số các đỉnh còn lại. Vì số 
khoảng cách đớ là hữu hạn mà số điểm cũng 
hữu hạn nên ta cớ thể chọn khoảng cách bé 
nhất trong tất cả các khoảng cách được xét. 
Gọi đó là khoảng cách từ điểm A đến đường 
thằng BC. Hạ AH L BC. Theo điều kiện đầu 
bài, đường thằng BC còn đi qua điểm thứ ba 


, 


Ð. Th thấy hai trong số ba điểm B, C, D phải 
nằm về một phía của điểm ii. Giả sử C và 
Ð nằm về 1 phía của H. Xét tam giác ACD 
có € tù nên khoảng cách từ C đến AD bé 
hơn khoảng cách từ A đến CD trái với cách 
chọn A, B, C. Tương tự nếu A và D hay B 
và C ở về cùng một phía của H, ta cũng suy 
ra khoảng cách từ A đến BC không phải bé 
nhất. Mâu thuẫn chứng tô tất cả các điểm, 
đều cùng nằm trên một đường thẳng. 


Vị dụ 4. Chứng minh rằng với mọi số 
nguyên > 1, 2" - 1 không chia hết cho n. 

Giải : Giả sử có số n > 1 sao cho 2ˆ ~ 1: n. 
Khi đó m lẻ. Gọi p là ước số nguyên tố bé 
nhất của :. Do p cũng lẻ nên (2, p) = 1 và 
theo định lí Phée-ma ta có 2~1— 1: p. 

Gọi k là số tự nhiên bé nhất có tính chất 
là #—1: p. Rõ ràng k<p_—l<p. Ta 
chúng minh khi đó +: *&. Thật vậy, nếu 

n = hq + r với 0 < r < È thì 

2”—1=(291.2 =(m.p + 1/1. 

= (mp + 1)2. 

Mà 2'— 1: p vì p là ước của 7+ nên ta 
suy ra 

Z: p với 0 < r < Èk trái với cách chọn &. 
Vậy n: &. Nhưng È <p nên ta suy ra n có 
ước số nguyên tố < p trái với cách chọn p. 
Mau thuẫn chứng tỏ không có z nguyên > 
1 để cho 2” — 1: n. 

Bạn đọc thân mến, trên đây các bạn đã 
làm quen với nguyên lí "Khởi đầu cực trị” 
qua 1 số bài toán cụ thể. Ta có thể nhận 
thấy rằng cũng giống như nguyên lí Dirichlê 


hay nguyên lí quy nạp toán học, nội dung 
của nguyên lÍ "Khởi đầu cực trị" rất đơn 
giản, nhưng cách vận dụng vào để giải các 
bài toán lại rất phong phú và đa dạng. Trong 
1 số trường hợp, ta có thể thay phương pháp 
này bởi phép quy nạp hay phản chứng thông 
thường nhưng việc áp dụng nguyên lí "Khởi 
đầu cực trị" thường cho các lời giải ngắn và 
độc đáo hơn nhiều. Còn bây giờ mời các bạn 
thử sức với l số bài tập nhỏ sau đây : 

Bài tộp 1 : Trên mặt phẳng cho n điểm 
không cùng nằm trên 1 đường thẳng. Chứng 
minh rằng tổn tại một đường tròn đi qua 3 
điểm mà không chứa điểm nào bên trong. 

Bài tập 2 : Sau một trận đấu vòng bóng 
bàn, mỗi đấu thủ được gọi tên những người 
thua mình và những người thua những 
người thua mình. Chứng minh rằng tồn tại 
Ít nhất một đấu thủ được gọi tên tất cả mọi 
người còn lại. 

Bài tập 3 : Trong một phòng họp, biết 
rằng mỗi người đều quen với ít nhất 2 người. 
Chứng minh rằng có thể chọn ra 1 số người 
để xếp ngồi quanh một bàn tròn sao cho mỗi 
người đều ngồi giữa hai người mình quen. 

Bài tập 4 : Trên mặt phẳng cho z điểm 
không có 3 điểm nào thẳng hàng. Trong đó 
có 1 số điểm tô màu đỏ, các điểm còn lại tô 
màu xanh. Mỗi điểm xanh được nối với ít 
nhất 1 điểm đỏ bởi một đoạn thẳng. Biết 
rằng không có điểm đỏ nào được nối với tất 
cả các điểm xanh. Chứng minh rằng luôn 
tổn tại 2 điểm xanh A và B và 2 điểm đỏ X, 
Y sao cho Á được nối với X, B được nối với 
Y nhưng A không được nối với Y và 8 không 
được nối với X. 

Bài tập ð : Có 2" kị sĨ được nhà vua mời 
đến dự tiệc. Biết rằng mỗi kị sĩ đều quen 
với z n người khác. Chứng minh rằng có 
thể xếp cả 2n kị sĩ quanh Í bàn tròn sao cho 
mỗi người đều ngồi giữa 2 người mình quen. 
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HÀM SỐ CHUYỂN TIẾP 
CÁC ĐẠI LƯỢNG TRUNG BÌNH 


NGUYÊN VĂN MẬU 


LTS. Bạn đọc đã quen nhiều với việc giải các phương trình và bất phương trình, trong đó 
đại lượng phải tìm là các biến số. Bây giờ mời các bạn làm quen với việc giải các 
phương trình mà cái phải tìm lại là các hàm số. Nói cách khác là chúng ta làm quen 
với việc giải các "phương trình hàm". 


Đối với cặp số dương a, ö ta cớ thể thành 
lập được rất nhiều các đại lượng trung bình. 
Đặc điểm chung, là chúng đều thuộc đoạn 
[min (ơ, ð), max (ø, ð)]. Các dạng đơn giản 
hơn cả là các giá trị trung bình cộng, trung 
bình nhân, trung bình điều hòa, trung bình 
bậc hai... mà ta thường gặp trong chương 
trình toán phổ thông trung học. Ta cớ thể 
sắp xếp chúng theo một trật tự nhất định : 


2ab a+b 
z+p SÝøb b 3 





min(ø, b) < 





2+ b2 
' 5 < max (œ, b) q) 





s 


(bạn đọc có thể tự kiểm tra đễ dàng các bất 
đẳng thức này). 

Hãy lấy hai đại lượng trung bình nhân và 
cộng làm ví dụ. Từ (1) ta nhận thấy ngay 
rằng bất phương trình hàm 


fWo)<f(“S”)¡sv»0  @ 


sẽ nhận mọi hàm ƒ{Œ) đổng biến trong 
khoảng [0, œ) làm nghiệm của nớ ; trong 
khi đó, phương trình hàm tương tự 


fW2=7(“3?);»v>0  @ 


chỉ có một nghiệm ƒ(z) là một hằng số tùy 
ý. Bởi lẽ đó, các dạng bất phương trình hàm 
và phương trình hàm (2) - (3) được xem là 
các bài toán "quá dễ" và rất ít người chú ý 
tới. Tuy vậy, vấn đề sẽ không đơn giản nếu 
ta thấy các bài toán (2) - (3) bằng bài toán 
sau đây : Những lớp hàm số nào sẽ thực hiện 
phép chuyển tiếp một đại lượng trung bình 
của đối số sang một đại lượng trung bỉnh 
của hàm số. Ví dụ, xác định hàm số /(x) thỏa 
mãn điều kiện 


rwWợ =2) xy>o.  @ 
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Các bài toán tương tự như bài toán (4) 
đã được nhiều người chú ý từ lâu, bởi lẽ 
chúng liên quan chặt chẽ đến việc chuyển 
tiếp các cấp số và các dãy số. Thật vậy, nếu 
hàm số ƒ{z) thỏa mãn (4) thì ƒ(z) sẽ chuyển 
cấp số nhân 

Gị, Œ2,.... g, >0 
thành một cấp số cộng 
fa).fta;).... 


Đối với các bài toán khác, ta cũng có các 
"tình trạng" tương tự. 

Th có thể chia các bài toán về chuyển tiếp 
các đại lượng trung bình thành hai nhớm. 
Một nhóm gồm tất cả các bài toán chuyển 
tiếp của một dạng trung bỉnh. Nhớm còn lại, 
gồm các bài toán chuyển tiếp của hai dạng 
trung bình khác nhau. 

Nhóm I 

Bài toán 1 : Xác định các hàm số ƒ() 
liên tục với mọi z, sao cho : 


(217) -t9ye) 


với mọi z, y 
Bài toán 2 : Xác định các hàm số f@) 
liên tục với x > 0, sao cho 
fWzy) = Vfœ) f0) : +, y > 0. 


Bài toán 3 : Xác định các hàm số ƒŒ) 
liên tục với x # 0, sao cho 


2y \ _ 2/4)/0)_ 
f(Z+y) “f@) tạ)! hở =0 
Nhóm II 


Bài toán 4 : Xác định các hàm số f() 
liên tục với mọi z, sao cho 


x+y, _ 2/@)ƒ0) 
f(~jˆ—) “ Rø + fo): 


Bài toán ð : Xác định Ø{z) liên tục với 
+ 
mọi +, sao cho ƒ (5ˆ) = {f@) f0). 
Bài toán 6 : Xác định ƒđ&) liên tục với 


^xy 

xz 0, sao PB: Loa] = Vf@)f0) 

Danh mục các bài toán trong các nhóm 
I. và H còn nhiều nữa. Bạn đọc dễ dàng tự 
đặt và giải đối với các dạng chuyển tiếp khác 
(xem phần bài tập ứng dụng). Nhận xét rằng, 
các bài toán 1 - 6 có lời giải rất ngắn gọn nếu 
ta đòi hỏi các hàm số ƒ(x) là những hàm số 
có đạo hàm (hàm khả vi). Ở đây, sẽ trình bày 
vài vắn tắt một phương pháp sơ cấp chỉ dựa 
trên tính chất liên tục của nghiệm ƒ(2). 

Cách giải bài toán 1: Đặt /(0) = ø; ƒ(1)=b. 

Khi đơó, cho x = 0, y = 2 
ta được — Ø2) = 21) ~/(0) = 2b— a. 
cho x = I ; y = 3 thì 
83) = 2ƒ) - RA) = 3 - 3a. 

Bằng phương pháp quy nạp toán học, ta 
thu được 

fẲn) = nồ — (n — l)a = n(b — a) + d. 
Tiếp theo, cho x = 0 ta được 


f6) + f0) _ f0) +a 
SC) bông tung 


được 





2 
Với y = 1 
Nhàn CS -I 
/(42)= 3s ++ 


Bằng phương pháp quy nạp toán học, ta 
thu được 





F Re) cá; HỆ (6) 
Kết hợp (5) và (6) ta có 
m m 

Fm) “0 *ðÐ te Œ) 


Sử dụng tính liên tục của ƒ(), từ (7?) ta 
nhận được 


fŒ) = ( — ax+a; trong đó ö, ø tùy ý 

Vậy nghiệm của bài toán 1 là 
ƒŒ) = cx+a; c, ø tùy ý. 

Giải bài toán 4 : 

Giả sử tổn tại z„ sao cho ƒ(„) = 0. Khi đơ 

2ƒŒ„) f0) 

—P—) Tjg)+f0) 


Z„+y : - 
=0 với mọi y 


Vậy ƒ(x) = 0, hàm số này không thỏa mãn. 
Suy ra ƒ() # Ô với mọi z. 


1 
Đặt g() = 7œ thÌ bài toán 4 cớ dạng 
xz†». _ ø@) + gỢ) 
( 2 ) z 2 ' 


Theo kết quả của bài 
ø(Œ) =cx+a; c và a tùy ý, 
Vậy 


toán 1 thì 


1 
8 = +) 
Để hàm số ƒ(z) liên tục với mọi x ta phải 
1 

cóc =0;azz0. Vậy ƒ+) = đ:d = — =0. 

Giải bài toán ð : Từ điều kiện bài toán, 
Suy ra ƒ(%) > 0 V+. 

1) Nếu f(x„) = 0 tại xz = +„ nào đó thì 


xv†y 
f(—g—) =Yfœ)f0) = 0, 


f) = 0 là nghiệm duy nhất. 
2) Giả thiết ƒ(x) > 0 Vx. 
Đặt /0)=ø>0;ƒ() =ab,b>0; 


f@) =a.* gứ). 
Th cớ : ø(0) = ø(1) = l và : 
x†y 


số 2 ø (“2”) = [aÐgG)eĐgG) 
=z (*‡”) =WzŒ)z0) 


chọn y = Ô ta được 





SUY Ta 





Cho x = 1/2 thì ø ( ) = 1. Từ đó suy ra 


# (mg) =1,m €N. 


Mặt khác 
g&) = [g(x/2)1f, 
#(*3?) =zoz0 
Suy ra với x = 2, ø(2) = I1. 
Với x = 1, y = 3 thì 
1 =Ýsø()ø(), vậy ø(8) = 1. 
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Với z = 2, y = 4 thì 
1 = Ýz(2) ø(), vậy ø(4) = 1. 

Suy ra ø@(z) = 1 với mọi tự nhiên. 

Do g(0) = Ygœ) 8(—+*) suy ra g(—n) = I. 
Vậy 

Ø{(n) = 1 với mọi nguyên (8) 

Kết hợp (7) và (8) ta thu được 
8(0/2”") = 1. Sử dụng tính chất liên tục của 
hàm số Ø(z) ta suy ra ø() = l 

Vậy f#) =a.b*; a,b > 0 tùy ý. 

Giải bài toán 2 : Cho y = 0 ta được 
f0) x [f&) — ƒ(0)] = 0. 

Vậy nếu ƒ(x) z0 thì ƒœ) =/(0) >0 là 
nghiệm duy nhất. Ta chỉ xét ƒ(0) = 0. Nếu 
tốn tại giá trị %¿> 0 sao cho fŒ„) = 0 thì 
f(œ) = 0 là nghiệm duy nhất. Do đó, có thể 
giả thiết ƒ{x) > 0, Vx > 0. 

Đặt x=c!, y=ec?—œ<,0<+© và 
øØ(@)=ƒf() thì bài toán 2 có dạng 

u TU 
#8 (—s—) = g0) g0) 

Vậy ta nhận được bài toán 5 với 
g() =a.b”. Suy ra f() = In(ø. b9). 


Tương tự, các bài toán 3 và 8 dễ dàng 
chuyển về các bài toán đã xót. Thật vậy, 


trong bài toán 6 ta đặt ¡ = l/, u = ly và 
ø() = ƒ (L/u), ta sẽ chuyển về bài toán 5 đối 
với gí@). Trong bài toán 3 đặt 
 = li, = 1y và g() = 1/(1/u) ta sẽ dẫn về 
bài toán 1. 

Bài tập áp dụng 


1) Tìm hàm ƒ(x) xác định và liên tục với 
mọi z, thỏa mãn điều kiện 


Ý‡= ) - \| 92+ uỷ 
/{ 2 làn 2 


với mọi ứ, 0. 
2) Tìm hàm /(z) xác định và liên tục với 
xz> 0, thỏa mãn điều kiện 


/wa) - f9 +9) 


với x, y > 0. 


3) Tìm hàm ƒ(z) xác định và liên tục với 
+ > 0, thỏa mãn điều kiện 
2⁄@) f0) 
fWS) = 5) + Z0) 
với xz, y > 9. 
4) Tìm hàm ƒtz) xác định và liên tục với 
x z 0, thỏa mãn điều kiện 


Tích ngoài của hai vectơ 
TRONG MẶT PHẲNG 


1. Trong nhiều số của báo Tbán học và 
Tuổi trẻ, các bạn đọc đã được giới thiệu về 
tích vô hướng của hai vectơ. Đớ là một hàm 
số thực của hai vectơ, tuyến tính và đối 


xứng, còn gọi là một dạng song tuyến tính 


đối xứng. Cụ thể là với hai vectơ tùy ý +, y, 
người ta cho tương ứng một số thực, kí hiệu 
là @'y) và được gọi là đích uô hướng, với các 
tính chất sau đây, được thỏa mãn với mọi 
vectg z, y,z và mọi số thực ø : 
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2y. _ f#) +/0) 
4m Ôn 2 
NGUYÊN THÚC HÀO 


#y tạ = G3 t Gớ 
(+27) = (y) + @y) „ q) 
(~.y) = =6 ay) =zŒ&,y) 


@Œ3)= 0.3) @) 
x2 = Œ,x) > 0, V> =0 (3) 


Với tính vô hướng và với giả thiết (8), 
người ta định nghĩa độ đài, góc và xây dựng 
hình học ơclit hoàn toàn chỉ bằng phép toán 
đại số véctơ. 





2. Về phương diện thuần túy đại số, thì 
một dạng song tuyến đối xứng được xác định 
nếu ta cho trước giá trị của nó với hai vectơ 
khác không và không đồng phương P.XN Cụ 
thể là nếu ta cho trước các giá trị : 
¬ __ —_—> —_—_ 

H“ = (u, ) = œ > Ö, (u,U) = (U, u) = Ò, 

v2 =Œœ" „= =c>0 

SP vậy, mọi 2i cập vectơ khác x,y xxx có thể 
phân tích theo ]= 


=a —_~ —~ 
zx=xư + +zU 
_ _— —~ 
y =yju +yạu 
và khi đó : 
—>—> 
(,) = 
—>—> ——> —>—> 
(.?) = XIN ( u) + (j; + #4) (u, 0) + 
— —> 
+zzy;(Ð.U) 
tức : 
(,y) =*p# + ®ợa + xyJ)ð +xy¿e (4) 
Như vậy là muốn xác định tích vô hướng, 
phải cho 3 số thực là ø > 0, > 0 và ö. 


Do điều kiện (3) và biểu thức sau đây suy 
ra từ (4) : 


_ _—>  — — 
(xịt: + x;z0 .y¡ Ê y2U) 


= (#,x) = qx} + 2bxx, +ex2 >0 (B) 
Cho nên ta phải có điều kiện 
ac—b2>Q0 (@) 


3. Để có được ý nghĩa hình học của tích 
—>—>. 
vô hướng, ta hãy quy ước rằng nếu ,u là 
hai vectơ đơn vị (tức |] =|u[ =1) và 
uuông góc với nhau thì : 
¬ —>_—> -_— = —_—— 
ư^ = (uy) = Ì, (b, U) = Ú, Đˆ = (0,0) = 
Để chứng minh rằng quy ước như trên có 
hiệu lực với mọi cặp vectơ đơn vị vuông góc, 
—› —> 
ta hãy lấy thêm cặp 1,0” đơn vị và vuông 
góc với nhau. Ta dễ dâng thấy rằng 
(hỉnh 1) : 
=ả _ _— 
` = CO2. tt T Sintz.U 


_A —~ _> (Œ 
? : 
U` = —sSin2. + cos2.U 


trong đó œ là góc của hai vectơ ứ, „”. Ta tính 
dễ dàng Bác thấy rằng nếu 
tà = lui U2=1, (ru) = 0, thÌ ta cũng có : 
3-TCTn 


S 





=5 
đ 
Hình 2 


Hình 1 

Bây giờ ta hãy lấy hai vectơ tùy ý x,y. Ta 

chọn vectơ đơn vị „ cùng hướng v với . có 

vectd đơn vị 0 u thì _vuông góc với „ sao cho 
góc của hai vectơ „ U u bằng +x/2. 


Th có : 
xi IxÌ.. 
= IyÏeosz.u + |yÏsinz.u" 
Do đó 


Œ.y) = |xÌ . |yÏ eosz 


Đẳng thức trên cho ta ý nghỉa hình học 
của tích vô hướng. Và cũng chính đẳng thức 
ấy, ngược lại, có thể lấy làm định nghĩa cho 
góc hình học œ của hai vectơ (tức của hai 
tia). 

Cũng theo (7), điều kiện cần và đủ cho 
hai vectơ khác không z,y vuông góc với 
nhau là : 


cy 
(,y) = 

4. Bây giờ xin giới thiệu với bạn đọc một 
hàm số tuyến tính khác của 2 vectơ tùy ý, 
không đối xứng như tích vô hướng, mà lại 
phản xúng, tức là giá trị của nó đổi đấu 
(không đổi giá trị tuyệt đối) khi ta hoán vị 
hai vectơ. Hàm số này được gọi là một dạng 
ngoài của hai vectơ. Ta sẽ gọi nó là £ích 
ngoài của hai vectd, kÍ hiệu Ixy „ với xy là 
những vectơ tùy ý. Với mọi vectơ z, y,z và 
với mọi số thực œ, ta sẽ có như với tích vô 
hướng : 


7+ j- E3j+ E3 


[x +z.y] =r,yl + [z,y], () 
[zx, y} = [x, ay] = z fx. y] 

Nhưng, khác với tích vô hướng : 
vi = xÏ (10) 





và tất nhiên là 
— 
lzx,xzl=0 q1) 
Tích ngoài, định nghĩa như trên, còn gọi 
là zíck lệch, hoặc tích thay dấu. 
ð. Cũng như với tÍch vô hướng, ta hãy 
=> 
chọn hai vectơ ,u nào đó, khác không và 
không đồng phương. Tất nhiên : 
"_m- _—>_—> 
[ử, ] = 0, [u, u] = 0 
—_—> 
Còn [ư, 0], ta đặt 
_>_—> 
[, u] = ð # 0 
Ở là một số thực &hác không, chọn tù ý, 
—> 
ứng với cặp {ư,0}. Khi đó, hàm [x,2Ï là 
hoàn toàn xác định. Quả vậy, từ : 
_ _> — 
+* =x¡u + *;U 
_ _- _ 
y =z¡w + 320 
và (9), (10), (11) ta suy ra : 
l>,y] = Ix/z + #;p.ye + y„Ï 
—— —— 
E,yÌ = (ự; ~ xzy) Í, o] 


Ez,y] = %¿ — xaysu)ỗ (12) 
Thế là đối với tích ngoài của hai vectơ 
trong mặt phẳng, chỉ cẩn cho giá trị ổ z 0 
của nó với hai vectơ chọn tùy ý, khác không 
và không đống phương, là đủ để xác định 
nó, 
Một tính chất cơ bản của tích ngoài là : 


Điều kiện cần và đủ cho hai vectơ 

x 0,y = 0 đồng phương với nhau là : 
— —>—> 
fz,y) = 0 

Mệnh đề trên suy ra dễ dàng từ (12), 

6. Bây giờ để có được ý nghỉa hình học, 
ta quy ước rằng ð = +1 khi hai vectơ ưu là 
đơn vị và tạo thành một. góc vuông theo 
chiều thuận, tức góc của và u = +z/2. Quy 
ước này cớ hiệu lực với mọi cặp vectơ như 
vậy. 


- ¬+~- . 
Thực thế, mọi cặp vectơ w',ø' đơn vị vÀ 


vuông góc thuận có thể phân tích theo cặp 
_—> 
tu, như đã làm ở trên (7). Và ta thấy rằng 


—_> — —> 
[ư, u] = +1 ©[”,u'] = +1 





Với hai vectơ bất kì . ta chọn m. cùng 
hướng với x (xem hình 2), thì ta có 

x=lxÌz 

>> |yÏ eosz.u`+ lyŸ ginz.ø` 
Vậy : 

;yÏ = lzÌ IyŸ sinz 

Đớ là ý nghĩa hình học của [>,yÏ. Nếu chỉ 
lấy giá trị tuyệt đối, thì [x,yÏ bằng điện tích 
của hình bình hành vẽ với 2 veetơ x;y làm 
cạnh. 





Hình 3 
Nếu ta quy ước rằng điện tích mang dấu 


+ nếu góc # = (X,y) > 0 và mang đấu ~ nếu 
œ < 0 thì khi đó [x, y] là điện tích có hướng 
của hình bình hành. 

7. Tớm lại, trong hình học phẳng, với hai 
vectơ tùy ý x,y, ta xác định tích vô hướng 
và tích ngoài là : 


(Œ2)= In cosz 

In |x lyÌ sinz 4) 
và từ hai biểu thức trên, ta suy ra : 

(,y)? + x,yÌ? = z2 .y2 (15) 


Đẳng thức này cho thấy quan hệ giữa tích 
ngoài và tích vô hướng. 

Hai tích vô hướng và tích ngoài đều có 
ứng dụng rộng rãi trong hình học vectơ 
phẳng. Nới chung, khi người ta chỉ xét đến 
những tính chất như điểm thẳng hàng, 
đường thẳng đồng quy, đường thẳng song 
song, đoạn thẳng chia theo tỉ lệ, tỈ số điện 
tích, tức là những tính chất gọi là tính chất 
afin, thÌ người ta chỉ cần dùng đến tích ngoài 
mà thôi. Còn khi người ta xét cả đến những 
tính chất có liên quan đến độ đời và góc thì 
người ta cần dùng đến tích vô hướng, mà đôi 
khi cũng nên dùng cả tích ngoài nữa. 


CÂU CHUYỆN VỀ HỌC CÁC CON SỐ 


Cứ nói đến toán học là người ta nói ngay 
đến việc sáng tạo : mà quả thực làm toán, 
học toán, áp dụng toán, cứ máy móc là hỏng 
liền ; Học toán, vận dụng toán luôn luôn đòi 
hỏi ta phải sáng tạo. 

Vậy thÌ ta phải sáng tạo toán như thế 
nào ? Có bạn cho rằng ta không thể sáng 
tạo toán học được với vốn kiến thức phổ 
thông Ít ỏi. Đó chỉ là những bạn quá bi quan 
về mình. Lịch sử toán học đã chỉ ra rằng rất 
nhiều nhà toán học nổi tiếng đã làm ra các 
phát minh toán học đúng bằng vốn Ít ỏi các 
kiến thức ở trường phổ thông. Nhà toán học 
Pháp Fermat đã phát biện ra giả thuyết nổi 
tiếng rằng phương trình z” ++y” =z”,n >2 
không có nghiệm nguyên. Từ chỗ đào sâu 
suy nghỉ về việc giải phương trình bậc năm 
trở lên bằng căn thức (một dự đoán mà Abel 
trước đớ cũng đã nghỉ tới) BE. Galois đã để 
xuất cả một lí thuyết toán học mà ngày nay 
mang tên ông. BÍ quyết là ở chỗ họ chịu khó 
đào sâu suy nghỉ, có phương pháp tư duy 
đúng, phương pháp sáng tạo đúng. 

Ở nước ta, trong những năm gần đây có 
một trào lưu luyện toán phổ thông khá rầm 
rộ. Không Ít thầy đã nổi tiếng, không Ít trò 
đã trở thành điêu luyện với nghệ thuật giải 
các bài toán khó. Một số bạn đã thực sự 
thành đạt : đã giành được những giải thưởng 
cao nhất, đã trở thành những nhà toán học 
thực sự, đã thành công trong việc đưa toán 
học vào phục vụ những việc Ích nước lợi 
nhà... Tuy nhiên một số các bạn khác lại trở 
thành "thợ" làm bài tập rồi sau đó chẳng 
được gì hơn nữa, chỉ còn ngậm ngùi luyến 
tiếc cái "thời vàng son" đã trôi qua. Theo tôi 
nghỉ, cái chính là các bạn đó chưa có một 
phương pháp học toán và rèn luyện tư duy 
toán học một cách thật đúng đắn. Làm toán 
không hẳn chỉ là giải các bài toán khó. Giải 
được bài toán khớ bạn chỉ có được khoảng 
50% sáng tạo. Bởi vì, Ít nhất là 50% đã thuộc 
về người đặt ra bài toán. Cho nên cái điều 
quan trọng mà chúng ta muốn thảo luận là 
làm sao để có được nốt cái 50% kia ; tức là 
vấn đề sáng tạo toán học là thế nào. 


ĐỖ NGỌC DIỆP. 


Cũng như các ngành khoa học khác toán 
học đòi hỏi sự sáng tạo trên từng bước đi 
nho nhỏ. Toán học lại mang đặc thù của sự 
tư duy trừu tượng. Bởi vậy trước hết ta phải 
nắm bắt được tư tưởng trừu tượng đó. Sau 
đó ta vận dụng sáng tạo nó để đi đến những 
ý tưởng mới lạ ở trong bản thân toán học. 
Một nét đặc thù nữa của toán học là tÍnh 
lôgic chặt chẽ. Mỗi điều nơi, viết ra sau phải 
là hệ quả của những điều đã nói, viết và đã 
được chứng minh tính đúng đắn của nó. Bởi 
vậy hằng ngày ta phải rèn luyện cách tư duy 
chặt chẽ, đồng thời rèn luyện một tư duy 
phóng khoáng sáng tạo. Điều quan trọng 
hơn cả là chúng ta phải rèn luyện một sự 
mạnh dạn thực sự. 

Chúng ta hãy mở sách giáo khoa đại số 
lớp 10/12 ra. Chương trÌnh xem ra thật giản 
đơn. Có lẽ cũng vÌ quan niệm như vậy nên 
không Ít bạn đã coi thường học lí thuyết và 
chỉ lao đi sưu tầm, thách đố nhau những bài 
toán "búa bổ". Thế nhưng nếu bạn học thật 
kỉ, ví dụ chương I và II thì cũng sẽ thấy ra 
nhiều điều đáng suy nghỉ. 

Phần 3 của chương Ï nói về số vô tỉ. 
Chúng ta biết những số đơn giản nhất là 
những số tự nhiên 0, 1, 2, 3... Với các số 
này ta có thể cộng, nhân một cách khá tự 
nhiên. Tuy nhiên cũng phải lưu ý các bạn 
rằng để quan niệm được rằng số.0 cũng quan 
trọng như, thậm chí còn cớ vai trò đặc biệt 
hơn các số 1, 2, 3... loài người đã phải trải 
qua rất nhiều năm trong lịch sử phát triển 
văn minh. Do nhu cầu đời sống loài người 
phải trừ, phải nợ (ghi nhớ) mà người ta đã 
sáng tạo thêm các con số -1, -2, -3... tức là 
các số nguyên, âm. Cũng do nhu cầu đời 
sống phải chia lẻ, mà người ta đã sáng tạo 
thêm các số mới là các số phân, hay nói cách 
khác là các số hữu tÌ, Cũng trong phần đầu 
sách lớp 10/12 về Hình học bạn được biết 
một cách chứng minh đơn giản rằng số đo 
đường chéo của hình vuông, đơn vị không 
thể là số hữu tỈ. Vậy là nếu chỉ xét tÌ số giữa 
các số nguyên ta không thể biểu diễn độ dài 
của đường chéo hÌnh vuông đơn vị. 
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Công việc tìm kiếm các số mới được đặt 
ra một cách rõ ràng. Người ta đã viết các số 
hữu tỈ đưới dạng phân số tối giản. Sau đớ 
thực hiện phép chia có dư, chia mãi... ta 
được một số thập phân hữu hạn hoặc vô hạn 
nhưng tuẩn hoàn. Ngược lại, nếu ta có số 
thập phân hữu hạn thì di nhiên có thể viết 
nó dưới dạng phân số. Nếu ta có số thập phân 
vô hạn tuần hoàn đ,dø„_ ¡... địŒ,, (b‡6,... b,)... 
thì giá trị của nớ được tính là 


an10' +... + ø;. 1Ô + a„ + 


+ (0,.107l+ ..+ b..1079(1+ 10ˆ*+ 10+...) 
= a„.10' +... +ai.10 ad, + 


+(,.1071+...+b,.105).8 


với 9= 1 + 10+ 10+... = 1+ 10ˆ*,6 
* 


Tức là S = 0,99...9, nơi cách khác mọi số 
thập phân vô hạn tuần hoàn là những số 
phân. Bởi thế các số hữu tỉ được xem như 
là các số thập phân hữu hạn hoặc vô hạn 
nhưng tuần hoàn. Một cách tự nhiên ta sẽ 
hỏi phải chăng các số thập phân vô hạn 
không tuần hoàn cũng có vai trò quan trọng 
như các số hữu tỉ. Trong gia đình của các 
con số được đưa thêm vào các số thập phân 
vô hạn không tuần hoàn bất kì. Chúng được 
gọi là các số vô tỈ, nghĩa là không thể viết 
thành tÌ số các số nguyên. Với khái niệm số 
mở rộng ta có thể khai căn bậc tùy ý các số 
dương tùy ý. 

Nếu xem xét kỉ lại tất cả ta thấy rằng 
trong biểu diễn số thập phân, tất cả các chữ 
số đều là các số không quá 9, tức là số dư 
của các phép chia cho 10 thực hiện nhiều 
lần. Cố một điều chưa thật hay lắm là nếu 
ta lấy một số chia cho 10 dư 2 nhân với một, 
số chia cho 10 dư ð ta được số chia hết cho 
10, tức là dư 0. Tình trạng này đã gây ra 
cho ta một số ngoại lệ khi thực biện các phép 
tính nhân, chia cho các số loại nói trên. Ta 
muốn khắc phục tình trạng này thì chỉ có 
cách là ta thay số 10 bằng một số nguyên tố 
bất kì p. Khi đó các chữ số a,, gạ,... Ðị, bụ,... 
chỉ nhận các giá trị 0, 1, 2,..., p - 1. Mọi 
điều nới ở trên vẫn có ý nghỉa với p“ thay 
cho 10, § =0, Cị,..c/V với c=pT— 1 thay 
cho § = 0099... 9 ở trên. Vậy là bạn đã đi 
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đến lí thuyết các số p - phân, một chương 
quan trọng của lÍ thuyết số hiện đại. Người 
ta đã dùng các số p - phân để chỉ ra rằng 
phương trình Fermat không thể giải được 
bằng phương pháp sơ cấp. 

Chúng ta trở về với phép khai căn. Vì ta 
định nghĩa căn bậc ¿ của một số là một số 
mà lũy thừa bậc *k thì bằng số ban đầu, cho 
nên căn bậc 2 của một số âm không có 
nghĩa. Nói cách khác là phương trình 
z2 +œ= 0 với ø đương không cớ nghiệm. Ta 
biến đổi phương trình đi đôi chút sẽ có dạng 
tương đương 


+z2— (—1({a)?=0 
'Ta tạm chấp nhận một điều "phi 1í" là tồn 
tại một "số", sau này sẽ gọi là đơn vị ảo ¡ 
sao cho ¡2 = —1, ta có phương trình là : 


#2 - (a3? = (x — tŸa)œ + ¿Ía) = 0 


Vậy thì phương trình z2+z=0 với 
œ >0 không phải là vô nghiệm, mà là có đủ 
hai nghiệm phân biệt. Thật là một điều lí 
thú. Một điều lí thú bất ngờ nữa là mỗi 
phương trình bậc hai bất kì đều có đủ hai 
nghiệm nêu trong gia đình các số ta thêm 
một "số kÌ lạ” ¿, j2 = —1, bất kể biệt số A âm 
hay dương hay bằng không. Nếu A < O0 thì 
phương trình bậc hai có hai nghiệm phân 
biệt là 


Ziạ= ~bl2a +¡ Ý~A/2a. 


Như vậy trong họ mới của các số có các 
số dạng A + ¿B với A, B là các số thực tùy 
ý. Chúng được gọi là các số phức. Dễ thấy 
ngay là các định lí Viet, phân tích tam thức 
ra thừa số vẫn còn đúng ngay cả khí A < 0. 
Số phức đóng vai trò cực kÌ quan trọng trong 
toán học hiện đại. Muốn cộng, trừ, nhân, chia 
số phức ta thực hiện như các biểu thức đại 
số rồi rút gọn lại bởi điều kiện ¿2 = —1. 

Trong các số phức ta có thể xây dựng một 
phép tương ứng là thay đổi dấu ở phần ào. 
Quan hệ đó biến nghiệm thứ nhất thành 
nghiệm thứ hai và ngược lại. Những số phức 
không hề thay đổi trong biến đổi nơi trên 
chính là các số thực. Đối với tam thức bậc 
hai đủ, nớ lập thành nhóm Galois hai phần 
tử của mở rộng các số thực thành các số 
phức. Tương tự như vậy với các đa thức bậc 
cao hơn chúng ta đi đến lí thuyết Galois tổng 
quát, một chương khó của lí thuyết số đại 


số hiện đại. Như vậy, trường số phức là mở 
rộng của trường số thực bởi nhớm Galois có 
hai phần tử ; nói chính xác hơn, là mở rộng 
của trường số thực bởi một biểu diễn bậc hai 
của nhóm Galois sinh ra bởi phép liên hợp 
phức. Câu hỏi tự nhiên sẽ nấy ra là tồn tại 
bao nhiêu các trường số mà là mở rộng bậc 
m tùy ý của trường số hữu tÌ. Cho đến ngày 
nay câu hỏi này vẫn chưa được giải đáp trọn 
vẹn. Langlands R. đã đưa ra giả thuyết cho 
tương ứng các trường số như vậy với các 
biểu diễn vô hạn chiều của những nhóm Lie 
tương ứng. Vậy là bạn đã đến với cái gọi là 


Chương trình Langlands, một vấn đề trung 
tâm của lí thuyết số biện đại, lí thuyết biểu 
điễn nhóm Lie và hình học đại số, mà câu 
trả lời còn đòi hỏi hàng trăm năm làm việc 
tích cực của thế hệ các nhà toán học của 
tương lai. 

Thế đấy các bạn ạ, nếu chịu khó đào sâu 
suy nghỉ thì từ các nội dung đơn giản nhất 
bạn có thể đi thẳng tới những vấn để gay 
cấn nhất của toán học hiện đại, mà ở đó 
cánh cửa luôn rộng mở chờ đón những tư 
đuy sáng tạo trong các bạn. 
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LÚC CÒN LÀ HỌC SINH, 
TÔI ĐÃ HỌC TOÁN NHƯ THẾ NÀO ? 


NGUYỄN CẢNH TOÀN 


Lúc học cấp một, tôi là một học sinh vào 
loại trên trung bình một ít, không tỏ ra có 
năng khiếu đặc biệt gì về toán. Năm đầu 
tiên ở cấp hai, tôi vẫn chỉ là một học sinh 
hơi khá về toán thôi, chưa có gì đáng cho 
thầy giáo, bạn bè chú ý. Từ giữa năm thứ 
hai cấp hai trở đi, tôi mới bắt đầu có những 
biểu hiện giỏi toán, dần dần được thầy giáo 
và các bạn công nhận là một "học sinh giỏi 
toán" và giữ được danh hiệu đó mãi. Nhiều 
việc làm của tôi trước đây chỉ là vô ý thức 
thôi nhưng nay, suy nghỉ lại, tôi thấy cũng 
có thể rút ra một vài kinh nghiệm nhỏ để 
các bạn trẻ yêu toán ngày nay tham khảo, 
may ra có giúp các bạn được tÍ gì chăng : 

1. Say mê môn toán. Lúc chưa giỏi toán 

thì khoa học tự nhiên nói chung và đặc biệt 
môn toán nơi riêng, đã cố một sức hấp dẫn 
đối với tôi và tôi càng cố gắng học toán giỏi 
hơn thì sức hấp dẫn đó cũng càng tăng. VÍ 
dụ, lúc chưa học đại số, nghe các bạn lớp 
trên học : "cộng nhân với cộng thành cộng, 
cộng nhân với trừ thành trừ v.v..." thì óc tò 
mò của tôi đã bị kích thích đặc biệt. Hoặc 
như khi chưa học phương trình bậc hai, mở 
sách ra thấy công thức : 
TH — tôi rất lấy làm lạ về 
dấu + vì từ trước tôi chỉ mới thấy hoặc là + 
hoặc là - dứt khoát, chứ chưa hề thấy cả +, 
câ — vào một chỗ, 

2. Từ say mê đi đến chủ động, tự giác 
và độc lập học tập, phát huy triệt để 
tỉnh thần tự lực cánh sinh chống ÿ lại. 
Tôi nhớ lúc còn học cấp một, được một người 
anh họ bày cho phép lấy căn bậc hai (không 
có trong chương trỉnh) tôi rất lấy làm hứng 


x.= 
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thú, bỏ ra cả một buổi trưa để loay hoay ngồi 
khai căn hết số này đến số khác, số nguyên 
rồi số thập phân, phải giục đến mấy lần mới 
chịu đi ăn cơm. Hoặc như do óc tò mò khoa 
học bị kích thích, tôi thường hay tìm tự học 
lấy những kiến thức của lớp trên, nhiều khi 
phải học dấu lén, sợ các bạn biết chế diễu, 
cho là làm bộ "ta đây". Không có sách, phải 
đi mượn rồi chép. Nhưng tôi không chép máy 
móc. Tôi đọc hiểu rồi ghi lại vấn tắt theo 
cách hiểu của mình. Ví dụ, có định lH tôi 
không ghỉ chứng mỉnh khi thấy rằng tự 
mình suy diễn lôgÍc có thể tìm lại chứng 
minh đó dễ dàng. Hoặc nếu thấy rằng điểm 
then chốt trong chứng minh là biết dựng 
thêm một đường phụ nào đó (hÌnh học), thực 
hiện một mẹo tính nào đó (đại số, lượng 
giác) thì tôi chỉ ghỉ điểm then chốt đó thôi. 
Như vậy là ghi chép trên cơ sở bộ óc đã tích 
cực làm việc chứ không phải chỉ là lao động 
của bàn tay éẩm bút. Và thế là một cách vô 
tình, tôi đã thực hiện được điều mà ngày nay 
các bạn gọi là tới hiện bài (túc là hiểu bài 
rồi chưa cho là đủ, phải đạt yêu cầu là gấp 
sách lại, tự mỉnh có thể xây dựng lại bài từ 
đầu đến cuối). Tôi cũng đã từng say mê giải 
những bài toán khớ, đeo đuổi ngày này qua 
tháng khác, kÌ cho giải được mới thôi. Nhưng 
tôi không làm nhiều toán lắm và không hể 
dùng đến các sách cho bài giải mẫu. Lúc đơ, 
tôi không tán thành lắm một số bạn để mất 
nhiều thì giờ sao chép sách cho đẹp đẽ và 
đầy đủ và óc thì ít suy nghĩ hoặc những 
bạn mở sách có "bài giải mẫu" ra làm hết bài 
này đến bài khác nhưng khi làm bài nào mà 
gặp khó khăn thì đã vội mở bài giải mẫu ra 
xem. 


3. Học đi đôi với hành, tranh thủ mọi 
lúc, mọi nơi để học. Ngoài việc học ở lớp, 
ở nhà, trong sách, tôi thường hay quan tâm 
đến các sự việc xây ra chung quanh mìỉnh, 
trong thiên nhiên và trong xã hội. Lúc đó 
chưa làm gì có ý thức phục vụ sản xuất chỉ 
có óc tò mò khoa học thúc đẩy tìm cách giải 
thích sự kiện này, hiện tượng kia. VÍ dụ tôi 
đã tò mò muốn hiểu xem các số ghi trên cột 
dây thép dọc hai bên đường sắt là những số 
gì. Không hỏi ai được, tôi tự tìm hiểu lấy. 
Chẳng bạn tôi theo đối sự biến thiên của một 
số từ cột này qua cột khác và thấy rằng nó 
giữ nguyên một giá trị trong khoảng hai 
mươi cột rồi mới tăng thêm (hay giảm đi) 
một đơn vị. Từ đó, tôi suy ra rằng số đó chỉ 
số cây số. Hoặc như thấy bóng nắng mái nhà 
bao giờ cũng song song với thềm nhà, tôi 
nghỉ xem tại sao lại như vậy, căn cứ vào 
định lí nào của hình học không gian ? Hay 
như thấy vành trăng lưỡi liềm, tôi cố hình 
dung ra trong không gian vị trí tương đối 
của mặt trời, quả đất, mặt trăng phải như 
thế nào để có được hình trăng lưỡi liềm như 
vậy v.v... Tranh thủ suy nghỉ về một bài toán 
khó thì không phải bao giờ cũng có điều kiện 
ngồi vào bàn, có tờ giấy nháp trước mặt, 
quản bút cẩm tay. Chính hoàn cảnh đó đã 
thúc đẩy tôi đến chỗ có khi phải cố hình 


dung ra trong óc những phép toán, những 
hình v.v... mà không viết, vẽ ra giấy (ví dụ 
lúc đã lên giường nằm). Nay suy nghỉ lại thì 
thấy có lẽ chính điều đó đã giúp mỉnh phát 
triển "trí tưởng tượng về không gian", khả 
năng "tập trung tư tưởng cao". 

Tất cả những điều vừa nói ở trên tạo dần 
nên một khả năng, một thói quen là tranh 
thủ được nhiều lúc, nhiều nơi để học tập, 
rèn luyện tư đuy toán học, không nhất thiết 
phải ngồi vào bàn học và do đớ không mất 
thêm thì giờ. 


Các bạn trẻ yêu toán ngày nay ở trong 
những điều kiện thuận lợi hơn chúng tôi 
trước đây nhiều. Động cơ duy nhất thúc đẩy 
chúng tôi trước đây là óc tò mò khoa học, 
sự say mê môn toán. Ngoài động cơ đó ra, 
ngày nay, trong chế độ xã hội chủ nghĩa, các 
bạn còn có lòng yêu nước, yêu chế độ thúc 
đẩy các bạn học giỏi để phục vụ tốt. Mọi việc 
làm tốt của các bạn đều được cổ vũ, khuyến 
khích, nâng đỡ. Trước đây, trong chế độ thực 
dân, chúng tôi làm gì có được điều đó. Bởi 
vậy, chúng tôi mong và tin rằng các bạn sẽ 
vượt rất xa chúng tôi. Chỉ cần các bạn cố 
gáng, bền bỉ, kiên nhấn. Có thể có bạn hiện 
nay chưa giỏi toán nhưng rồi bạn sẽ giỏi, vì 
tài năng chủ yếu do rèn luyện mà có. 


NGAY TỪ BÂY GIỜ CÁC BẠN HÃY 
TẬP DƯỢT SÁNG TẠO TRONG TOÁN HỌC 


Các bạn trẻ yêu toán thân mến ! Với lòng 
nhiệt tình yêu mến Tổ quốc xã hội chủ nghĩa 
tươi đẹp của chúng ta, với lòng say sưa yêu 
thích bộ môn toán, chắc hẳn các bạn đều 
mong muốn cho đất nước ta sớm có một đội 
ngũ rất đông các nhà toán học vững về chính 
trị, giỏi về chuyên môn, và hẳn mọi người 
trong các bạn đều có hoài bão, ước mơ mình 
sẽ được đứng trong đội ngũ đó. Để cho hoài 
bão, ước mơ đó trở thành sự thật, ngay từ 
bây giờ các bạn hãy cố tập dượt sáng tạo 


NGUYÊN CẢNH TOÀN 


trong toán học đi. Chắc các bạn sẽ hỏi : "Tập 
đượt như thế nào ? Trình độ còn thấp kém 
mà đã tập đòi làm những việc cao xa như 
thế à ?". Sáng tạo, phát minh trong toán học 
cố nhiên không phải là một việc dễ, ai cũng 
làm được, nhưng cũng không phải là một 
việc quá khó, chỉ dành riêng cho một số Ít 
người có tài năng đặc biệt, cũng không phải 
là một việc quá cao xa đối với các bạn vì 
ngay trong phạm vi kiến thức của các bạn 
đã có thể có những suy nghĩ sáng tạo rồi. 
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Các bạn đã sẵn có một lòng yêu toán, chỉ 
cần các bạn biết cách tập dượt suy nghỉ sáng 
tạo và bền bỉ, kiên nhẫn tập dượt theo cách 
đó thì rồi nay mai, bạn sẽ thấy rằng phát 
mỉnh toán học không phải là một điều gì 
thần bí cao xa. 

Vậy thì phương pháp tập dượt đó như thế 
nào ? Có thể là mọi người tùy theo điều kiện, 
hoàn cảnh của mình có một phương pháp 
riêng thích hợp nhưng theo ý tôi, nếu bỏ qua 
những khác nhau về chí tiết thì cũng có thể 
nêu ra một phương pháp chung đại khái như 
Sau : 


1. Khi học một hiến thúc toứn học mới, 
ngoài uiệc hiểu 0uờ uận dụng được kiến thức 
đó, thử tự đặt mình oào oị trí người đã phát 
mình ra hiến thúc đó, cố hình dung xem 
người đó đã suy nghĩ như thế nào. Điêu này 
không phải bao giờ cũng làm được và khi 
làm được thì quá trình suy nghỉ của mình 
chưa chác đã trùng với quá trình suy nghĩ 
của người phát minh vÌ người ta có thể có 
nhiều con đường để đi tới một chân lí, 
Nhưng điều đó không hề gÌ vì mục đích của 
chúng ta không phải là tìm cho ra xem người 
phát minh đã suy nghĩ như thế nào mà chỉ 
tập đượt suy nghĩ sáng tạo thôi. Dù cho suy 
nghi không ra gì thì vẫn cứ tốt vì trong quá 
trình suy nghỉ đó, kiến thức và năng lực trí 
tuệ của chúng ta đã được vận dụng. 

Ví dụ : Học về hệ thức lượng trong vòng 
tròn : 

MA.MB = MC.MD thì ngoài việc hiểu hệ 
thức đó, ta nên tự đặt câu hỏi : "Người ta 
suy nghỉ như thế nào mà khám phá ra được 
hệ thứ đó nhỉ ?" 


Có thể là bạn sẽ suy nghỉ như sau : "Chắc 
là người ta cho cát tuyến quay quanh điểm 
M và nhận xét thấy rằng trong hai đoạn MA 
và AB, kẻ đoạn này đài ra thì đoạn kia ngắn 
đi. Từ đó người ta đưa ra phỏng đoán đầu 
tiên là hai đoạn thẳng đó tỉ lệ nghịch với 
nhau rồi kiểm tra phỏng đoán đó bằng cách 
thử cố chứng mỉnh phỏng đoán đó. Khi 
chứng minh thấy là đúng, người ta mới 
xướng lên định lí đớ”. Thật ra thì chẳng biết 
có phải người đầu tiên phát mỉnh ra định 1í 
này suy nghỉ như thế không nhưng nếu 
chúng ta biết tập dượt suy nghĩ như thế thì 
có cái tốt là xây dựng thành thới quen hay 
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chú ý nhận xét, phỏng đoán kết quả, kiểm 
tra, để đi đến chỗ tự mình tìm ra chân lí, 

3. Khi học được một biến thức toán học 
mới nên H¿ đột câu hỏi sau đây uà cố gắng 
trả lài : "Kiến thức này cô thể mở rộng ro 
được không ? Đối uói những uấn đồ tương 
tự, có những kiến thúc tương tụ không ?". 
Việc làm này có phần dễ hơn việc làm trên 
nhưng cũng đồi hỏi chúng ta phải cớ một trí 
tưởng tượng đổi dào ví dụ như : Tưởng 
tượng rằng một tam giác là một hình thang 
có đáy nhỏ bằng không, là một tứ giác có 
một cạnh bằng không, là một hÌnh tương tự 
với tứ điện ở trong không gian v.v... Hoặc 
như khi ta có một đoạn thẳng với trung 
điểm của nớ thì phải nhìn thấy trong hình 
vẽ có "hai điểm đối xứng" "hai điểm vị tự" 
"hai điểm chia điều hòa một đoạn thẳng" 
"một hỉnh tương tự với vòng tròn và tâm của 
nó trong mặt phẳng" "một hình tương tự với 
tam giác và trọng tâm của nó trong mặt 
phẳng".". Trong các bài "Nói chuyện với các 
bạn trẻ yêu Toán" ở báo "Toán học tuổi Trẻ". 
Các số : 10 (7-1965) 21 (6-1966), tôi đã nêu 
rõ lợi ích của việc xem một tam giác như 
một tứ giác có một cạnh bằng không. Đây 
xin nêu thêm ví dụ về lợi ích của việc xem 
một đoạn thẳng với trung điểm của nớ là 
hình tương tự với tam giác và trọng tâm của 
nó và xem tam giác như là hình tương tự 
với tứ diện. 

Biết cách xem như trên thì định lí *Ba 
trung tuyến của một tam giác đồng quy" sẽ 
đưa ta ngay tới ý nghỉ rằng có lẽ trong 
không gian sẽ có định lí sau đây : "Bốn 
đường thẳng nối bốn đỉnh của một tứ diện 
theo thứ tự với trọng tâm của bốn mặt đối 
diện thì đồng quy". Tất nhiên là còn phải 
chứng minh xem điều phỏng đoán trên đây 
có đúng không. 

Không những trong các bài học mà trong 
các bài tập cũng vậy, luôn nêu suy nghỉ tìm 
cách mở rộng các câu hỏi đặt ra. 

3) Gặp bất cú sự uiệc gì xung quanh, thủ 
cố nghỉ xem có uấn dề gì dinh đến toán học 
ở đây không, có thể đem hiểu biết toán học 
ra mà giải thích, mà cải Hiến không uờ khi 


» Vì nếu ta chỉ xét các điểm trên một đường thẳng thì 
quỹ tích các điểm cách đều một điểm cho trước một khoảng 
Ä sẽ gồm hai đấu mút của một đoạn thẳng dài 2† và nhận 
điểm cho trước làm trung điểm. 





đã giải thích, cải tiến được rồi thì cũng 
không thỏa mãn, thủ cố đỉ sâu hơn, mỏ rộng 
thêm xem sao. 


Ví dụ : một bạn học sinh nọ nhân buổi 
tối ra đứng gần cửa sổ nhìn sang tường nhà 
trước mặt chợt chú ý đến một hiện tượng 
mà lâu nay bạn đó đã bỏ qua : Bóng các 
chấn song cửa sổ nhà bạn đó in trên tường 
nhà trước mặt thành những đường song 
song. Bạn đó nghỉ : "Tại sao lại như vậy ? " 
và tìm cách giải thích. Thế là trong óc bạn 
đó cái đèn nhà mình trở thành một điểm, 
mỗi chấn song là một đường thẳng và bóng 
của nó trên tường nhà trước mặt là tương 
giao của mặt tường này với mặt phẳng xác 
định bởi cái đèn và chấn song. Một bài toán 
về hình học không gian được đặt ra và các 
định lí về tương giao của các đường thắng 
và mặt phẳng được huy động. Cuối cùng bạn 
đó giải thích được tại sao các bóng chấn song 
cửa sổ lại // Nhưng đến đây bạn đó cũng 
chưa thỏa mãn và nghỉ tiếp "Nếu như bức 
tường trước mắt và bức tường nhà mình (tức 


CẦN PHẢẨI GIẢI TOÁN 


Khi tôi còn đi học, các thày thường nhắc 
nhở chúng tôi : phải đào sâu suy nghĩ trong 
khi làm toán. Như thế nào là đào sâu suy 
nghỉ trong khi làm toán ? Có phải chỉ là giải 
bài toán bằng nhiều phương pháp và cố gắng 
tìm ra những phương pháp độc đáo hay 
không ? Tôi bàn khoăn mãi. Sau này mới 
hiểu : thế thì tốt nhưng chưa đủ. Một điều 
quan trọng là sau khi giải xong một bài toán 
còn phải biết đề ra những bài toán mới bằng 
cách tổng quát hóa, bằng cách liên hệ đến 
những trường hợp tương tự, hay nói một 
cách đơn giản, phải biết đề ra những câu hỏi, 
những thắc mắc xoay quanh bài toán đó, tự 
giải quyết và rút ra những kết luận cẩn 
thiết. Làm như vậy chúng ta sẽ không bị trới 
chặt vào những bài toán đã cớ sẵn, những 
bài toán đơ chỉ là câu hỏi gợi ý cho chúng 


là bức tường có cửa sổ) không // với nhau 
thì liệu bóng các chấn song cửa sổ có còn // 
với nhau nữa không ?" Và rồi bạn đó cũng 
giải được bài toán này. Nhưng vẫn chưa hết. 
Bạn đớ lại tiếp tục nghỉ : "Bóng các chấn 
song mà in xuống sân thì sao nhỉ ?" và tất 
nhiên cũng cố suy nghĩ để trả lời. 


Tuy trong thí dụ này chưa có cái gÌ là 
sáng tạo cho lắm, nhưng nếu bạn đó tiếp tục 
rèn luyện như vậy thì chấc chắn là sẽ trở 
nên nhạy cảm trong việc lên hệ Toán học 
với thực tế và sau này trước yêu cầu của 
công tác, của sản xuất chắc sẽ có những sáng 
tạo, cải tiến có tác dụng phục vụ thiết thực. 

Các bạn trẻ yêu toán thân mến ! Những 
điều tôi nói ở trên chắc không phải là quá 
khó phải không các bạn ? Nó cũng chẳng đòi 
hỏi một óe thông minh gì đặc biệt. Chỉ cẩn 
có ý thức và quyết tâm rèn luyện. Khi đã 
quen với nếp làm việc, suy nghỉ như trên 
bạn sẽ càng thấy yêu mến toán hơn và cụ 
thể chắc chắn bạn sẽ đạt được ước mơ, hoài 
bão của mình. 


MỘT CÁCH SÂU SẮC 


NGUYÊN QUANG KÍNH 
(Vinh Phúc) 


ta nghi đến những bài toán tổng quát hơn, 
sâu sắc hơn và khi giải những bài toán mới 
này chúng ta có thể tìm ra những kết quả 
mà đo điều kiện giới hạn về chương trình và. 
thời gian các thày không thể nới đến. Hôm 
nay các bạn hãy cùng tôi xét thí dụ bài toán 
sau đây trong cuốn "Dạy và học toán ở cấp 
8" (Nhà xuất bản Giáo dục) : 

Hãy chứng minh rằng : 

Ụ) Các số , 2 › ạ lập thành 1 cấp số cộng (1) 

2) Các giá trị của hàm số sin2x của các 
z.x 
48 
8) Các giá trị của hàm số cos2x của các 

¬- lập thành một cấp số cộng lùi. 


góc th lập thành một cấp số cộng tiến. 


gó 


°g:2!39 
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4) Các giá trị của hàm số tgx của các góc 
gia : lập thành một cấp số nhân tiến. 


ð) Các giá trị của hàm số cotgr của các 
e Ra lập thành một cấp số nhân lùi. 


kì 


Đây không phải là một bài toán khớ. Các 
bạn cớ thể giải bài toán này một cách dễ 
dàng. Nhưng không phải vì thế mà bài toán 
này không đem đến cho chúng ta những điều 
bổ ích, nó có thể làm điểm xuất phát cho sự 
suy nghĩ của chúng ta. 


Trong bài toán này, điều đáng chú ý trước 
hết là chẳng những số đo của các góc lập thành 
một cấp số mà cả các giá trị sin2œ (và sau 
đó là cos2z, tgơ, cotgz) cũng lập thành một 
cấp số. Điều đó có phải bao giờ cũng xây ra 


đâu ? Chẳng hạn 0, = ›z, lập thành một cấp 


số cộng nhưng sin?0.sìn2^, sin2r lại không 
5 2 


lập thành một cấp số cộng. Nhưng đây có 
phải là trường hợp duy nhất không ? Rõ 
ràng là không : do tính chất tuần hoàn của 
hàm số sinz (và đo đó của sin2z) chúng ta 
chỉ việc cộng thêm vào các số hạng của cấp 
số (1) cùng một lượng 2kz là chúng ta sẽ 
được một cấp số mới cũng có những tính 
chất đó. VÍ dụ nếu ta cộng vào cấp số (1) 
cùng một lượng 2z thì ta được cấp số : 


lâm 9w 7x 
6'43'8 
9 1 
Rõ ràng khi đó gin2 TẾT ,sinẺ Sự ,sinẺ 


cũng lập thành một cấp số cộng (lại chính 
i+_7E 
là cấp số cộng in” S ¡ sinÊ2 ; Ta). Nhưng 


các bạn có thể thắc mắc : ngoài cấp số có 
được bằng cách cộng thêm cùng một lượng 
2km vào các số hạng của cấp số (1) thì còn 
có cấp số nào khác mà sin2œ của chúng cũng 
lập thành một cấp số cộng hay không ? Thế 
là các bạn đã có một bài toán mới để đi sâu 
giải quyết rồi đấy ! Bài toán đó có thể phát 
biểu như sau : "Tìm các gớc œ, ổ, y sao cho 
chúng có số đo lập thành một cấp số cộng 
và sin2z, sin2Ø, sin^y cũng lập thành một cấp 
số cộng". Chúng ta hãy cùng giải bài toán 
này : 

Để ø, Ø, y lập thành một cấp số cộng thì 
ta phải có: 


T4 


8-a=y-B=d 
hay là : 

8 =a+d 

y=a+2d 


Để sin?œ, sin2Ø, sin2y lập thành một cấp 

số cộng thÌ ta phải có : 
sin?Ø - sin2z = sin2y - sin2Ø 

hay là : 
sin“(œ + đ) — sinÄœ = sin2(z + 2z) ~ sinÄ(z + đi) (2) 

Coi œ là ẩn số, ở là thông số chúng ta hãy 
giải phương trình này. Ta biến đổi (2) như 
8au : 

[sin(œ + đ) - ginz] [sin(z + đ) + sinz] = 


= [sin(ø + 2đ) - sin(œ + đ] [sin(œ + 2đ) + 
+sin(z + đ)] 











hay là : 
2cos ki ¿ sIC š Sín _ — = 
2 2 2 2 
= 2cos SE HC Hi ua 
2 2 2 2 
hay là : 


sin(2a + đ)sinđ = sin(2œ + 3d)sind 
hay là : 
sind[sin(2a + đ) - sin (2œ + 3đ)] = 0 (3) 
Nếu : 
sinđ = 0 
nghĩa là : 
đ = kñ 
thì phương trình (3) nhận mọi giá trị bất kì 
của z làm nghiệm. Khi đó với giá trị œ tùy 
ý ta được cấp số cộng : 
#, & + km, ă + (k + L)z 
mà bình phương sin của chúng cũng lập 
thành một cấp số cộng. Cấp số cộng này có 
các số hạng bằng nhau. 


Nếu sindđ z 0 
tức là : 
đ # km 
thì ta có : 


sin(2œ + ở) - sin(2œ + 3đ) = 0 
Giải phương trình này ta sẽ được : 
a= ~d + (2k + 12 @ =0,1,2,3..) 4 


Bây giờ các bạn chỉ việc cho đ một giá trị 
bất kÌ nào đớ và với š là một số nguyên nào 


đó thế là bạn đã có được số hạng đầu ø và 
công sai của cấp số phải tìm. 


Chẳng hạn nếu lấy & = 0, đ = TE thì bạn 


sẽ được cấp số (1) nêu ra ở bài tập trên. 

Để kết thúc bài toán này chúng ta có thể 
rút ra kết luận : Điều kiện để cho cấp số 
cộng a, Ø, y có tính chất bình phương sin 
của chúng (sin2z, sin2Ø, sin2y) cũng lập 
thành một cấp số cộng là giữa số hạng đầu 
œ và công sai ở của cấp số ø, ổ, y liên hệ với 
nhau bởi đẳng thức (4). 

Hoàn toàn tương tự như vậy bạn có thể 
tÌm một cấp số cộng ø, ổ, y để cos2z, cos2Ø, 
cos2y lập thành một cấp số cộng hoặc để tgø, 
tợØ, tgy, lập thành cấp số nhân, hoặc để 
sinz, sinổ, siny lập thành cấp số cộng, hoặc 
thay tất cả những chữ "cấp số nhân" bằng 
những chữ "cấp số cộng" và ngược lại trong 
các bài tập trên. Như người ta thường nói, 
thế là các bạn đã có những "đề tài nghiên 
cứu" rồi đấy (tất nhiên là những để tài của 
riêng chúng ta, học sinh cấp 3). 

Nhưng có phải chỉ có thế không nhỉ ? Các 
bạn có thể tự đặt một câu hỏi : có phải hễ 
cứ sin2z, sin2đ, sin2y lập thành một cấp số 
cộng thì cos2œ, cos2, cos2y cũng lập thành 
một cấp số cộng hay không ? Đúng là thế 
đấy. Các bạn có thể áp dụng công thức : 

sin2x = ] - cos2z 

để chứng minh rằng nếu : 

sin2Ø ~ sin2z = sin^y - sin”Ø 
thì : cos2Ở — cos2œ = cos2y - cos2Ø 
hoặc các bạn có thể xem cos2ø, coa2Ø, cos2y 
là hiệu của hai cấp số cộng 1, 1, ] và sin2ơ, 
sin2Ø, sin2y (hiệu của hai cấp số cộng cũng 
là một cấp số cộng). 

Ở bài Phở kệ 


sin2C 


ra trên kia khi 


^,sin2 n? s lập thành một cấp số 


ằ „8Ï 
Lắ "na 
cộng thì tr. tg 2. ta lại lập thành một 


cấp số nhân. Điều đó có đúng cho các góc a, 
8, y bất kì hay không ? Chúng ta thử xét 
xem : 


Giả sử ø, ổ, y khác kỹ (để cho tang của 


chúng xác định) và giả sử sin2œ, sìn2Ø, sin^y 
lập thành một cấp số cộng trong đó : 


sỉnz sinổ siny # 0 


Khi đó theo lí luận ở ngay trên ta cũng 
Sẽ CÓ : 


cos2ổ — cos2œ = cos2y - cos2Ø 











1 1 
là:————>———= 
HÁT Y TP: HA 
“.. 
l+igy 1+/g2 
2 1 1 
Hàn l+tgØ - lớn 1 + tgy 
gu tg?8 
= 9 + tg2a + tg?y 
1 + tg2a + tg?y + tg?atg2y 
_ ø 1+ tgx+ tgy+ tgatgy— 
hay là tg2Ø= Xi cờ nh 1 
bay là : 
_ „ (3+ tga+ tg3)+ (tgatgy- 1) _ 
t2 2+ tgˆz+ tg2y : 
tg2ztg2y — 1 


hay là : t, =1l+2———— 5 
sử #8 2 + tgˆa + tg?y Xà: 


Nhìn vào đẳng thức (5ð) chúng ta nhận 
thấy nếu : 


tgatgy =1 
thì ta sẽ được : 


tg28 = tga.tgy (6) 
và đây chính là điều kiện để tgø, tgổ, tgy 
lập thành một cấp số nhân. Vậy ta có thể 
kết luận : 

Nếu sin2œ, sin2Ø, sin2y lập thành một cấp 
số cộng trong đó sinổ z 0 và nếu : tgatgy = Ì 
thì tgz, tgổ, tgy cũng lập thành một cấp số 
nhân. 

Trong kết luận này chúng ta phải thêm 
điều kiện : sinđ z# 0 để đẳng thức (6) có 
nghĩa. Các bạn nên lưu ý một điều là chính 
cấp số nêu ra ở bài toán đầu tiên cũng chỉ 
là một trường hợp đặc biệt của những cấp 
số nêu ra ở kết luận này của chúng ta. 


Đến đây chưa phải là đã kết thúc rồi đâu. 
Chúng ta đang xét vấn đề : với các góc ø, ổ, 
y như thế nào thì chẳng những số đo của 
chúng lập thành một cấp số mà cả các giá 
trị hàm số lượng giác của chúng cũng lập 
thành một cấp số. Nhưng cũng không gÌ 
ngăn trở chúng ta nghỉ tới một vấn đề tương 


T5 





tự : tÌm một cấp số cộng mà logarit của 
chúng cũng lập thành một cấp số cộng. Các 
bạn hãy cùng tôi giải thêm bài toán mới 
này : 

Gọi số hạng đầu của cấp số phải tỉm là x 
(é > 0), công sai là ở. (ý > 0). Để logarit 
của chúng cũng lập thành một cấp số cộng 
thì ta có : 


logŒ& + ở) - logx = log& + 2g) - log% + đ) 








x†d x+2d 
x x+tđ 
(œ +đ)? = x(x + 2đ) Œ) 


Đảng thức này chỉ ra rằng cấp số cộng 
đang tìm còn phải là cấp số nhân nữa. Điều 
đó chỉ xảy ra khi các số hạng của cấp số này 
bằng nhau nghĩa là ở = 0. 

Nếu các bạn không tin các bạn thử biến 
đổi đẳng thức (7) mà xem. Chúng ta có thể 
nói : "Điều kiện để logarit của một cấp số 
cộng u,.u,z„ cũng lập thành một cấp số 
cộng là : 

ha Pha 
nó cũng là một cấp số nhân". 


Gòn logarit của một cấp số nhân thì sao ? 
Logarit của một cấp số nhân (số hạng 
dương) là một cấp số cộng. Thế logarit của 
một cấp số nhân có thể là một cấp số nhân 
hay không ? Điều đó chỉ có khi cấp số nhân 
này cớ các số hạng như nhau. Các bạn thử 
suy nghỉ mà xem. 


Đây mới chỉ là một bài toán bình thường, 
toán học còn có nhiều điều tuyệt diệu khác 
và mỗi bài toán đều để nấp đằng sau nó biết 
bao nhiêu điều lí thú. Đến đây chắc chúng 
ta có thể thống nhất ý kiến với nhau : khi 
làm toán cần phải suy nghỉ sâu sắc và sáng 
tạo, sáng tạo để khám phá những điều mà 
chưa ai bảo cho ta. Tất nhiên không phải khi 
nào chúng ta cũng tÌm ra những điều lí thú 
cả. Nhưng điều quan trọng là chúng ta cần 
luyện tập để có một thới quen suy nghĩ sâu 
sắc, thối quen tò mò, thích khám phá ra 
những cái mới trong khoa học (ban đầu thì 
là mới đối với riêng ta). Cái đó cần thiết để 
chúng ta chẳng những trở thành một học 
sinh giỏi toán mà còn để học giỏi bất kỉ một 
môn học nào khác. 


TÔI BẮT ĐẦU THÍCH TOÁN NHƯ THẾ NÀO ? 


Tôi vốn là một học sinh bình thường về 
toán , Thầy dạy toán chưa bao giờ khen tôi 
về toán, tôi đối với toán cũng không lấy gì 
làm mặn mà lắm ; vậy mà bây giờ tôi lại 
thấy toán thật là thú vị. Xin kể lại câu 
chuyện sau đây, nó nói lên một cách hợc tập 
đã làm cho tôi thích toán. 


Để vẽ chính xác đồ thị hàm số y = az + 
bz? + cx +d tôi phải tìm giao điểm của đường 
cong với trục hoành tức là tìm nghiệm của 
phương trình axz3 + öz2 + cx + d = 0. Công 
việc này tốn khá nhiều thời gian vì lúc đầu 
chúng tôi không biết tính nghiệm (hay 
nghiệm gần đúng) của phương trình này, do 
đó lần đầu tiên tôi mạo hiểm đề ra cho mình 
bài toán sau : 
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Tìm nghiệm của phương trình 
f(x) = ax) + bx2 +cx +d =0 @) 

Nếu tìm không được - chắc là không được 
vì có lẽ khó quá (dễ thì trong sách giáo khoa 
đã giới thiệu và tôi đã chẳng phải đi mò !) 
thì tìm nghiệm gần đúng vậy, sao cho nó đủ 
chính xác để vẽ đường cong. 

Học tập cách giải ax2 + bx + c = O tôi 
cũng thêm bớt vào F(+) những lượng thích 
hợp để đưa phương trình về dạng (x + ø)2 + 
8 = 0. Biến đổi như sau : axÔ + ðx? + c+x + 
đ = 0 chia cho a (vÌ a # 0 nên chia được). 


đ 
XU 242x426 
g g g 


2 3 

b b bu c „ở 
3 2 Rôskc =< =r& 
2+3 2+ tận] * | J>em 


- #(0)ˆ* (8° 
+[š-®(& 


Vậy nếu -“3( 


xổ 3 
l]F*z -đ) sỹ 
¬ thì không thể đưa 
phương trỉnh về dạng mong muốn được, 
nhưng vì vế trái đã có ( + mÌ” nên để có 


3ø 
thể dùng ẩn phụ tôi tiếp tục biến đổi. 


Œ*áz) + (* tấp) * 
b 


`... 
J']+2- (6 


'Töm lại có thể h phương = về dạng 


x[š-*(& ?=ÓỌ 


b 

x2+pXx+qạ=0 (2) (X=z+) 

Để khảo sát hình dạng đường cong của 

hàm số y = #(x) = øx2 + bz2 + c+ + ở ta chỉ 

cần khảo sát hàm số y = x3 + px + g. Thật 

vậy đường cong y = ø+x2 + bx? + cx + d chính 

là đường cong y = + + pz + g tịnh tiến dọc 

theo trục hoành đi - 3œ đơn vị rồi co trục 

tung theo hệ số a. „Đội trục tọa độ một lần 
nữa 


x=X 
y=Ý+4 
ta cớ phương trình đường cong trong hệ trục 
tọa độ mới là Y = XÖ + pX. Dây là hàm số 
lẻ nên nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng. 
Gốc tọa độ cũng chính là điểm uốn. Như vậy 
bước đầu tôi đã tự mình giải thích được một 
điều nơi trong sách giáo khoa mà không 
chứng minh : 
Điểm uốn củo đồ thị chính là tâm đối 
xúng của đồ thị. 
2 - Ta khảo sát hàm số y = z + p# + 4. 
Đạo hàm y' = 3+? + p có thể dương với 
mọi giá trị của z (khi p > 0). Hàm số đồng 
biến từ - œ đến + œ, Giá trị của hàm cũng 
biến thiên từ - © đến + œ. Trong trường hợp 
p < 0, đạo hàm triệt tiêu và đổi dấu tại 


x=#*# s- Hàm đạt cực đại tại 


- \ K. và đạt cực tiểu tại \ k. . Hàm số 


đồng biến rồi nghịch biến và cuối cùng là 


đồng biến. V1 vậy 

hình dạng của ỳ 
đường cong phải 
là (h.1). 

Nhìn vào đồ 
thị ta thấy đường 
cong bao giờ cũng 
cắt trục hoành vì 
hàm tăng từ - 
đến + œ. Nghĩa là 
phương trình bậc 
ba bao giờ cũng 
có nghiệm. Điều 
này thật là mới mẻ đối với tôi. Phương trình 
bậc hai hay phương trình trùng phương có 
thể vô nghiệm chứ phương trình bậc ba bao 
giờ cũng có nghiệm ! Mãi đến khi học về 
đường tiệm cận tôi mới giải thích được hiện 
tượng đó. 


Hình ï 


<2 


Hình 2 

Tổng quát hóa lên tôi thấy : 

Phương trình bậc lẻ bao giờ cũng có Ít 
nhất một nghiệm (vì x2” ” Ì biến thiên từ - 
đến + ©). 

8 - Suy nghỉ ki hơn tôi thấy không cần 
hàm phải tăng từ - œ đến + œ phương trình 
tương ứng mới có nghiệm mà chỉ cần hàm 
đổi đấu và liên tục là được. Đi từ dương sang 
âm hay từ âm sang dương một cách liên tục 
thì nhất định phải qua số không ! Nhận xét 
này hiển nhiên quá thế mà trước đây tôi 
không nghỉ ra ! Vậy : 

Nếu ƑF(z) liên tục trong khoảng (a, b} và 
F(a).F(b) < 0 thì có œ ở giữa (œ, b) để cho 
F(œ) = 

Nhận xét này đã giúp tôi rất nhiều để 
hoàn thành nhiệm vụ học tập. 

4 — Xét lại trường hợp p > 0 và p < 0 
tôi thấy : 


TT 





a) p > 0 phương trình chỉ có 1 nghiệm vì 
hàm luôn luôn đồng biến. Đường cong không 
thể quay trở lại cất trục hoành một lần nữa. 

b) p < 0 đường cong có cực đại, cực tiểu, 
khi quay trở lại có thể cất trục hoành nên 
trong trường hợp này có thể có một nghiệm, 
2 nghiệm (trong đó cớ một nghiệm kép) 3 
nghiệp tùy theo vị trí của trục hoành với 
đường cong. 

Đến đây tôi vẫn tiếp tục đi sâu thêm và 
cứ sáng dần ra về nhiều vấn đề nhưng tôi 


xin miễn trình bẩy tiếp sợ mất thì giờ của 
các bạn. Tôi chỉ xin kết luận như sau : 

"Vạn sự khởi đầu nan", chịu khó suy nghĩ 
tôi thấy đã hiểu được bài một cách sâu sắc 
và toàn diện hơn, và thật là vui sướng khi 
tự mình khám phá ra được những bí mật bổ 
Ích. (Tuy rằng những điều đó thì chả có gì 
là quan trọng và người ta đã biết từ lâu), cứ 
tiếp tục học tập theo cách trên đây, đến bây 
giờ tôi rất thích toán. 


TÔI ĐỌC CUỐN "GỬI CÁC BẠN TRẺ YÊU TOÁN" 
CỦA HOA LA CANH 


Đầu năm 1965, tình cờ một người bạn cho 
tôi mượn cuốn "Gửi các bạn trẻ yêu toán" của 
Hoa La Canh. Lúc đầu tôi cũng xem bình 
thường như mọi quyển sách khác, nhưng 
dần dần đọc một vài trang sau, tôi càng ngày 
càng bị lôi cuốn, và cuối cùng hôm đở tôi đã 
đọc quyển sách này một mạch bỏ cÁ buổi 
trưa. Sau đó tôi đã cố gắng tìm mua bằng 
được cuốn sách, và thường cho đến nay thỉnh 
thoảng vẫn xem đi xem lại đoạn này hay 
đoạn khác, và nhiều lúc trong công tác của 
mỉnh tôi cũng đã cầu cứu đến cuốn sách này 
như một người bạn, một người hướng dẫn 
chân tỉnh. 

Hoa La Canh là một nhà toán học lớn 
hiện nay của Trung Quốc và thế giới. Ông 
xuất thân từ một gia đình nghèo, chỉ được 
theo học ở nhà trường cho đến hết cấp H, 
rồi phải bỏ học. Mặc dầu vậy và mặc đầu lúc 
đó Trung Quốc chưa được giải phóng, điều 
kiện tự học của thanh thiếu niên rất là khớ 
khăn, ông đã tự học mà trưởng thành lên, 
đã trở thành một nhà toán học lỗi lạc, có 
nhiều đóng góp cho nhiều bộ môn toán học, 
đặc biệt là cho bộ môn "lí thuyết số". Sau khi 
cách mạng Trung Quốc thành công ông đã 
và đang đem hết sức mình cống hiến cho sự 
nghiệp xây dựng chủ nghĩa xã hội. Đặc biệt 
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ông rất quan tâm đến việc học tập của thanh 
niên, của cán bộ khi đang còn ngồi trên ghế 
nhà trường cũng như khi đã thôi học. Trong 
nhiều bài báo của mình ông đã đem hết nhiệt 
tỉnh để truyền đạt lại những kinh nghiệm 
quý báu cho thanh niên. Nhiều bài báo đã 
được thu thập lại trong cuốn "Gửi các bạn 
trẻ yêu toán”, mà bạn Trần Hùng Thao đã 
trích dịch mười hai bài, được Nhà xuất bản 
Khoa học xuất bản năm 1964, 


Qua hơn tám chục trang sách trên đây, 
điểm nổi bật đầu tiên thu hút chúng ta là 
lòng yêu nước, yêu chủ nghĩa xã hội của Hoa 
La Canh. Người thanh niên Hoa La Canh, 
khi mới mười bốn mười lăm tuổi, đang còn 
sống trong chế độ cũ, tuy chưa có nhận thức 
đẩy đủ về tổ quốc, chưa "biết yêu nước”, 
nhưng đã cảm thấy rõ cái bất công của xã 
hội cũ, cái "hoàn cảnh sống chết mặc bay 
ấy..." (trang 18) nên đã tự xác định lấy cho 
mình một hướng đi là học toán, học cho thật 
giỏi, đã kiên trì đến cùng và đã thành công. 
Đến khi đã có một trình độ về chuyên môn, 
thÌ do có cơ sở lòng yêu nước nên đã phân 
biệt được là "nhà khoa học phải có lập trường 
rõ ràng" (trang 20) và đo đó mà sau này đi 
theo cách mạng một cách tự giác và tích cực, 
cùng với cơ sở lòng yêu nước như vậy mà 


trong bài "nhận thức của tôi đối với toán 
học" (trang 17) (*} ông đã nêu cho ta rõ ý 
thức và tỉnh thần tÌm cách vận dụng khả 
năng của mỉnh để phục vụ cho tổ quốc ; 
phục vụ dân tộc, cũng đồng thời qua đó mà 
lên án chế độ cũ và nêu lên những đòi hỏi 
lớn lao của tổ quốc đối với các nhà khoa học 
nói chung, và toán học nói riêng. Hoa La 
Canh đã quyết tâm đem hết sức mình phục 
vụ Tổ quốc trong linh vực toán học : "chúng 
ta muốn xây dựng Tổ quốc, bảo vệ Tổ quốc, 
phải có kiến thức toán học" (trang 23) Hoa 
La Canh không chỉ nghỉ mìÌnh sẽ toàn tâm 
toàn ý phục vụ Tổ quốc, mà còn muốn hô 
hào vận động thế hệ trẻ nỗ lực phục vụ Tổ 
quốc bằng phương tiện là toán học ; ông "rất 
nóng lòng muốn làm sao có thể truyền thụ 
được cho các bạn tất cả những hiểu biết của 
mình trong chốc lát" (trang 3) để cho anh 
chị em thanh niên có đủ khả năng phục vụ. 
Hoa La Canh lại rất tin tưởng ở thanh niên, 
tin tưởng rằng thanh niên sẽ tiến bộ nhanh 
và chính thanh niên mới là người chủ đất 
nước tương lai, ông viết : "Tôi mong các bạn 
sẽ vượt tôi, vÌ tôi biết rằng các bạn là những 
sức sống mới đang tiếp lấy những vũ khí từ 
tay chúng tôi để tiến quân vào khoa học” 
(trang 3). Một thể hiện nữa của lòng yêu 
nước của Hoa La Canh là lòng tự hào dân 
tộc, điều đó thể hiện đẩy đủ và sâu sắc trong 
bài "toán học là một môn mà nhân dân ta 
rất. tỉnh thông" (trang 9). Chúng ta hãy học 
tập Hoa La Canh về tỉnh thần yêu nước, yêu 
chủ nghĩa xã hội, yêu một cách sâu sắc và 
thiết thực, thể hiện cụ thể là hãy tấn công 
vào khoa học, chiếm lấy đỉnh cao của khoa 
học, đặc biệt là toán học, để đem nó phục 
vụ cho việc xây dựng tổ quốc, xây dựng chủ 
nghĩa xã hội của chúng ta. Tôi muốn nhấn 
mạnh thêm là chúng ta cần chú ý để học tập 
được lòng tự hào dân tộc của Hoa La Canh. 
Ở nước ta trước đây, không phải là có ít 
người hâm mộ khâm phục phương Tây, 
khâm phục Pháp, Mi đến nỗi quên mất dân 
tộc, cho mình là cái gì cũng quá nhỏ bé. Tư 
tưởng này không phải là không ảnh hưởng 
đến chúng ta ngày nay. Nếu chúng ta chịu 
tÌm tòi suy nghi thì chắc rằng chúng ta có 
thể đánh đổ được tính tự ti dân tộc này 
không khó khăn lắm. Tôi chỉ xỉn đơn cử một 
hai ví dụ. Trước đây có lẽ ở nước ta chỉ có 


được dăm ba người có trình độ đại học, 
nhưng ngày nay chỉ mới sau hai mươi năm 
thành lập nước Việt Nam độc lập, mặc dầu 
đang còn bị đế quốc tiến hành chiến tranh 
xâm lược, mà chúng ta đã có hàng vạn cần 
bộ, tốt nghiệp đại học và có nhiều cán bộ có 
trình độ trên đại học, trong đớ cán bộ về 
toán học chiếm một tỈ số không phải là ít. 
Điều đó cũng đã chứng tỏ rằng nếu cả nước 
ta độc lập và thống nhất thì chắc chắn rằng 
nền khoa học kĩ thuật của chúng ta còn phát 
triển nhanh hơn nữa, và điều đó nớ nới lên 
rằng chúng ta có khả năng về mọi mặt, kể 
cả khả năng về toán học. Mặt khác nữa nếu 
các bạn đi sâu nghiên cứu tÌm hiểu về lịch 
sử toán học Việt Nam thì chắc chắn rằng 
các bạn sẽ chứng mainh được khả năng của 
dân tộc ta phong phú biết chừng nào. 


Trên đây tôi đã trình bẩy thu hoạch của 
tôi về tỉnh thần yêu nước, yêu chủ nghĩa xã 
hội của Hoa La Canh. Qua cuốn sách nhỏ 
của Hoa La Canh chúng ta còn thấy ông giới 
thiệu rõ nét cho chúng ta về nội dung của 
toán học. Về toán học thì có thể nơi : thực 
chất của phương pháp toán học là vấn đề 
rèn luyện tư duy và thực chất của mục đích 
toán học là phục vụ cho sản xuất. Hoa La 
Canh đã dẫn chứng lời của Kalinin "toán học 
là một môn thể thao rèn luyện tư duy" 
(trang 23). Cái thể hiện cụ thể của thể thao 
tư duy đó đã được Hoa La Canh nêu lên "từ 
một số Ít những giả thiết đơn giản có thể 
rút ra nhiều kết luận khác". Chúng ta ai 
cũng thấy rõ rèn luyện tư duy là rất cần 
thiết cho mối người trong xã hội mà rèn 
luyện tư duy bằng toán học thì có hiệu lực 
rõ rệt. "Các nhà toán học Liên Xô cho rằng : 
những người có một trình độ nhất định về 
toán học thì tư duy của họ cũng rất lôgích 
và có nhiều thuận lợi trong công tác nghiên 
cứu". Hoa La Canh đã lấy đó để giải thích 
hiện tượng là có nhiều nhà toán học đã 
thành công trong việc nghiên cứu các ngành 
khoa học khác như cơ học, vật lí, khí tượng... 
và vì thế Hoa La Canh đã khẳng định : "mặc 
dù sau này bận ra làm công tác gì chăng 
nữa, toán học cũng sẽ giúp đỡ cho bạn rất 
nhiều" (trang 28). 


+ Nhũng chú thích (trang ...) trong bài này là chỉ 
dẫn trong cuốn "Gửi các bạn trẻ yêu toán" Nhà XR 
Khoa học, 1964. 
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Đứng về mục đích mà nơi thì rõ ràng là 
mục đích của toán học gián tiếp hay trực 
tiếp phục vụ sản xuất. Cho nên toán học 
phát triển chủ yếu là do yêu cầu sản xuất. 
Hoa La Canh đã chứng minh cụ thể rằng có 
một giai đoạn dài toán học ở Trung Quốc 
không phát triển được vì sản xuất không 
phát triển. Song ở đây một điều quan trọng 
mà Hoa La Canh luôn luôn nhấn mạnh là 
người làm toán phải biết toán học của mình 
phục vụ cho nền sản xuất nào. Toán học ở 
chế độ tư bản chủ nghĩa cũng phát triển, 
nhưng nớ phục vụ cho sản xuất tư bản chủ 
nghĩa, cho sản xuất vũ khí để gây chiến 
tranh. Cho nên mục đích của toán học ở đây, 
mặc dầu cũng vẫn là phục vụ sân xuất - 
song không có chính nghĩa và cũng phải nói 
vì thế mà không phải bao giờ cũng phát triển 
đều và mạnh được. Toán học ở chế độ ta, chế 
độ xã hội chủ nghĩa là phục vụ cho việc kiến 
thiết đất nước, cho việc xây dựng chủ nghĩa 
xã hội phục vụ cho chiến tranh bảo vệ Tổ 
quốc chống chiến tranh xâm lược, cho nên 
triển vọng của toán học rất lớn và yêu cầu 


khẳng định rằng mặc dầu toán học là khớ, 
nhưng không phải là khó lắm, và mọi người 
bình thường đều có thể học giỏi được. Toán 
học là "thể thao" của tư duy, mà thể thao 
thỉ luyện tập thường xuyên là có thể đạt 
được một tiêu chuẩn nhất định "Toán học 
cũng thế, chỉ cần rèn luyện thường xuyên là 
có thể đạt được tới một tiêu chuẩn nhất 
định, không cẩn tới một thiên tài nào cả" 
(trang 29). 


Tiêu chuẩn nhất định ở đây theo tôi là 


trình độ đại học hay trên đại học. Nhận định 
này của Hoa La Canh là có cơ sở thực tế 
chúng ta sẽ thấy đầy đủ nhận định này qua 


bài : "Thông mỉnh do học tập mà có, thiên 
tài đo tích lủy mà nên” (trang 61). 
những ví dụ để chứng minh nhận định này 
cũng không phải là ít. Nhận định này 
cho chúng ta có căn cứ để tỉn tưởng ở bản 
thân, để quyết tâm đũng cảm tiến quân vào 
khoa học, vấn đề còn lại chỉ là phải học như 
thế nào để chóng đạt kết quả tốt mà thôi. 
Hoa La Canh đã giải đáp đẩy đủ cho chúng 
ta là trước hết phải xác định động cơ và Nưn 
£ là ` 








sự nô dịch của nền văn hớa thực dân ; Hoa 
La Canh rất yêu mến tin tưởng ở thanh niên, 
biết vận động phát huy những ưu điểm của 
thanh niên, nhưng đồng thời cũng đã chỉ ra 
những nhược điểm, thiếu sót mà thanh niên 
hay mắc phải. Đặc biệt trong bài "Bài toán 
chia ba một góc" (trang 72) ngoài nội dung 
của bài toán ra trong phần I (mở đầu) và 
phần III "một lời buộc tội không công bằng" 
bàng lí luận sác bén và rất "toán học" ông 
đã vạch ra một cách sâu sắc một loại nhược 
điểm của thanh niên ta trong bước đầu đi 
vào khoa học. Và còn rất nhiều vấn để khác 
nữa có thể để cập đến được. 

Ở đây cuối cùng tôi chỉ xin nói đến một 
vấn đề nữa là đức tính của người làm khoa 
học sau khi lo rèn luyện tư tưởng lập trường 
cho mình, sau khí lo luôn luôn bồi đỡng cho 
mình lòng yêu nước, yêu chủ nghĩa xã hội, 
thỉ còn cần phải có các đức tính tối thiểu 
là : khiêm tốn và dũng cảm. Khiêm tốn 
trong quan hệ với thầy với bạn để học hỏi, 
và khiêm tốn ngay cả với các vấn đề khoa 
học, khiêm tốn như Hoa La Canh đã khiêm 
tốn với những câu : "tôi mong các bạn sẽ 
vượt tôi" (trang 3) khi nới với thanh niên 


"hiểu biết của tôi còn rất ít ỏi" (trang 3) 
"trong nghiên cứu khoa học, tôi mới chỉ là 
một chú học trò nhỏ..." (trang 52) ; "Bạn bên 
cạnh tôi học một giờ thì tôi phải học mất hai 
giờ' (trang 24 và 64) "TĐBí không xem nhẹ 
các bài toán dễ" (trang 24). Khiêm tốn xong 
lại phải dũng cảm, và có khiêm tốn mới có 
thể dũng cảm được. Dũng cảm để không sợ 
khó, dũng cảm để có đủ nghị lực vượt khó, 
tiến công vào khoa học để chiếm lĩnh lấy 
được những đỉnh cao của khoa học. Phải 
đũng cảm thường xuyên như Hoa La Canh 
đã dũng cảm "luôn luôn khắc khổ dùi mài 
không sợ khó khăn". Cũng như Hoa La Canh 
đã dũng cảm trước những bài toán khó "rồi 
không sợ những bài toán khó" (trang 2ð). 
Các bạn độc giả thân mến, có tỉnh thần 
khiêm tốn và có lòng dũng cảm các bạn sẽ 
dẫn đến tạo cho mình được lòng say mê với 
khoa học, với bộ môn nghiên cứu của mình, 
chắc chắn các bạn sẽ học tập được Hoa La 
Canh "thông mỉnh do học tập mà cớ, thiên 
tài do tích lũy mà nên". Trong một tương lai 
gần đây, chác chắn rằng sẽ có nhiều bạn có 
nhiều đống góp cho Tổ quốc ta trong lĩnh 
vực khoa học kí thuật, trong toán học. 


KHÔNG NÊN THỎA MÁN TRONG HỌC TẬP 


Đa số học sinh chúng ta hay thỏa mãn 
trong học tập. Cho rằng những kiến thức 
trình bày trong sách giáo khoa là kết tỉnh 
sự suy nghỉ của các nhà bác học đã mấy ngàn 
năm ; những kiến thức đó là tuyệt diệu nhất 
rồi, đẩy đủ nhất rồi, học chỉ là tiếp thu cho 
được, vận dụng cho được những kiến thức 
đơ đã là rất khó và giỏi rồi !. Các bạn ạ, nếu 
ai cũng suy nghỉ như thế thì toán học không 
thể phát triển được. Vì nếu các nhà toán học 
cũng nghỉ như chúng ta thì làm sao có 
những phát minh mới, Các bạn chắc biết 
rằng các nhà toán học hay thấc mắc, hoài 
nghỉ, không thỏa mãn ở những điều đã biết 
và từ đó tìm tồi suy nghĩ nẩy sinh biết bao 
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NGUYÊN TRỌNG TÔN uờ NGUYÊN NHUNG 
(Hà Bác cũ) 


công trình mới. Chúng ta, ai cũng thừa nhận 
rằng những kiến thức được học ngày nay là 
kết tỉnh sự suy nghỉ mấy ngàn năm, là hay 
nhưng không phải vì thế mà chúng ta tiếp 
thu kiến thức máy mớc, thụ động. Học toán 
phải là một quá trình sáng tạo, sáng tạo 
trong tiếp thu kiến thức và sáng tạo trong 
việc vận dụng những kiến thức đó mà kẻ thù 
nguy hiểm nhất là tư tưởng thỏa mãn ở 
những cái gì đã cớ, thiếu suy nghĩ tìm tòi. 
Di nhiên các nhà bác học có những công 
trình lớn còn chúng ta chỉ sáng tạo nho nhỏ, 
nhưng chính những sáng tạo nho nhỏ ấy là 
rất quý, nó sẽ là mẩm mống của sáng tạo 
lớn sau này. TÖi xin nêu ở đây một ví dụ : 
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Chúng ta học định lí Viết đều cảm thấy 
hay và rất thú vị ! Cái hay cái đẹp của định 
lÍ Viết là ở chỗ nớ hết sức đơn giân và có 
nhiều ứng dụng quan trọng, Một trong 
những ứng dụng của định lí Viét là tính một 
biểu thức của các nghiệm phương trình bậc 
hai mà không cần giải phương trình bậc 
hai đớ. 

Ví dụ : Không giải phương trình 

2x? ~ 6 — 1 = 0 hãy tính 
+j#; + X2X¡ — 2x; 
Si — 
x†+z2 


trong đó z¡, x; là nghiệm của phương trình. 
lời giải : Theo định IÍ Viết : 


b 
T†xzy=T=T-=8; 

E. =1 

K› NV T3 


Vậy : 
Soi xz;œ? +z) — 2xx; _ 


2.12 
#ï +x2 


xiz;[Œ¡ + x;)ˆ — 2xix;] — 2x1z; 





[ứi + z2)? — 2x,z;] 


~ 8G + 1]+1 
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Qua ví dụ chúng ta cớ thể rút ra phương 
pháp giải loại toán này là biến đổi biểu thức 
đã cho thành biểu thức của tổng và tích hai 
nghiệm số, sau đó thay giá trị của tổng và 
tích (theo định lí Viết) vào ta được giá trị 
cần tỉm. 

Nếu chúng ta hay thỏa mãn, đại khái qua 
loa thì đến đây có thể đừng lại rồi. Vì đã 
biết phương pháp. Nhưng có phải chỉ đến 
đây là kết thúc cả loại toán của chúng ta 
không ? Với óe hay thắc mắc và không thỏa 
mãn ấy các bạn hãy tính một vài biểu thức 
nữa (tự "bịa" ra càng tốt) các bạn sẽ thấy 
rằng không phải biểu thức nào cũng tính 
được vÌ có những biểu thức không đưa được 
về dạng biểu thức của tổng và tích 2 nghiệm. 
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Như vậy nây ra vấn để là những biểu 
thức nào đưa được về dạng tổng và tÍch hai 
nghiệm ? 

Th biết rằng tổng và tích có tính chất giao 
hoán, vì thế biểu thức của tổng và tích 2 
nghiệm z, +z„, z;z;„ là biểu thức cớ thể hoán 
vị giữa z¡ và x; mà biểu thức không đổi. 
Nghĩa là biểu thức là đối xứng đối với +¡ và 
*;. Như vậy một biểu thức của hai nghiệm 
muốn tính được mà không cẩn giải phương 
trình thì điều kiện cần là phải đối xứng đối 
với 2 nghiệm. Nhưng đơ có phải là điều kiện 
đủ không ? Suy nghĩ sâu một chút các bạn 
sẽ thấy rằng trong biểu thức đối xứng nếu 
có số hạng Axxổ .8>øa >0 thì nó cũng phải 
có số hạng Axfx2 nghĩa là trong biểu thức 


gồm những tổng : 
Avfx + Axfx2 = A(xie,)°GÄ + xÉ) ;k = 8a. 


Ở đây A là hệ số ; (x¡+,)“ là biểu thức của 


tích cho nên muốn xét biểu thức đối xứng 
có đưa được về biểu thức của tổng +, + *; 
và tích zzx; không ta chỉ cấn xét đưa 


T, = xị + xŠ về dạng biểu thức của tổng và 


tích 2 nghiệm. Nới một cách khác là ta khai 
triển 7, thành đa thức của 2 đối số *ị; +; 


và ~I¿. 

Th thấy : 

Tụ = xị + xš = G{”!+zš 2Œ +z;¿) ~ 

~ GỊ ?+ xi Đm, 

Ty = ŒỊ †#2)Ty —¡ ~ G2) Ty — ; Œ) 

Cho nên nếu T,_¡ và T,_; khai triển 
được thành đa thức của hai ẩn (xị + z¿) 
và +~¡z; thì 7, cũng khai triển được. 

Th biết Tì = z¡ † 1, VÀ 
T; = xị + xỆ = Œị + x;)ˆ — 2r+z, khai triển 
được theo tổng và tích 2 nghiệm vậy theo lí 
luận quy nạp 7, khai triển được thành đa 
thức của tổng #¡ ++„ và tích #2; với mọi È. 
(Œ&=1,2,3,..) 

Như vậy là ta đã giải quyết được thắc mắc 
trên và có thể kết luận : 

Điều kiện cần uà đủ để một biểu thúc đại 
số của 2 nghiệm x\, x, của phương trình 
gx2 + bx +c = 0 tính dược mà không cần 


giải phương trình là biểu thức đó đối xứng 
đốt uới #ụ #¿, 

Với óc tò mò, không thỏa mãn chúng ta 
đã tìm ra một kết quả mới (di nhiên là đối 
với chúng ta) nhưng chưa cho phép chúng 
ta dừng lại vỉ đây mới chỉ là kết luận có tính 
chất lÍ thuyết (khẳng định là tính được) 
nhưng tính như thế nào ? chúng ta lại cùng 
nhau suy nghỉ thêm. 


Như trên đã biết biểu thức đối xứng gồm 
những số hạng dạng A(;z;)“T,, nên muốn 
tính giá trị biểu thức khó khăn còn lại là 
tính các T, vì A là hệ số, xz, = ~ đã biết. 


Nhưng theo (1) 

b 
T„=— s T. 
cho ta một phương pháp tính 7, bằng quy 


nạp. Nghĩa là ta tính 7\, 7; từ đó suy ra T 
rồi từ T„, T; ta suy ra Tụ. Ÿ; Xã 2: Tụ _ ¡ suỳ 


ra Ty với mọi È. 


Các bạn thân mến ! Thật phấn khởi vì 
công lao chúng ta không uổng, chúng ta đã 
giải quyết khá trọn vẹn bài toán nêu ra. 
Nhưng các bạn có còn băn khoăn gì nữa 
không ? Còn đấy ! Vì nếu trong biểu thức 
cần tính T,.¿ chẳng hạn thì theo phương 
pháp trên chúng ta phải ngồi tính từ 7¿; đến 
Tạ¿. Phương pháp thì rõ ràng rồi nhưng thật 
tính toán không phải đơn giản ! Một câu hỏi 
mới lại đặt ra : Liệu có cách nào tính được 
T, nhanh chóng không ? 


e 
“Í — z7, _ „ nên cũng chỉ ra 


Ta hãy nghiên cứu vài trường hợp cụ thể : 
Tụ =z] +z2 = @¡ tz2) 
T,= # + x‡= 


& +zx¿)? — 2x1; 


T; = x] + x3 = Œị † #;)” — 


3x x;Œ¡ + Z;) 
T,= qt+z2= sói +z;)*— 

— Áxjz; X (xị + x„)” + 2x2) 
Ts = xi + x2 = (4, + z2)” — 
— lxz„ X (¡ + z;)Ÿ + 6x2)”, † x2) 
Tụ =xƒ + x5 = (4ị + x;)Š — 6xx; X 


x ấy +x;)° + 9x2 @¡ + x;)? ~ 2x2) 





x3? ớ7 s 7 
Tị =x| † x2 = Œ\ + x2) — 7x4x„ X 


+ứi +z¿)” + 14(ix;)2@¡ + x;)2 — 

- 7x) . Œị +*„) 

Từ những vÍ dụ này ta thấy trong khai 
triển các 7, nếu sắp xếp theo lũy thừa giảm 
dần của x, + +, thì : 

- Số mũ của z¡ *#z¿; giảm dần đều 2 đơn 


vị từ & xuống tới 0 hoặc 1 tùy theo ¿ chẵẫn 
hay lẻ. 


- Số mũ của #¡x; tăng đần đều 1 đơn vị 
h ồ v_ # 
từ 0 đến [z] (phần nguyên của 2) 


- Các hệ số trong T, đan dấu (hệ số thứ 
1, 3, ð,..., dương còn thứ 2, 4, 6,... âm). Như 
vậy là chúng ta đã biết khá nhiều về khai 
triển 7„ nhưng vấn để cơ bản là các hệ số 
của khai triển 7, có tuân theo quy luật 
không ? Nếu có thì quy luật đó như thế nào ? 
Ta ghỉ các hệ số của 7, (theo giá trị tuyệt 
đối) thành bảng sau (bảng 1) 

1 Trong đó dòng thứ 
& là hệ số của T, cột 
thứ ¿ là hệ số của số 
hạng chứa (xix;), 
Nhìn vào bảng này ta 
sẽ thấy mối quan hệ 
của các gố trong bảng. 

a) Cột I gồm toàn 
số 1. 

b) Cột 2 gồm các 

Bảng I số tự nhiên kể từ 2. 

Số bè trong cột 2 là số ở dòng thứ š : dòng 

hệ số trong khai triển 7,. 
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c) Kể từ dòng thứ 3 mỗi số ở dòng ¡ cột 
j kí hiệu là tụ bằng số ở dòng ¡ - 1 cột 7 : 
l_ụ -EŠng với a6 g:dEg ý - 2 cột j - 1: 
l~zj~1 nghĩa là ta có công thức : 


ñụ ấp ~ ụ -z—ứ_ 
Ví dụ : Số 7 ở dòng 7 cột 2 là do số 6 ở 
dòng 6 cột 2 cộng với số l ở đòng ð cột 1. 
8ố 9 ở dòng 6 cột 3 là do số B ở dòng 5 
cột 3 cộng với số 4 ở dòng 4 cột 2. 
Từ những trường hợp riêng bằng suy luận 
quy nạp không hoàn toàn (hay tổng quát hóa) 


tứ, 


8 








ta đã di tới những nhận xét rất quan trọng 
trong việc khai triển Tự. Nhưng nhận xét 


này đến đây mới chỉ là dự đoán nhưng cũng 
không khó khăn lắm bằng suy luận chặt chẽ 
các bạn cũng có thể chứng minh được toàn 
bộ những nhận xét trên đây là hoàn toàn 
đúng. Các bạn tự chứng minh nhé. 


Với những kết luận trên đây chúng ta có 
thể viết một bảng hệ số trong khai triển 
T, rất nhanh chóng. Ví dụ từ bảng (1) ta có 


thể viết tiếp các dòng hệ số Tạ, Tạ, kà 


10 Tịy-- 
như sau : 


10 85 50 258 2 


l Ù Ị 1 Ị 
1 11 44 77 5ã II 


Từ bảng của các hệ số này kết hợp với 
các nhận xét trên chúng ta có thể khai triển 
các 7T, rất nhanh chớng : 


Vị dụ : 

Từ dòng 9 có : 

Tạ = œ? “} z2) =@¡= z;)° = 

- 9xix;(&ị + x;)” + 21xz~2)2Œ, + x;)Š — 
~ 80Gz;)3Œ + x„)Ÿ + 9x2) 'Œ + x;) 
Từ dòng 11 có : 

Tịị = @Ì! † #2) = Gị + x;)' ~ 


-~ 1lxx;Œị +x;)” + 


+ 44(x)ˆŒœ+ xạ) T— TT@œx2)3@,+ x;)Š + 
+ 65x, Œ¡ + x„)Ÿ — 11@¡x;)°Œœ, + %2) 
Chúng ta nhận xét thêm rằng dãy hệ số 


và các kết luận trên đây thực chất là trong 
khai triển x, + y, theo tổng x + y và tích xy 


nên có thể dùng không chỉ trong các bài toán 
về phương trình bậc 2 mà còn trong nhiều 
loại toán khác nữa. VÍ dụ : cho tổng x +y 
nguyên và tích xy nguyên chứng minh mọi 
đa thức bổ sung thêm với hệ số nguyên đối 
xứng của x và y đều có giá trị nguyên ? Thật 
vậy mọi đa thức đối xứng của x và y đều 
khai triển thành đa thức của tổng và tích 
( + y ; xy) mà các hệ số của da thức này 
đều nguyên (vì hệ số đa thức cho và hệ số 
trong sự khai triển đều nguyên) do đó dễ 
dàng suy ra giá trị của đa thức là nguyên... 

Các bạn thân mến ! Vẫn chỉ từ một bài 
toán, chúng ta rèn luyện được cho mình óc 
chịu khó tìm tòi không chịu thỏa mãn ở 
những cái gì đã biết, quyết tâm tìm cái mới ; 
bằng phương pháp suy luận đúng chúng ta 
có thể tìm thấy nhiều điều mới lạ và hết sức 
bổ ích. Các bạn đi theo con đường đó chắc 
chấn sẽ thấy phấn khởi và tự hào khi thấy 
mình còn rất nghèo nàn về kiến thức, Ít ôi 
về kinh nghiệm và non trẻ về tuổi đời mà 
cũng tìm thấy những điều mới lạ (tất nhiên 
đối với bản thân) về toán học. Không những 
thế còn rèn luyện cho chúng ta óc suy nghĩ 
sáng tạo trong học tập, công tác, cầu tiến 
bộ, quyết tâm trong rèn luyện tu dưỡng đạo 
đức tự tin ở khả năng mình, đó là những 
phẩm chất hết sức quý báu của học sinh 
trong thời đại hiện nay. 


RÈN LUYỆN SỰ LINH HOẠT TRONG SUY NGHĨ 


Một điểu rất nguy hiểm trong việc 
học toán - cũng như học các môn khác 
- là học thuộc bài một cách cứng nhác, 
không chịu suy nghỉ để các kiến thức 
tiếp thụ được trở thành kiến thức sống, 
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linh boạt, sẵn sàng vận dụng được trong 
bất cứ trường hợp nào. Có thể nói rằng 
sự linh hoạt trong suy nghỉ là một điều 
kiện cần thiết để đạt được những kết 
quả tốt trong việc học toán. 





Rèn luyện để suy nghỉ linh hoạt trong 
việc học toán là một quá trình phải thường 
xuyên phấn đấu, nó phải kết hợp với việc 
đào sâu suy nghĩ, phân tích và tổng hợp vấn 
đề, tiếp thu kiến thức mới có phê phán, liên 
hệ với kiến thức cũ, v.v... mà mọi học sinh 
ở mọi trình độ đều có thể và phải làm được, 
nhất là ở cấp 3. 


Có lần chúng tôi đã ra cho một số bạn 
lớp 8 bài toán sau 


Ví dụ 1 ~ Chứng minh rằng a?+ a+ 1 >0 
Uuúi mọi giá trị của œ. 

Nhiều bạn đã biến đổi như sau : 

a2+a+l=a2+9a+1—-a= 

=(œe+U-a 
sau đó vỉ thời gian hạn chế, các bạn ấy mất 
bình tĩnh nên luẩn quẩn không biết làm thế 
nào để rút ra kết luận đòi hỏi. Kể ra, nếu 
bình tỉnh hơn để khảo sát chỉ tiết về dấu 
của ø thỉ với phép biển đổi trên, cuối cùng 
cũng có thể đi đến kết quả, nhưng phải nói 
rằng phép biến đổi ấy không tốt đối với bài 
toán đã ra. 

Phân tích nguyên nhân thất bại của các 
bạn ấy, chúng tôi nghỉ rằng có lẽ vì các bạn 
bị một ấn tượng rất mạnh bởi công thức 


a?+2a+1=(a+1)2, 


và nhớ công thức ấy một cách máy móc, 
không linh hoạt. Ở trình độ lớp 8, bài toán 
đã ra có thể giải quyết dễ dàng nếu các bạn 
sử dụng phép biến đổi 


d2+a+1=62+2ã8+1= 
1.2 142 
XE. ền 
1,2,8 
=(atgj te 
Nói cách khác, khi nơi đến số ø, ta không 


nên quan niệm đơn thuần "œ ¿è 4", mà phải 
nghỉ rằng số ø là đồng thời 

b2 

(To), (œ + b} —b,cc (c = 0), 


n+Ï 





‡[zz # 
ga, 
ơ 
Trong một kì thi ở trình độ lớp 8, nhiều 
bạn bị bế tác bởi bài toán hình học khá đơn 
giản sau đây 





Ví dụ 2 - Cho tam giác ABC. Trên cạnh 
AB người ta lấy một điểm M. Hãy xác định 
điểm X trên cạnh AC sao cho 

diện tíchAMN _ 
diện tíchABC —' 


trong đó &k là một số dương cho trước. 
Nhiều bạn đã biết kẻ đường thẳng MC, 
nhưng không tiếp tục hơn được nữa. Rõ ràng 
ở đây ta có 
diện tíchAMN _ diện tích AM 
diện tích ABC diện tích AM X 
„ điện tíchAMC _ AN AM 
diện tícđhABC ` AC' AB 
thành thử điểm phải tìm là điểm trên AC 
sao cho 








AN AB 
— mm" —— 


Ac AM 


với điều kiện vế phải có giá trị nhỏ hơn hay 
bằng 1, 

Sở dĩ có bạn không làm được bài này, theo 
ý chúng tôi, là vì khi vẽ một tam giác ABC 
thì các bạn chỉ quan niệm rằng đáy của tam 
giác ABC là cạnh BC nằm ngang trước mắt, 
và quên mất rằng cạnh 4B cũng như cạnh 
AC đều có thể coi là đáy của tam giác ấy 
được. 


Ở lớp 9 chúng tôi đã ra bài toán sau 

Ví dụ 3 —- Cho œ và 8 là hai góc nào đó. 
Chứng minh rằng nếu 

cosz + cosổ + cosz cosổ > 0 (6) 
thÌ cosz + cosỞ > 0 (Œ?) 

Bài toán này xem ra có vẻ là một bài toán 
lượng giác, và ở lớp 9 đã học khá nhiều về 
lượng giác, nên nhiều bạn đem ra cả một 
kho vũ khí các công thức biến đổi lượng giác 
để giải bài toán. 

Thật ra, đây là một bài toán đại số, vì khi 
gặp một biểu thức có dạng A+B+AB, 
chúng ta có thể nghĩ rằng 

A+B+AB=l+A+B+AB-l1= 
=(1+4)(1+8)—1 
đo đó bất đẳng thức (6) là tương đương với 
bất đẳng thức (1 + cosø) (1 + cosổ) z 1 

Mặt khác vÌ 1 + cosz > 0, 1 + cosổ > 0, 
và ở lớp 9 tất cả các bạn đều biết rằng : nếu 
aœ>0vàb>0thì 





8ð 





+ +(1+ 
do đó q =—g co") - 


> (1 + cosz) (1 + cosổ) > 1 
và từ đây suy ra bất đẳng thức (7). 
Chúng ta hãy xét một thí dụ khác ở lớp 10 : 


Ví dụ 4 ~ Tìm giá trị lớn nhất uờ giá trị 
nhỏ nhất của hờm số 


—z2+39x+3 


= 8 
⁄ x2+x+1 bởi 


Bài toán này có thể giải bằng phương 
pháp đạo hàm, nhưng... rất tiếc rằng nó lại 
ra trước khi các bạn học đạo hàm. Trong 
hoàn cảnh ấy, tức là không dùng đạo hàm, 
thì làm thế nào để giải ? 

Ở đây cần phải có một sự suy nghỉ linh 
hoạt và phân tích sâu sắc bài toán, cụ thể 
là nhận xét như sau : 

a) Mẫu số của vế phải trong hệ thức (8) 
luôn luôn dương với mọi giá trị của x, vậy 
miền xác định của hàm số y là toàn bộ trục 
số : x có thế lấy bất cứ giá trị nào cũng được. 
Đồng thời mỗi giá trị của x quyết định giá 
trị của y, tức là y không thể lấy giá trị tùy 
ý mà y chỉ có thể có giá trị trong một phạm 
vi nhất định nào đó ; 

b) Ngay từ lớp 9, chúng ta đã học về hàm 
số ngược ; miền xác định của hàm số ngược 
là miển giá trị của hàm số xuất phát ! 

Vì vậy chúng ta hãy thử đi tìm hàm số 
ngược của hàm số đã cho, tức là từ hệ thức 
(8) rút ra x theo y. Ta có 


yz? +yx+y=x?+3x+3 
vậy x là nghiệm của phương trình. 


(đT 1#?+@—3x+@-—3)=0 


PHƯƠNG PHÁP TRỪU 


Trong vòng một thế kỉ nay, toán học ngày 
càng trở nên /rừu tượng, nhưng cũng ngày 
càng trở nên có ích hơn. Tại sao như vậy ? 
Điều đớ có thể giải thích bằng nhiều lí do, 
nhưng tốt hơn là nên lấy một ví đụ. 

Trong hình học sơ cấp, chúng ta đều hiểu 
khoảng cách giữa hai điểm là độ dài của 
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Phương trình này có nghiệm nếu y nằm 
trong miền giá trị của nó, nói cách khác y 
phải lấy giá trị sao cho biệt số Á của phương 
trình là lớn hơn hay bằng 0. VÌ 


A =ợ- 8- 4g~8)@T Ù= 
=ø-3-%) 


1 
nên ta thấy rằng g<z< 3 
từ đó kết luận rằng giá trị nhỏ nhất của y 
1 
là 3 và giá trị lớn nhất của y là 8. 


Nếu các bạn đã học đạo hàm, các bạn cớ 
thể thử lại kết quả, và thấy rằng cách giải 
trên đây gọn hơn rất nhiều so với cách giải 
bằng đạo hàm. 


Cần nói thêm rằng để giải một bài toán 
về cực đại và cực tiểu của một hàm số, 
phương pháp dùng đạo hàm là một phương 
pháp khá "vạn năng", nhưng không phải bất 
cứ lúc nào phương pháp ấy cũng là phương 
pháp thuận tiện nhất, đặc biệt khi ta gặp 
những hàm số hơi phức tạp. 

Trên đây chúng tôi đã trao đổi với các 
bạn vài kinh nghiệm suy nghỉ khi học toán 
và làm toán cũng như việc rèn luyện sự linh 
hoạt trong suy nghi. Vấn đê này hết sức 
phong phú, bao gồm nhiều mặt, và cớ lẽ nói 
không khi nào hết. Mong các bạn suy nghĩ 
về phong cách học tập của mình, đúc rút 
kinh nghiệm, tìm ra phương pháp học tập 
thích hợp tốt nhất để đạt được nhiều kết 
quả nhất. 


TƯỢNG CÓ ÍCH GÌ ? 


HOÀNG TỤY 


đoạn thẳng nối hai điểm đó. Nhưng trong 
đời sống hàng ngày, có khi ta nới : khoảng 
cách từ chợ đến trường, chẳng hạn, bằng 
2km, trong câu nói ấy khoảng cách không 
có nghĩa độ dài đoạn thẳng hình học mà là 
độ dài con đường thực tế (rất có thể ngòng 
ngoèo, chứ không thẳng) đi từ chợ đến 


trường. Thế là ta đã hiểu khoảng cách theo 
một nghia rộng hơn trong hình học sơ cấp 
rồi đấy. 

Vậy ta thử xem cái gì là cốt yếu nhất 
trong khái niệm khoảng cách ? Nghỉ cho kỉ 
ta sẽ thấy rằng nếu kí hiệu ở (A, B) là 
khoảng cách giữa A và B thì các tính chất 
sau đây nói lên thực chất của khái niệm ấy : 

1) đ (A, B) > 0, và d (A, B) = 0 khi và 
chỉ khi A = B (A và Ø trùng nhau) ; 

2 đ(A, B) = đ(B, A); 


3) Bất kì A, B, C như thế nào : ở (A, B) 
< dđ (A, C) + d(C, B) (tức là : trong tam 
giác ABC cạnh AB không dài hơn tổng số 
hai cạnh kia). 

Cho nên ta có thể mở rộng khái niệm 
khoảng cách như sau : cho A, B, C... là 
những phần tử tùy ý của một tập hợp 7` nào 
đó , nếu với mỗi cặp phần tử A, ÖB ta xác 
định được một số ở (A, B) thỏa mãn cả ba 
điều kiện 1) 2) 3) thì khi ấy số đ (A, B) sẽ 
gọi là khoảng cách giữa A và B, bất kế A, 
B là những đối tượng như thế nào (điểm, 
đường cong, hàm số, trâu, bò, bàn, ghế, 
v.V...). 

Xây dựng khái niệm khoảng cách trừu 
tượng như thế có Ích lợi gì ? - Ít ra có hai 
điều lợi đáng kể : một là làm bộc lộ thực 
chất khái niệm khoảng cách, giúp ta khi suy 
luận trên những vấn để về khoảng cách khỏi 
bị vướng víu bởi những chỉ tiết không căn 
bản, nhờ đó có thể nhìn rõ phạm ví ứng dụng 
rộng rãi nhất của những suy luận ấy ; hai 
là với khái niệm khoảng cách được mở rộng 
cho những đối tượng bất kì, ta có thể dựa 
vào trực quan hình học và trí tưởng tượng 
không gian mà hình dung cụ thể nhiều sự 
việc trừu tượng về các đối tượng ấy, giúp ta 
dễ nắm được thực chất các sự việc và gợi ý 
cho ta phương hướng giải quyết đối với nhiều 
bài toán khớ. 


Chẳng hạn ta hãy xét vấn đề truyền tin 
rất quan trọng trong đời sống hiện đại. Khi 
có một bản tin viết bằng các chữ cái nào đó 
(ví dụ chữ cái latinh) thì muốn truyền bản 
tin đi xa (bằng vô tuyến điện, điện báo, hoặc 


bằng những phương tiện khác) ta phải đổi 
các chữ cái thành tín hiệu có thể phát đi. 
Thông thường người ta dùng hai tín hiệu cơ 
bản, như trong điện báo thì một tín hiệu 
là "gạch" tín hiệu kia là "chấm". Ta hãy 
chỉ tín hiệu thứ nhất bằng con số 1, tín hiệu 
thứ hai bằng con số 0. Mỗi chữ cái được biểu 
diễn, theo một quy tác nhất định, bởi một tổ 
hợp tín hiệu cơ bản, gọi là mđ hiệu của chữ 
ấy... VÍ dụ chữ ø có thể biểu điễn bởi 10000, 
chữ b bởi 00110, v.v... Như vậy toàn văn bản 
tỉn sẽ ghỉ thành một dãy tín hiệu cơ bản liên 
tiếp (việc ghi đó gọi là mđ hóa bản tin), Khi 
những tín hiệu này được phát đi thì ở nơi 
nhận người ta sẽ căn cứ theo những tín hiệu 
nhận được và cách lập mã đã quy ước mà 
tái lập bản tin đã phát (việc tái lập này gọi 
là giải mã}. 

Khó khăn trong việc truyền tin là tín hiệu 
phát đi có thể bị "tiếng ổn" đọc đường làm 
sai lạc, khiến cho nơi thu sẽ nhận được tín 
hiệu khác với tín hiệu thật đã phát. Cho nên 
vấn đề rất quan trọng là nghỉ ra cách lập 
mnã như thế nào để khắc phục được sự xuyên 
tạc của tiếng ổn và bảo đảm cho người nhận, 
mặc dù sự xuyên tạc ấy, vẫn có thể phát 
hiện và đính chính lấy những chỗ sai lạc để 
đoán được đúng bản tin đã phát (mã như thế 
gọi là má tụ sửa sai). 

Th hãy ứng dụng khái niệm khoảng cách 
vào vấn đề này. Cho + là một số tự nhiên cố 
định. Gọi một dãy mœ tín hiệu liên tiếp là một 
từ (hay rõ hơn, một từ ø-ngôi). Nói cách 
khác, một từ (n-ngôi) gồm n tín hiệu ở 
ngôi (vị trl) kế tiếp : 1, 2,... n. Hai từ khác 
nhau thì có tín hiệu khác nhau Ít nhất ở một 
ngôi nào đớ. Gọi khoảng cách ở (A, B) giữa 
hai từ A, B là số ngôi tại đấy hai từ cớ tín 
hiệu khác nhau, Chẳng hạn với ø = 6 
khoảng cách giữa hai từ Á = 010110 và 
B = 100100 là ở (A, B) = 3 (tín hiệu khác 
nhau ở 3 ngôi : 1, 2, 5). Có thể thấy ngay 
rằng số ở (A, B) xác định như thế thỏa mãn 
đúng ba điều kiện 1) 2) 3) của khoảng cách. 
Thật vậy, các điều kiện 1) 2) hiển nhiên còn 
điều kiện 3) thì có thể chứng minh dễ dàng 
như sau. Xét ba từ Á, B, C. Nếu ở một ngôi 
nào đó hai từ A, B có tín hiệu khác nhau, 
thì ở ngôi ấy : hoặc các tín hiệu của Á và C, 
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hoặc các tín hiệu của Œ và B, phải khác 
nhau. Do đó số ngôi mà ở đó hai từ A và B 
có tín hiệu khác nhau phải bé hơn hoặc bằng 
tổng số các ngôi mà ở đó các tín hiệu của Á 
và C hoặc của Œ và B khác nhau. Nghĩa là 
ở (A, B) < d(A, C) +d(C, B). 

Bây giờ giả sử ta biết chắc rằng trong 
một dãy liên tiếp ø„ tín hiệu phát đi chỉ có 
thể có nhiều nhất là & tín hiệu bị sai lạc, 
nghĩa là mối từ phát đi sẽ được nhận với 
không quá & lỗi. Ta hãy chọn một tập hợp 
gồm những từ z-ngôi, từng đôi một cách 
nhau một khoảng cách lớn hơn hoặc bằng 
2k + 1 (giả thiết „ > 2k + 1). Các từ này 
sẽ gọi là £ được phép. Khi ấy : 

Nếu chỉ phót đi toàn những từ được phép 
thì người nhận bao giờ cũng có thể tự đính 
chính những chỗ sai lạc uà hiểu được đúng 
từ đã phát. 

Thật vậy, cho A là từ đã phát (được 
phép), A' là từ nhận được. Vì A' có không 
quá & lỗi nên ở /A, A') < k. Còn đối với mọi 
từ được phép B khác ta cớ ở (A, A') + ở (AÁ', 
B) > d(A, B) > 2k + 1 hay đ (B, A') > 9k 
+I-đ(A, A) > 2+ 1-k >b. Vậy chỉ 
có Á là từ được phép duy nhất cách A? không 
quá #. Cho nên khi nhận được A' thÌ người 
nhận chỉ cẩn tìm từ được phép nào cách Á' 
không quá È là sẽ có được đúng từ đã phát. 

Chẳng hạn, xét trường hợp œ = 7, œ = 1 
(trong mỗi dãy 7 tín hiệu liên tiếp phát di chỉ 
có nhiều lám là một tín hiệu bị sai lạc). Ta hãy 
quy định từ được phép là mọi dãy 7 tín hiệu : 
đ; 4; đ, đi Œ¿ ứ, ứ; (mỗi ø, là 1 hoặc 0), sao 
cho các tổng số sau đây đều là số chẵn : 

5ì, =ai +ay tay tac 
5; =ai ta, tai tức @) 
S =ới tai taửiy Tơ, 

Ta sẽ gọi 4 tín hiệu đẩu : ơi đ; ở; đ„ là 
các tín hiệu thông tin, còn 3 tín hiệu cuối : 
#; ø¿ ứ; là các tín hiệu kiểm tra. Rõ ràng 
nếu hai từ được phép œ = (đi đ„.... đa) và 
8 = (\ Ø,... ổ;) có các tín hiệu thông tin 
trùng nhau : Œ: =Ổy đa; =ổỔ„, đ; = Ổy đạ = Ổạ, 
thì các tín hiệu kiểm tra cũng trùng nhau : 
% = Ö¿, d. = Ô, da, = ổ;. Vậy hai từ được 
phép œ, 8 khác nhau thì phải khác nhau ít 
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nhất ở một tín hiệu thông tin. Nếu chúng chỉ 
khác nhau ở một tín hiệu thông tin thôi thì 
do các tổng (1) chẵn nên chúng phải khác 
nhau Ít nhất ở hai tín hiệu kiểm tra nữa. Còn 
nếu chúng khác nhau ở vừa đúng bai tín hiệu 
thông tin thì cũng đế thấy rằng chúng phải 
khác nhau Ít nhất ở một tín hiệu kiểm tra 
nữa. Thành thử khoảng cách giữa ơ và 8 bao 
giờ cũng lớn hơn hay bằng 3. Vậy các từ quy 
định đúng là từ được phép theo định nghĩa ở trên 
(ở đây & = L). Việc tái lập từ được phép đã 
phát, dựa theo kết quả tín hiệu nhận được, 
không có gÌ khó khăn. VÍ dụ : nếu kết quả 
tín hiệu nhận được là 0100101 thì 5; và 5% 
lả nên lôi ở trong S; và S;, nhưng không thể 
ở ai, ứ; hay øy vì Š, chẵn, vậy phải ở đq, 
tức là œ, thật ra bằng 1 chứ không phải 0 
và từ đã phát là 0101101. 

Với các từ được phép đã quy định rồi, mã 
tự sửa sai có thể xây dựng như sau. Trước 
hết mã hóa bản tin cần phát theo một mã 
nào đó (mã này chưa chú ý sửa sai), để viết 
nó thành một dãy tín hiệu 0O và 1. Sau đó 
ngắt dãy này thành từng đoạn, cứ 4 tín hiệu 
liên tiếp là một đoạn, và sau mỗi đoạn xen 
thêm 8 tín hiệu kiểm tra làm thành với đoạn 
ấy một từ được phép. Thế là cả bản tin được 
viết thành một dãy từ được phép mà khi 
phát đi thì chắc chấn sẽ được người nhận 
hiểu chính xác, mạc dù tín hiệu có thế bị 
xuyên tạc dọc đường. 

Như các bạn đã thấy, vấn đề đặt ra được 
giải quyết khá đẹp, nhờ khái niệm khoảng 
cách trừu tượng. Cần nới thêm ràng thế giới 
ngày nay tràn ngập thông tín được truyền 
đi dưới nhiều hình thức khác nhau : sách 
báo, thư từ, đỉa hát, phim ảnh, vô tuyến 
truyền thanh, truyền hình, v.v... và cả các 
phân tử ADN truyền thông tin di truyền từ 
bố mẹ đến con cái nữa. Với tự động hóa, vấn 
để truyền tin càng trở nên quan trọng. Ỏ 
trên chỉ mới nói một ứng dụng của toán học 
trừu tượng vào mã sửa sai. Thật ra toán học 
là công cụ chính của toàn bộ lí thuyết thông 
tin và mã. Kì diệu thay, sức mạnh của khoa 
học đáng yêu này ! 


MỘT GIỜ 


Giữa những ngày cả nước tiếc thương vinh 
biệt Bác Hồ kính yêu, mỗi người chúng ta, ở 
mọi lứa tuổi, mọi giới, mọi ngành, vô cùng xúc 
động ôn lại trong tâm trí mình biết bao hình 
ảnh tươi đẹp, trong sáng, thân thiết về Bác ! 

Dưới đây tôi xin kể lại các bạn nghe một 
mẩu chuyện nới lên một phần sự chăm sóc ân 
cẩn của Bác đối với công tác khoa học, và đặc 
biệt, đối với ngành toán học của chúng ta. 
Mong ràng câu chuyện này sẽ giúp các bạn 
tăng thêm quyết tâm học toán để một ngày 
kia tiến lên giải quyết thiết thực các vấn đề 
do cách mạng nước ta đề ra và đạt tới những 
đỉnh cao của khoa học và kỉ thuật, như Bác 
đã từng dạy bảo trong thư Bác gửi chúng ta 
nhân dịp khai giảng năm học 1968 - 1969. 

* 


+ * 


Vào khoảng giữa tháng 7 vừa qua, tôi 
được chỉ thị chuẩn bị lên báo cáo với Bác về 
vận trù học và khả năng áp dụng ngành toán 
học đó trong việc tổ chức phân phối hàng 
tiêu dùng. Tôi vừa phấn khởi, vừa lo. Phấn 
khởi vì đây là một vinh dự hiếm có, nhưng 
lo không biết có đáp lại xứng đáng sự quan 
tâm của Bác không. 

Vấn đề đặt ra là : gần đây ở một số cửa 
hàng của ta ở Hà Nội, vì tổ chức chưa tốt, 
nên nhân dân đến mua hàng phải xếp hàng 
dài, mất nhiều thì giờ chờ đợi. Bác không 
hài lòng, và muốn biết vận trù học có thể 
áp dụng như thế nào để giúp tìm ra biện 
pháp cải tiến tình hỉnh đó ? 

Chắc các bạn cũng hiểu, đây là một vấn 
đề khá phức tạp, liên quan đến "1í thuyết xếp 
hàng" - một ngành toán học dựa trên các 
quy luật xác suất, đi sâu nghiên cứu về mặt 
số lượng các hiện tượng xếp hàng (bất cứ là 
người xếp hàng mua hàng, mua vé tàu, 
khám bệnh, hay xe hơi xếp hàng qua phà, 
máy móc xếp hàng đợi lượt được sửa chữa, 
v.v...), và đề ra một số nguyên tác, phương 
pháp tính toán, để tổ chức việc phục vụ được 
tốt nhất. Ngoài ra, cũng còn một số yếu tố 
khác cớ thể áp dụng toán học để phân tích, 


VỚI BÁC 


HOÀNG TỤY 


Song bên cạnh đó đương nhiên cớ nhiều yếu 
tố vượt ra ngoài phạm vi nghiên cứu và giải 
quyết của toán học (ít nhất là với trình độ 
hiện nay của khoa học này). 

Tôi biết vấn đề không đơn giản, nhưng 
nghỉ bụng : Bác còn trăm công nghỉn việc 
mà vẫn theo dõi sát công tác khoa học kỉ 
thuật, vẫn để ý tới vận trù học, thật còn có 
sự khích lệ nào hơn đối với chúng ta ! 

Đến chiều ngày 30 tháng 7 tôi được Thủ 
tướng gọi lên. Không may vÌ một trở ngại 
tôi đến chậm mấy phút so với giờ hẹn. Sau 
khi báo cáo với Thủ tướng lí do đi muộn rồi 
ngồi xuống ghế bên cạnh, tôi mới kịp nhỉn 
xem cuộc họp hôm đó có những ai. Thì ra 
Bác đang ngồi trước mặt tôi, trong bộ quần 
áo cần bộ màu tro rất bình thường. Nhận ra 
Bác, tôi vội đứng dậy chào, vẻ lúng túng vì 
bất ngờ, tự thấy mình cớ lỗi đã không nhìn 
thấy Bác ngay khi bước vào phòng. Bác mỉm 
cười gật đầu, tỏ ý thông cảm. Trong giây lát 
tôi chưa kịp nhận thức hết vinh dự và hạnh 
phúc to lớn này : Bác Hồ ! Bác đang ngồi 
cách tôi vài bước ! Đúng rồi, Bác đó, vẫn nét 
mặt hiển từ đẩy tru mến, vẫn đôi mắt rất 
sáng, tuy dáng người gầy hơn so với lần tôi 
được thấy Bác khi Bác đến thăm Hội nghị 
trí thức chống Mi cứu nước cách đây ba năm. 
Trông Bác không được khỏe như hồi trước. 
Bác nói khẽ, có lúc phải lắng tai mới nghe 
được hết, song vẫn giọng nơi rất quen thuộc 
và xiết bao thân thiết đối với mỗi người 
chúng ta. Một tia băn khoản đau buồn 
thoáng qua trí tôi : độ này sức khỏe Bác kém 
trước, không hiểu Bác có làm sao không ? 
Nhưng rồi niềm vui sướng được nghe tiếng 
Bác, được ngồi gần Bác, vẫn lấn át tất cả. 
Nhìn Bác tôi nghỉ thẩm : tất cả thông minh 
tài trí, tất cả sức sáng tạo vi đại, tất cả đạo 
đức tỉnh hoa của dân tộc ta kết tỉnh ở Bác, 
mà sao Bác giản đị thế ! Cử chỉ và lời nơi 
của Bác có sức gÌ động viên ấm áp, làm cho 
mọi người xung quanh, ngay phút tiếp xúc 
đầu tiên, đã cảm thấy Bác rất gần gũi, thân 
mật, như người cha hết sức kính yêu trong 
gia đình. 
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"Thủ tướng bảo tôi trình bày cho Bác nghe 
về vận trù học. Tôi nói được mấy câu thì 
Bác ngắt lời, ôn tồn bảo : 

- Chú nên tìm chữ gì dễ hiểu hơn, chứ 
chữ vận trù thì Chủ tịch nước cũng không 
hiểu nổi ! 

Từ lâu chúng tôi đoán biết thế nào có dịp 
Bác cũng sẽ phê bình chữ này, nên anh em 
đã cố gắng tìm một chữ khác, nhưng vì đây 
là khoa học mới, danh từ phương Tây rất 
đặc biệt, khó dịch quá, nên chúng tôi phải 
tạm mượn chữ Trung Quốc. Tôi đành báo 
cáo lại với Bác, đại ý như vậy. 

Bác và Thủ tướng rất chăm chú theo dõi 
những điều tôi trình bày. Không phải vì 
trong đó có ý kiến gÌ đặc sắc, mà tôi hiểu 
rằng vì Bác và các đồng chí lãnh đạo rất 
quan tâm đến khoa học, kÍ thuật, và tha 
thiết mong muốn cho khoa học, kỉ thuật 
được áp dụng để đẩy mạnh sản xuất và nâng 
cao đời sống của nhân dân ta. 

Giờ đây tôi nhớ lại rất rõ từng câu nói 
của Bác hôm đó, mỗi câu nơi là một bài học 
thấm thía mà mỗi lần nhắc tới tôi không 
khỏi bồi hồi xúc động. 

Trước hết là thái độ phụ trách của Bác 
đối với các vấn đề về đời sống của quần 
chúng. Trong khi trình bày về vận trù học, 
cơ lúc tôi phải nơi cụ thể một vài thể thức 
bán hàng và phục vụ phiền phức ở một số 
cửa hàng Hà Nội hiện nay. Nghe tới đó, nét 
mặt Bác thay đổi hẳn. Bác hỏi đồn tôi : 
"những chuyện đó có thực không ?" và khi 
biết đó là chuyện có thực, Bác rất không vui. 
Quay sang Thủ tướng và hai đồng chí lãnh 
đạo Bộ Nội thương và Thành ủy Hà Nội cùng 
có mặt hôm đó, Bác nơi tiếp : 

~ Dân chủ mà thành ra quan chủ ! Hà 
Nội mà còn nhiều quan như vậy sao ? 

Tôi suy nghỉ : tuổi Bác đã cao, sức Bác 
đã yếu, nhưng sự phản ứng của Bác trước 
các hiện tượng quan liêu, làm phiền phức 
cho dân, lúc nào cũng rất nhạy. 

Bác lại nêu ra việc bán bia (lúc bấy giờ 
đang giữa mùa hè nóng bức, các cửa hàng 
bia Hà Nội rất đông người, và có một số nơi 
trật tự chưa được tốt), Bác bảo : 

¬ Chú hãy áp dụng lí thuyết của chú vào 
việc này. 
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Bác nhắc cả đến chuyện mất trật tự 
nghiêm trọng xảy ra vài tuần trước đó ở một 
cửa hàng bia trong thành phố. Bác tỏ ý 
không đồng tình phương thức bán làm cho 
nhân dân ngại uống bia, và chỉ thị phải 
nghiên cứu cài tiến. 

Đồng chí Thủ tướng căn đặn thêm và 
nhấc lại một câu nơi của Bác mấy năm 
trước : "không aợ thiếu, chỉ sợ không công 
bằng ; không sợ khổ, chỉ sợ lòng dân không 
yên". Qua buổi làm việc trong hơn một giờ, 
tôi thấy thể hiện tất cả nối lo lắng của Bác 
làm sao cho sự phân phối được công bằng, 
hợp lí, dân chủ và thuận tiện. Tôi nghĩ rằng 
hằng ngày có biết bao nhiêu việc trọng đại 
Bác phải giải quyết, thế mà Bác vẫn còn 
dành thì giờ nghĩ tới từng việc cụ thể trong 
sinh hoạt của nhân dân thành phố, ngay cả 
việc để cho nhân dân xếp hàng dài mua bia, 
Bác cũng không yên tâm. Trước đó Bác còn 
nhắn các đồng chí có trách nhiệm ở Hà Nội : 
"Các chú không bán được thì để Bác xuống 
bán cho !". Tỉnh thần trách nhiệm đối với 
đân, tỉnh thần phục vụ nhân dân của Bác, 
thật là cao cả biết chừng nào ; cho đến 
những ngày cuối đời, khi Bác đã cảm thấy 
không còn thọ được lâu nữa, Bác vẫn lo cho 
dân từ cái lớn đến cái nhỏ, với một tấm lòng 
thương yêu không bờ bến và một tác phong 
rất cụ thể, tỈ mỉ ! Trong lòng tôi tràn ngập 
niềm thương, kính, và biết ơn Bác vô hạn. 

Cũng trong buổi làm việc đó, tôi còn được 
Bác phê bình một lần nữa về cách dùng chữ 
cầu kì. Nhân tôi nới đến đề nghị làm cho 
bàn tính gảy được dùng phổ biến trong các 
cửa hàng của ta, để tính toán nhanh và bảo 
đảm hơn, Bác hỏi : "tại sao gọi là bàn tính 
gây ?' Đồng chí Bộ trưởng Bộ Nội thương 
trả lời giúp : 

*- Thưa Bác, vì khi tính phải gảy qua gảy 
lại", Bác nơi : "Các chú lôi thôi quá, gọi bàn 
tính là đủ rồi, cần gì phải thêm chữ gây !” 
Đúng như vậy. Tôi nghĩ mình làm toán bao 
nhiêu năm vẫn chưa tÌm ra một tiếng gọn 
để gọi cái công cụ thô sơ ấy, cớ lẽ vì chưa 
quán triệt được quan điểm quần chúng sâu 
sắc của Bác ngay trong cách nói, cách viết. 

Kết thúc buổi làm việc, Bác và Thủ tướng 
giao nhiệm vụ cho chúng tôi tham gia cùng 
các cơ quan cớ trách nhiệm nghiên cứu 
những vấn đề đã nêu ra, và hẹn đến tháng 


11 phải có một số kết quả cụ thể. Tôi rất 
phấn khởi thay mặt anh em vận trù nhận 
nhiệm vụ đó, nhiệm vụ cụ thể đầu tiên - 
ngờ dâu cũng là cuối cùng ! ~ mà Bác đã 
trực tiếp giao cho. 

Khi bắt tay ra về, Bác còn dặn lại tôi một 
lần nữa hãy cố gắng áp dụng lí thuyết đã 
trình bày, và Bác ân cần hỏi thêm tôi có biết 
gốc tích chữ vận trù như thế nào không. Ti 
thưa là không biết rõ, thì Bác đọc luôn một 
câu chữ Hán mà tôi không nghe được hết và 
Bác giải thích : vận trù trong phòng giấy, 
chỉ đạo tác chiến ngoài mặt trận ; vận trù 
cũng là tham mưu. Bác lại nói tiếp : 

~ Bộ đội ta có nhiều người không học tính 
toán gỉ nhiều, mà cũng làm vận trù khá, là 
nhờ cái này (và Bác chỉ vào ngực). 

Tôi hiểu ý Bác : phải có tỉnh thần, có 
nhiệt tình, có đạo đức, mới làm vận trù tốt 
và nói chung, mới làm khoa học tốt. 


Ra về, trong đầu óc tôi lộn xộn nhiều ý 
nghỉ và cảm xúc khó tà. Một giờ với Bác, 
thật phong phú biết bao ! Tôi vui mừng khôn 
xiết được gặp Bác và được Bác tin cậy giao 
cho việc làm cụ thể. Tôi sung sướng và cảm 
động trước sự chăm sóc của Bác đối với công 


tác vận trù. Hình ảnh của Bác, giọng nói, cử 
chỉ của Bác trong buổi hôm đó mãi mãi ín sâu 
vào tâm trí tôi và sẽ là nguồn động viên thúc 
giục tôi những lúc gặp khó khăn sau này. 

Thế mà nay Bác đã không còn nữa ! 

TÔi bùi ngùi nghĩ đến thời hạn tháng 1L 
mà Bác đã hẹn, tiếc thương nhớ lại tất cả 
những lời dạy bảo của Bác còn văng vẳng 
bên tai - những lời dạy bảo thiêng liêng mà 
trọn đời tôi sẽ không bao giờ quên được. 

Các bạn thân mến ! Kể lại câu chuyện 
gặp Bác, gợi lại một vài hình ảnh về con 
người vĩ đại của Bác, khi còn sống đã dành 
cho tất cả chúng ta tấm lòng hiền từ ấm áp 
của Người, khi mất đi còn gửi lại cho toàn 
dân, toàn Đăng, muôn vàn tình thân yêu - 
tôi.muốn cùng các bạn xây dựng một quyết 
tâm : chúng ta hãy ghi lòng tạc dạ ơn sâu 
trời biển của Bác, mãi mãi làm theo lời đạy 
của Bác, ra sức rèn luyện đạo đức, phẩm 
chất cách mạng, tích cực học tập tiến lên 
làm chủ khoa học, kỉ thuật, đưa toán học và 
các khoa học khác phục vụ thiết thực sản 
xuất, chiến đấu và đời sống, phấn đấu trở 
thành những chiến sỉ kế tục xứng đáng sự 
nghiệp quang vinh của Bác ! 


TRƯỚC HẾT HÁY NẮM THẬT VỮNG 


CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN, 


Hè năm nay, bộ Đại học và Trung học 
chuyên nghiệp vừa tổ chức năm đợt kiểm 
tra văn hóa cho học sinh được chọn đi học 
ở nước ngoài. Mỗi đề kiểm tra gồm 9 bài 
tập độc lập với nhau, nhằm kiểm tra kiến 
thức của học sinh thuộc những phần cơ bản 
khác nhau của chương trình lớp 10 ; riêng 
bài tập 9 của mỗi đề kiểm tra đều nhằm 
tìm những học sinh có năng khiếu về toán. 
Đây không phải là đề toán kiểm tra cho 
trình độ chung của lớp 10 hiện nay, mà là 
những đề kiểm tra cho trình độ từ A; trở 





CÁC ĐỊNH NGHĨA CƠ BẢN 


NGUYÊN ĐÌNH TRÍ 
(Đại học Bách khoa, Hà NộU 


lên. Điều rất đáng phấn khởi là trong cả ba 
đợt kiểm tra đầu đều có những bạn làm đầy 
đủ cả 9 bài của đề kiểm tra, làm khá tốt đề 
số 9. Phần đông các bạn từ Á, trở lên đều 
làm bài tốt, tính toán đúng, tuy khối lượng 
tính toán không ít. Song một nhược điểm 
khá phổ biến bộc lộ trên các bài kiểm tra 
của các bạn là : các bạn suy luận còn máy 
móc, thiếu linh hoạt, chỉ quen giải những 
bài tập ra trong sách giáo khoa, trong lớp, 
các bạn khá lúng túng trước những bài tập 
chưa gặp ở lớp. 
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Ö lớp các bạn đã quen khảo sát một số 
hàm số bằng đạo hàm. Đến khi gặp bài toán 
"xét sự đồng biến hay nghịch biến của 
hàm số 


y=x_—Ý*#7-— Ï với x > 8 


'mà không dùng đạo hàm" thì các bạn rất bối 
rối. Chỉ có vài bạn biết biến đổi 
y=(Œ- Vx2~ ])(+ Ýxz7— 1)/ (x+ Ýz7— 1) = 

=1l/œw+ {z?— 1) 
từ đó các bạn ấy nhận xét rằng khi x > 3 
thì z + {x7 — 1 đồng biến, vậy hàm số y luôn 
luôn nghịch biến với x > 3. 

Ngoài ra, nếu không biết biến đổi như 
vậy, cũng có thể trở về định nghĩa của hàm 
số đồng biến, nghịch biến, trực tiếp dùng 
định nghĩa ấy mà giải bài toán này. Nhưng 
cũng chỉ có ít bạn biết làm như vậy. Các bạn 
đó đã chứng mỉnh được rằng với z > 3 và 
với Ax khá bé ta có : 

x+Ax— |@ + Az)ˆ — 1 <xz-ÝzŸ- 1 
khi Ax > Ô0 

x+ Ar— jŒ +At)7- 1>xz-z7-] 
khi Ax < 0 

Vậy hàm số nghịch biến với x > 3. 

Ỏ lớp các bạn đã học về đạo hàm của một 
hàm số, đã chứng mỉnh công thức tính đạo 
hàm của Ýư(x), trong đơ (x) là một hàm số 
có đạo hàm nào đó. Nhưng đến khi phải tính 
đạo hàm của hàm sỐ y = Ä[zŸ thì nhiều bạn 
lúng túng, không biết tính toán thế nào. Một 
số không ít bạn đã luống cuống rồi áp dụng 
một cách máy móc công thức đạo hàm của 
Ýu(x) để làm bài này như sau : 


y =ñaz12 ŸxŸ 
Mác sai lầm như vậy thật là đáng tiếc. 
Nếu nắm vững định nghĩa của đạo hàm thì 
các bạn có thể chứng mỉnh công thức đạo 


hàm của hàm số y = Yuœ một cách không 
khó khăn gì Thực vậy, cho x một số gia Ax, 
u(x) có số gia tương ứng là Au, còn số gia 


tương ứng của y là Ay = WW+ Au — Äu. 
Lập tỉ số Ay // Ax, rồi nhân tử số và mẫu số 
với lượng liên hiệp của 


(âu +Àu — Ÿ„) ta được 
Ay/Ax = Au[Ax Ÿ(u + Au)“ + 


+Ñ@ + An) + ¿5 
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Khi Ax —> 0 thì Au cũng đần đến 
không, vậy. 


lim Ay/Ax = lim [Au/Ax x 1/8 %¿?1 
Ax0 Ar=>0 


tức là y' = z`(x)/8 %+7, trong đớ u (4) là đạo 
hàm của hàm số ưu theo z. Từ đó ta được 
ngay : nếu y = {wxz thì y = x13 {xÏ0 
Tất cả các bạn đều đã thành thạo trong 
việc vẽ đổ thị của các hàm số bậc nhất 
‡ = ax + bò và đã hiểu thế nào là giá trị tuyệt 
đối của một số đại số A (người ta thường kí 
hiệu giá trị tuyệt đối của A là | A |). Nhưng 
các bạn khá lúng túng khi phải vẽ đố thị của 
hàm số. 
y=lx+1|+|z| + |x — 1|. 
Điều mấu chốt ở đây là biết suy ra từ 
định nghĩa của giá trị tuyệt đối. 
|x| 3 nếu x > Ô 
—x nếu x < 0 
Cũng vậy 
x+ lnếu+x > —1 
|x+1I : 1 nếu x « ~] 
x— lnếu+x  Ì 
—x + lnếu+x < 1 


Ta có bảng sau đây 


z=MỊ 











Vậy y có những biểu thức khác nhau 
trong những khoảng khác nhau. Đến đây 
việc vẽ đồ thị của hàm số y không có gì là 
khó † 


Các bạn trẻ yêu toán thân mến ! Qua các 
ví dụ trên đây chúng ta đã thấy rõ rằng : sở 
di nhiều bạn rất lúng túng khi gặp những 
bài toán không quen thuộc, trước hết là vì 
các bạn đó chưa nắm thật vững các khái 
niệm cơ bản của toán học, các định nghĩa cơ 
bản, do đó chưa vận dụng được lính hoạt các 
định nghĩa ấy. Trên tờ báo này chúng ta đã 
nhiều lần trao đổi với nhau về các vấn đề, 
làm thế nào để phát huy óc độc lập suy nghĩ, 
óc sáng tạo, rèn luyện sự linh hoạt trong suy 





nghỉ, rèn luyện tỉnh thần tiến công trong học 
tập... 


Song để làm được những việc trên trước 
hết ta phải nắm thật vững, thật chính xác 
các khái niệm cơ bản, các định nghĩa cơ bản. 
Không nắm vững các khái niệm, các định 
nghĩa cơ bản, làm thế nào chúng ta có thể 
linh hoạt trong suy nghỉ khi vận dụng các 
khái niệm ấy, làm thế nào chúng ta có thể 
chủ động, có tỉnh thần tiến công trong học 
tập được. Nếu học đạo hàm mà các bạn chỉ 
thuộc các công thức tính đạo hàm, tính được 
thành thạo đạo hàm của một số hàm số quen 
thuộc và học khái niệm đạo hàm một cách hời 
hợt thì thật là không đúng. Trước hết các bạn 
cẩn đào sâu suy nghĩ để nắm vững và chính 
xác khái niệm đạo hàm, Di nhiên việc rèn 
luyện kí năng tính toán để tính được nhanh, 
gọn, chính xác cũng rất quan trọng. Có như 
vậy chúng ta mới có thể linh hoạt, chủ động 
sáng tạo được khi tính đạo hàm hay giải 
những bài toán có liên quan đến đạo hàm. 
Trên cơ sở nắm vững khái niệm đạo hàm, các 
bạn cũng nên tìm hiểu ý nghĩa thực tiễn, ý 
nghĩa cơ học của đạo hàm. Như vậy khi gặp 
những bài toán thực tế đưa đến khái niệm 
đạo hàm, các bạn cũng có thể chủ động giải 
quyết được mà không bị bối rối. 


Cũng vÌ chưa nắm vững và vận dụng linh 
hoạt các định nghĩa cho nên nhiều bạn đã 


không có những cách giải gọn. Chẳng hạn 
khi tìm đường tiệm cận xiên của đường cong 
y=1~7z~ 1/(+~— 4), nhiều bạn đã phải 
dùng các công thức tính hệ số góc và tung 
độ gốc của đường tiệm cận xiên. 

a =limy#, ô = limfy — a*]. 


x~+œ x—>œ 


Thực ra từ định nghĩa của đường tiệm 
cận và từ dạng cho trên của hàm số y, có 
thể thấy ngay rằng đường tiệm cận xiên của 
đường cong cho trên chính là đường 
y=l—7+x. 

Thật vậy gọi y và Y theo thứ tự là tung 
độ của các điểm trên đường cong đã cho và 
đường thẳng y = l— 7z có hoành độ điều 
bằng +, và kí hiệu các điểm có tọa độ (x, +) 
và íx,„ Y) là M và N thì ta luôn luôn có 
MN=y~Y= -l - 4). 

Vậy khi x — œ thì MN —>0. Do đớ khoảng 
cách MP từ một điểm bất kì M trên đường 
cong tới đường thẳng y = l — 7z cũng dần 
tới không khi xz -> œ. Vậy theo định nghĩa 
y = 1— Tx chính là đường tiệm cận xiên phải 
tim. 

Để kết thúc bài này xin nhắc lại ở đây lời 
khuyên của nhà toán học lớn của nước Pháp 
Hadamard : 


"Hãy luôn luôn thay cái bị định nghĩa bởi 
cái định nghia". 


TÔI ĐÁ SỬ DỤNG BÁO 
TOÁN HỌC VÀ TUỔI TRẺ NHƯ THẾ NÀO ? 


Báo Tbán học uà tuổi trẻ không những đã 
cung cấp cho tôi nhiều kiến thức mới mẻ và 
phong phú, mà cái chính là đã giáo đục cho 
tôi nhiều đức tính quý báu, như đức tính cần 
cù và kiên nhẫn, sáng tạo và say mê toán 
học, đã tập cho tôi phương pháp suy nghỉ 
đúng đắn. Nhờ vậy, tôi đã đạt được một vài 
kết quả nhỏ trong học tập nới chung, trong 
học toán nói riêng. 


LÊ QUỐC HÁN 
(Lớp 10 + 1B trường Sư phạm 
Trung cấp Tụ nhiên Hà Tỉnh) 


Sau đây, tôi xin trao đổi với các bạn một 
vài kinh nghiệm trong việc sử dụng tờ báo 
Toán học và tuổi trẻ : 

Khi giải các bài tập trên báo Tbán học 
tuổi trẻ, tôi đã đóng một quyển sổ tay ghỉ 
hết các cách giải của mình. Rồi khi tòa soạn 
đăng lời giải các bài toán đớ, tôi đem so sánh 
với cách giải của tôi và rút ra nhiều kết luận 
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hay, tôi thường thấy lời giải của mình dài 
dòng và quanh quẩn, thiếu sâu sắc và độc 
đáo lại hay bỏ quên các trường hợp đặc biệt 
và quên không đề xuất các bài toán tương 
tự hay tổng quát hơn như báo đã đăng. Có 
khi làm sai, tôi tự mình không xem báo để 
làm lại, mà vẫn phải vượt qua bao khó khăn 
mới đi tới kết quả. Những điều đó làm cho 
tôi băn khoăn suy nghĩ nhiều, tôi quyết tâm 
khác phục kịp thời. Dưới sự hướng dẫn của 
báo (nhất là mục "Nói chuyện với các bạn 
trẻ yêu toán") tôi đã kiên nhẫn tỉm tồi, suy 
nghĩ và tập dượt cho mình thới quen khi làm 
toán không bao giờ thỏa mãn với cách giải 
đã tìm được, mà cố gắng tìm cách giải hay 
hơn, độc đáo hơn. Và luôn luôn tự đặt câu 
hỏi : bài toán trên có thể cơ lời giải không ? 
có lời giải trong điều kiện, giới hạn nào ? vì 
sao ? cớ thể đề xuất bài toán nào tương tự 
không, tổng quát hơn không. Dần dần tự xây 
dựng cho mình thói quen đề xuất các ý kiến, 
ví dụ ý kiến từ việc chứng minh bất đẳng 
thức cos 36Đ° > tg 36° (Toán học tuổi trẻ số 
48 bài "Suy nghĩ quanh một bài toán nhỏ"), 

Tôi rất thích các bạn đã có cố gắng tìm 
tồi và để ra nhiều cách giải ngắn gọn và hay 
hơn cách giải báo đã đăng (chẳng hạn bài 
"về lời giải của một bài thi vô địch”) Toán 
học tuổi trẻ số 47, hoặc tìm ra nhiều vấn đề 
mới mẻ và thú vị. Những điều đó làm cho 
tôi tự nhủ : mình còn phải rèn luyện phương 
pháp học tập hơn nữa ! 

Khi đọc các bài đăng trên báo Toán học 
tuổi trẻ, tôi thường tìm biểu đến nơi đến 
chốn, như khi đọc "Một bài toán của 
Phibônaxi" Toán học tuổi trẻ số 48 có đoạn : 
"Phibônaxi đã chứng minh được số có dạng 
Amm (m2 — n?) chia hết cho 24 mà không nói 
rõ cách chứng mỉnh cụ thể của ông ta, tôi 
tự nhủ : dụng ý của tác giả bài này là gì ? 
phải chăng vì cách giải đơn giản quá để bạn 
đọc tự tìm lấy, hay là để thử thách các bạn 
trẻ có chú ý tÌm cách giải chăng ? Dù sao, 
tôi cũng cố tÌm ra cách giải bài toán đó, sau 
đây là một cách : ta đã biết với mọi số 
nguyên & thì #” -k‡ 6, từ đó : 


mn (m2 — n2) = mẦn — mñ° = 
= mẦn — man + mn — mnŠ = 


= n(mÖ — m) — m(nŠ — n): 6, đpcm 
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Không biết đó có phải là cách giải của 
ông Phibônaxi không, nhưng tôi thú vị vô 
cùng. 

Cách suy nghỉ và làm việc như vậy đã 
giúp tôi hiểu được sâu hơn các vấn để đã 
đăng trong báo Tbán học tuổi trẻ. 

Tôi cũng thường so sánh các đề ra trên 
báo với nhau, và sắp các bài tương tự vào 
cùng một loại. VÍ dụ loại có liên hệ đến các 
đường phân giác của tam giác mà tôi sắp 
xếp sau đây, có nhiều điểm thú vị : 

Khi giải bài "Nếu một tam giác cơ hai 
đường phân giác trong bàng nhau thì tam 
giác ấy cân" (bài 17/1964) báo Toán học tuổi 
trẻ đã đăng nhiều cách giải khá ngắn gọn và 
độc đáo, rồi không rõ do tình cờ hay hữu ý 
mà sau báo lại đãng bài 5/35 "Chứng mính 
rằng trong một tam giác ứng với cạnh lớn 
hơn thì cớ đường phân giác bé hơn". Đó là 
bài toán tổng quát hơn bài 17/1964, vì chỉ 
cần giải được bài 5/35 thì đễ dàng suy ra bài 
17/1964. Trong số báo Toán học tuổi trẻ số 
40 đã đăng 3 cách giải bài 5/35. Rất hoan 
nghênh một bạn đọc nào (không rõ tên) đã 
không thỏa mãn với cá ba cách giải trên, mà 
tìm ra cách giải ngắn gọn hơn, độc đáo hơn 
(Toán học tuổi trẻ số 42 trang 12). 

Trong khi giải hai bài toán trên, người ta 
đã tìm cách tính đường phân giác của tam 
giác biết 3 cạnh 


(độ = be [1 — a/(b + e)Ÿ q) 


và đến bài 5/42, bài toán tìm độ dài đường 

phân giác lại để cập tới, và báo đã đăng hai 

cách giải bài toán này. Ngoài ra, bài 2/33 

còn tìm thêm một hệ thức đáng chú ý nữa : 
d, = (2be cosA/2) J (b + c) 


Hệ thức này có thể chứng minh nhờ (1) 
nếu chú ý : 


q2 = b2 + c2 ~ 2bc cosÄ 


Nhờ cách biểu thị độ dài đường phân giác 
biết 3 cạnh mà bài 14/1965 (Toán học tuổi 
trẻ số 10) lại có thêm một cách giải nữa. 

Vấn đề vẫn chưa hết. Tn lại gặp bài 6/42 : 
"Chứng minh rằng nếu z và 8 thỏa mãn đẳng 
thức : 

sinz sin( + a/2) = sinổ sin(œ + 8/2) 
trong đó z, 8 > 0 và 0 <a + < z thì 

a=ÿ 


Từ đó suy ra định lí : "Nếu một tam giác 
có 2 đường phân giác trong bàng nhau thì 
tam giác ấy cân". Như vậy ta có thêm một 
cách chứng minh mới về bài 17/1964. 


Sau khi giải bài toán 6/42 đó (Toán học 
tuổi trẻ số 46) tòa soạn đã có nhận xét đáng 
chú ý : "Có bạn đã để ra, nhưng chưa giải 
được bài toán tương tự : 


Nếu 

coszcos(Ø+ œ/2)= cosđcoa(z+ Ø/2) thì œ = ổ. 
và tòa soạn kết luận là điều đó không đúng 
trong trường hợp tổng quát. Bài báo dừng 
lại ở đây, nhưng không phải ta cũng dừng 
lại ở đây. Nếu chú ý thêm rằng các bài toán 
17/1964 và ð/35 cũng đúng nếu ta thay phân 
giác trong bởi phân giác ngoài ta sẽ đi đến 
một bài toán tương tự bài 6/42. 


NHỮNG CON SỐ VÀ 


LIÔP-SIN là tác già quen thuộc và rất 
được ưa thích đối với các bạn đọc trẻ tuổi 
Liên Xô qua các tác phẩm trước đây của 
ông : "Chiến hạm của đại úy Một". "Ba ngày 
ở Kalikani"... Và cuốn sách mới đây "Tiến sỉ 
các khoa học đăng trí”. 

Từ những năm 30 của thế kỈ này 
Liõp-§in đã tham gia giảng dạy cơ học, toán 
học, lí thuyết đàn hồi và sức bền vật liệu ở 
trường đại học tổng hợp Lômônôxốp và 
nhiều trường cao đẳng ở Matxcơva. 

Đối với Liôp-Sin, toán học không chỉ là 
đối tượng giảng dạy mà còn là đề tài cho 
những cuộc nói chuyện hấp dẫn của ông với 
các bạn trẻ. 

Trong những năm đi học và công tác, ông 
đã có nhiều dịp gặp gỡ lí thú với những con 
số và những con người. 

Dưới đây chúng ta sẽ nghe Liôp-Sin kế 
về một số cuộc gặp gờ lí thú đơ. 

` 
* * 


Matxcova, mùa đông tuyết phủ 1923. 
Trên thếm một ngôi nhà nhỏ trong một ngõ 


Chứng mình rằng nếu œ và ổ thỏa mãn 
đẳng thức 


Sinơ cos( + a/2) = sinổ cos(œ + Ø/2) 
œ8 >0;0<a+8<xzxz 


«=8 


Từ đớ suy ra "Nếu một tam giác có 2 
đường phân giác ngoài bằng nhau thì tam 
giác đó cân”. 

Bài toán này có thể giải được dễ dàng 
tương tự cách giải bài 6/42. 

.. thên đây là một vài kinh nghiệm nhỏ 
của tôi trong việc sử dụng báo Tbán học tuổi 
trẻ. Tôi rất mong các bạn trao đổi thêm vì 
vấn để này nhằm góp phần làm cho tờ báo 
có tác dụng sâu sắc hơn nữa đến việc học 
toán của tất cả chúng ta. 


và 
thì 


NHỮNG CON NGƯỜI 


V. LIÔP-SIN 
(ĐỖ LONG VÂN địch) 


hẻm ở ngoại ðö Matxcơva, có một chàng trai 
trẻ đang đứng phân vân : Có nên gõ cửa 
không nhỉ ? chàng trai trẻ đó chính là tôi. 

Trong một ngôi nhà gỗ cũ kÏ đớ có một 
ông thánh ~ giáo sư toán học có nhiều công 
lao A.V. Vaxiliep. Con người ấy đã viết những 
cuốn sách tuyệt diệu biết bao ! Và đây, công 
trình mới nhất của ông, "số nguyên", lại vừa 
mới ra đời. Có thể đọc cuốn sách này liền 
một mạch từ đầu đến cuối, quên hết mọi sự 
trên đời, đường như đó không phải là môn 
toán học khô khan nữa mà là tiểu thuyết 
"Ba người ngự lâm pháo thủ". 

Bạn thử nghĩ xem, các con số mà bạn 
luôn luôn quên và nhấm lẫn, vỉ bộ mặt của 
chúng chẳng khác gÌ nhau, thì chính chúng 
lại có những đặc tính, những quan hệ và 
những điệu bộ khác nhau nhất, thậm chí 
những tên gọi của chúng cũng chẳng bình 
thường chút nào cả : số hoàn thiện, số bạn 
bè, số ảo, số siêu việt..., còn đây, các số được 


(1) Nghĩa thường của chữ 1IpoCToe trong tiếng Nga là 
đơn giản, còn trong toán nghĩa là nguyên tố, ở đây tác giả 
có ý chơi chữ (N.D. ). 
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gọi là số đơn giản() thì thực ra lại chẳng 
giản đơn chút nào ! Mặc dù ÓclÍt đã chứng 
mỉnh rằng có vô số số nguyên tố, nhưng cho 
tới nay vẫn chưa có ai khám phá ra quy luật 
phân phối của chúng trong dãy số tự nhiên. 

Những con số quả là một vương quốc bí 
ẩn. Thế mà Vaxiliep lại hiểu chúng rất kí. 
Chính nhờ một cuốn sách của ông mà lần 
đầu tiên tôi được biết định H lớn của Fecema. 
Được biết nó, tôi sôi lên và muốn lao ngay 
vào cuộc tấn công thành trÌ kiên cố này mà 
không hề biết đến những khó khăn và tổn 
thất nào đang đợi tôi phía trước, 


TÖi còn nhớ điều làm tôi sửng sốt hơn cả 
là Feema - niềm tự hào và vinh quang của 
nền khoa học Pháp - lại không phải là một 
nhà toán học chuyên nghiệp. Ông là một luật 
gia. Toán học - gọi theo ngôn ngữ hiện đại 
~ đối với ông chỉ là trò giải trí Nhưng về 
thiên tài toán học và những thành tựu của 
"nhà nghiệp dư" này thì ngay cả những nhà 
toán học chuyên nghiệp nổi tiếng nhất cũng 
phải ghen tị. Feema là người mở đường cho 
hầu hết các phát minh toán học của thế kỉ 
thứ 17 - 18, có thể mạnh dạn liệt ông vào 
số những người sáng lập ra hình học giải 
tích, phép tính vi phân và tích phân, lí 
thuyết xác suất và cuối cùng là lí thuyết số. 
Nhưng tự ông đã không công bố các kết quả 
của mình - các công trình này chỉ được biết 
đến sau khi ông chết. Người ta biết đến các 
công trình của Feema là nhờ những thư từ 
trao đổi của ông với nhiều nhà bác học khác 
trong đó có Patscan. 

Bây giờ chúng ta trở lại định lí lớn của 
tecma. Thoạt nhiên thÌ tưởng rằng nó rất 
đơn giản. Thế mà cho tới nay nở vẫn chưa 
được chứng minh, dẫu rằng rất nhiều nhà 
toán học lỗi lạc của ba thế kỈ nay đã cất công 
tÌm kiếm. 

Vậy định lí bất trị này là gì ? Th biết rằng 
luôn luôn có thể chọn được 3 số nguyên sao 
cho tổng bình phương của 2 số trong chúng 
bằng bỉnh phương của số thứ 3. Chẳng hạn ; 
82+ 42 = ð2, 62 + 122 = 182... Có vô số các 
bộ ba như vậy. (Đẳng thức œ2+ b2= c2 
thường liên quan tới định lí Pitago về tam 
giác vuông. Còn về bộ ba số 3, 4, 5 thì đã 
được biết ngay từ thời cổ Ai Cập, hơn 4000 
năm về trước ; vì thế tam giác với các cạnh 
có độ dài tương ứng gọi là tam giác Ai Cập) 
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Vậy mà không thể nào chọn được 3 số 
nguyên sao cho tổng lập phương của 2 số 
trong chúng bằng lập phương của số thứ 3. 
Cũng không thể chọn được như vậy với các 
lũy thừa bậc 4, bậc ð và nơi chung bậc cao 
hơn nữa. Nơi cách khác, đẳng thức 
a* +" = c' là không thể có nếu n > 2. Đó 
chính là định lí mà Fecema đã ghỉ lại trên lề 
cuốn "số học" của Điôphăng - nhà toán học 
thời cổ ở Alecxandri trước Fecma 1000 năm. 

Fecma khẳng định rằng ông đã tìm được 
chứng minh tổng quát, lí thú tuyệt vời của 
định lí này. Tuy nhiên không còn lại một dấu 
vết nào của chứng minh đó, Ít ra là không 
có trên lể cuốn sách của Điôphăng. Hoặc là 
vì, theo chính lời Fecma, trên lề cuốn sách 
không đủ chỗ để lí luận tỉ mi, hoặc là vì sau 
đó chính Fecma đã nghỉ ngờ sự đúng đắn 
của chứng minh đó nên đã thủ tiêu đi. Dù 
thế này hay thế khác thì định lí Feema vẫn 
chưa được chứng minh. Nhưng cũng chưa ai 
thành công trong việc bác bỏ nơ. Và chắc gì 
đã bác bỏ được. Dù sao cũng nên xem định 
Hí là đúng. 

Nhưng vấn đề không phải là ở chỗ đó, mà 
là ở chỗ sự đơn giản giả tạo của định tí 
Fecma đã lôi kéo rất nhiều người chú ý đến 
nó. Các chứng minh tuôn ra như thác đổ. Số 
người xông vào đó càng tăng lên dữ đội sau 
khi nhà toán học Vôn-Fơ-Sken(} trước khi 
chết đã để lại 100.000 mac(2) cho hội khoa 
học Ghéttin-gơnỞ) để tặng cho người nào 
may mắn chứng mình được định lí đó. 
Những kẻ may mắn thì chưa thấy mà những 
chuyện khôi hài thì lại nhiều vô kể. 

Chẳng hạn, trong một tạp chí in nhầm 
điều kiện định I như sau 
øa" +" = c?(n + 2), tức là trong ngoặc đã ín 
nhầm dấu > thành dấu +. Và thế là đã xuất 
hiện một nhân vật kÌ quặc, dựa vào chố ïn 
sai đó để "bác bỏ" định lí và đòi trao giải 
thưởng ngay lập tức. 

Nhưng như tôi đã nơi, rất nhiều nhà bác 
học nổi tiếng cũng cố gắng chứng minh định 
lí này. Mặc dù chưa chứng minh được hoàn 
toàn, một số trong họ đã có những đóng góp 
đáng kể. Trước tiên chính Fecma đã chứng 


(1) Nhà toán học Đức. 


(2) Đơn vị tiền tệ Đức. 
(3) Một thành phố của Đức. 





minh được trường hợp riêng với n = 4. Sau 
đó, vào giữa thế kỉ 18, Ơle đã chứng minh 
cho trường hợp n = 3. Đấy chính là Ơle vi 
đại, người mà khi mới 13 tuổi đã là sinh viên 
trường đại học Baden, năm 16 tuổi đã đọc 
báo cáo bàng tiếng La tỉnh phân tích so sánh 
triết học của Đề-các và Niutơn. Chính nhờ 
công trỉnh này ông đã được tặng học vị tiến 
sỉ. Còn đến năm 19 tuổi ông đã được bằng 
khen danh dự của Viện hàn lâm khoa học 
Pari vÌ công trÌnh gửi dự thi về đề tài phân 
phối hợp lí nhất các cột buồm trên tầu (ông 
đã thực hiện công trình này mà không rời 
khỏi Baden nghĩa là không hề trông thấy 
những con tẩu thật). Óle thần thoại - bạn 
chiến đấu của Lômônôxôp thần thoại - đã 
dời đất nước Thụy Sĩ thân yêu để sang Nga, 
rồi từ Nga sang Pruxia(D từ Pruxia trỏ về 
Nga để rồi ở lại đó đến ngày cuối cùng của 
đời mỉnh. Óle đã để lại hơn 850 công trình 
thuộc nhiều linh vực khác nhau : vật H, 
thiên van, lí thuyết đàn hồi, đạn đạo học... 
Óle là một nhà "bách khoa" nhưng trước tiên 
và hơn cả, ông là một trong những người 
sáng lập lỗi lạc và không mệt mỏi của vương 
quốc toán học hùng mạnh, nơi mà trên mỗi 
bước di, các định IÍ, các công thức, các định 
luật, các lí thuyết và thậm chí trọn vẹn từng 
ngành do ông lập nên đều nhắc nhở đến ông. 

Thật đáng ngạc nhiên về sự cẩn cù, lòng 
dũng cảm và nghị lực của ông, của một con 
người mà phần lớn cuộc đời đã bị mù và phải 
đọc cho những người gần gũi chép lại những 
tác phẩm thiên tài của mình, 

Thế mà ngay cả con người vỉ đại ấy cũng 
chỉ chứng minh được định lí Feema trong 
một trường hợp riêng biệt mà thôi, 

Mãi một thế kỈ sau việc chứng minh định 
lí này mới tiến thêm được một bước nữa. Vào 
giữa thế kỉ 19 nhà toán học Đức Dirichlê sau 
một loạt phát minh lớn về lí thuyết số đã 
tìm được chứng minh của định lí Feema với 
n.=5õ. 

Rồi lại gián đoạn trong hàng chục năm, 
mãi cho đến khi nhà toán học Đức Cume 
chứng minh được cho trường hợp tất cả các 
số nguyên tố nhỏ hơn 100. Thật ra, để làm 
điểu đó ông đã buộc phải (không hơn không 
kém !) đề xướng ra một phương pháp nghiên 
cứu mới mang tên là lí thuyết đại số của các 
SỐ. 


" †crH 





Cũng có một số cố gắng khác nữa đưa 
đến kết quà trong những trường hợp riêng 
biệt. Nhưng định lí Feema cho đến nay vẫn 
đang chờ đợi một lời giải trọn vẹn. 

Bây giờ thì các bạn hiểu tôi đã quá tự tỉn 
như thế nào khi tìm gặp giáo sư Vaxiliep với 
một "chứng minh" thô thiển của mình về 
dịnh lÍ Feema. Nhưng dù sao tôi cùng đã gõ 
cửa nhà, 


Một căn phòng làm việc không lớn, thấp, 
tranh tối tranh sáng, ngổn ngang đồ đạc và 
sách vở. Trong góc có một lò sưởi Hà Lan 
bằng gạch tráng men sáng bóng. Một ông 
già tóc bạc, vạm vỡ, có chòm râu oai vệ và 
đôi mắt hiển từ hiếm có đang ngồi bên một 
cái bàn làm việc to tướng. Tôi nhớ rằng điều 
làm tôi ngạc nhiên hơn cả là ông không có 
một chút nào vẻ đạo mạo của một giáo sư. 
Mặc dù tôi còn trẻ ông đã đối xử với tôi một 
cách bình đẳng. 

Vaxiliep cẩm lấy bài viết của tôi và bắt 
đầu xem rất nhanh. Thỉnh thoảng ông dừng 
lại, trề môi và khẽ lác đầu. Sau đó ông nói 
rất nhẹ nhàng, gần như mình là người có 
lỗi, rằng tôi đã phạm sai lầm về lâgich trong 
chứng minh. Sai lầm hoàn toàn không đáng 
kể, nhưng... nếu sửa nớ thì sẽ chẳng còn gì 
là chứng minh nữa ! 

Di nhiên là tôi cụt hứng, còn giáo sư thì 
bất đầu an ủi tôi và nới rằng tôi không nên 
buồn, rằng hướng suy nghỉ của tôi rất lí thú, 
và tôi cẩn phải tiếp tục nghiên cứu, - ông 
nhìn xuống và nơi thêm - "chỉ có điều là 
không phải nghiên cứu định lí Fecma mà là 
các số nói chung". 


Khi từ biệt tôi, ông nắm tay tôi hồi lâu, 
nhỉn tôi âu yếm dường như muốn nói : 
"Đừng thất vọng ! trong đời còn nhiều điều 
không may to lớn hơn". 

Đớ là lần gặp gỡ đầu tiên và tiếc rằng 
cũng là lần cuối cùng của tôi với Vaxiliep. 
Cuộc gặp gỡ này càng làm cho tôi say mê 
các con số hơn nữa. Nhưng trái với lời 
khuyên của giáo sư, tôi không chịu từ bỏ việc 
chứng minh định lí Feema mà tiếp tục đi tìm 
"con chim xanh" của mình. 

Sau 3 năm tôi lại tìm được một chứng 
mình nữa của định lÍ Feema mà tôi cho là 
hoàn toàn đúng. Tôi đến gặp giáo sư trường 
đại học Matxcơva A.I. Khinsin. 








(1) Môi thành phố trước kia thuộc nước Đức. 
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Mặc dù còn trẻ, Khinsin đã được coi là một 
chuyên gia lớn về lí thuyết số. Ông còn là 
một tác giả của cuốn sách tuyệt diệu về định 
lí Fecma. Nhưng cuộc gặp gỡ của tôi với ông 
hoàn toàn khác cuộc gặp gỡ với Vaxiliep. 

Ông Khinsin trẻ tuổi này đúng là một 
giáo sư nghiêm nghị, mày râu nhẩn nhụi, 
mẫu mực đến lạnh lùng, ông sống trong một 
ngôi nhà lịch sự ở Matxeơva, và trong những 
cản phòng đẩy đủ tiện nghỉ. Trong căn 
phòng làm việc rộng rãi và sáng sủa của ông 
không có một cái gì thừa, chỉ có một trật tự 
nghiêm ngặt và sự yên tỉnh ngự trị ở đó. 

Khinsin mời tôi ngồi và lướt qua bài viết 
của tôi rất nhanh (thậm chí tôi đã nghĨ rằng 
nhanh hơn cả sự cần thiết). Ngay trong cái 
nhanh ấy cũng biểu hiện một cái gì sang 


trọng đặc biệt. Có lẽ cũng giống như một . 


nhạc trưởng nhìn bản nhạc giao hưởng : mặc 
dù nó được viết cho nhiều nhạc cụ khác 
nhau, nhưng ông ta chỉ cần liếc qua cũng 
hiểu. 

Một phút sau Khinsin để bàn viết sang 
một bên nhìn tôi và nơi : 

- Chứng minh của anh hoàn toàn đúng. 

Xuýt nữa thì tôi hét lên "Ura"2 nhưng 
may mắn thay tôi đã kịp thời kÌm lại. 

Chứng minh đúng, - Khinsin nhấc lại, - 
Nhưng anh đã chứng minh không phải định 
lí Feema mà một điều hoàn toàn khác, đã 
được biết từ lâu. Anh đã chứng mỉnh rằng 
nếu có đẳng thức ø? + ø" = c", thì không thể 
có đẳng thức øm + ÿm = cm với ;ny z n. 

Niềm vui của tôi như tan ra mây khói. 
Tôi bối rối và chán nản hơn nhiều so với lần 
gặp Vaxiliep. Nhưng Khinsin liền nơi thêm : 

- Dầu sao thì trong công trình của anh 
cũng có một điều gì đúng. Theo tôi anh đã 
chọn đúng đường. Có cơ sở để giả định rằng 
chính Fecma đã sử dụng phương pháp hạ 
bậc. Trong công trình của anh cũng có một 
điều gì đó tương tự. Ông đứng dậy để tỏ ra 
là giờ tiếp đã hết và thêm : anh cứ tiếp tục 
đi, chúc anh may mắn. 


Tôi không biết nên cười hay nên khóc. 
Tôi thôi đâm đầu vào định lí Fecma nhưng 
vẫn tiếp tục nghiên cứu các con số, hơn thế 
còn say mề chúng hơn. Khi đó tôi không có 
một mục đích nào cả. Tôi chỉ đơn thuần chơi 
với các con số và phát hiện các quan hệ kì 
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lạ giữa chúng. Nhưng đôi khi một trò chơi 
có thể trở thành những sự tìm tòi nghiêm 
túc. Nhiều phát minh nổi tiếng trong những 
lĩnh vực khác nhau cũng chỉ bắt đầu từ một 
trò chơi, 

Sau lần gặp Khinsin không lâu, nhờ suy 
nghỉ về phương pháp hạ bậc tôi đã tìm ra 
một điều lí thú. Hóa ra là, cớ thể biểu diễn 
lũy thừa bất kÌ của một số nguyên dưới dạng 
tổng của những số lẻ liên tiếp. Và khi đó số 
số hạng bằng cơ số của lũy thừa. Chẳng hạn : 
ð1 có thể-biểu diễn thành tổng của năm số 
lê liên tiếp 6! = 121 + 128 + 125 + 197 + 
129 = 625. Một ví dụ khác : 4) = 253 + 255 
+ 2õ7 + 259 = 1024. 

Đối với lũy thừa bậc ø bất kì của số ø, số 
hạng đầu tiên của khai triển bằng 


ai =an~!~œ+ 1, và số hạng cuối cùng 
a=an” l+g—] 
Rõ ràng với n = 2 ta nhận được công thức 


quen thuộc trong toán học sơ cấp : 
ad?=1+32ð+7+..+(a-1) 


Đáng quan tâm là trường hợp khi ø = 3. 
Ta có 


13 = 1. 

2=8+5. 

82 « 7+9+11., 

4= 18 + 1B + 17 + 19. 


Từ đó dễ dàng nhận được định lí đã có 
từ thời cổ phương đông. Dạng tổng quát của 
nó là 


T n 
3,a†= Qaj? 
i=1 tí=1 
Người ta chứng minh định lí này bằng 


phương pháp quy nạp toán học, nhưng cũng 
có thể chứng minh như sau : 


12+20+39+49 +... 
i+3+5+7+9+... 
(1+23+8+4+.# 


Còn có thể tìm nhiều mối quan hệ kì lạ 
khác, miễn là quan sát một cách kí lưỡng 


(2) Hoan hô. 





hơn các đẳng thức bằng số và bằng chữ, 
chẳng hạn từ trên ta suy ra 


= 2„n~] 
œi ta, =2 


hay (+a,)/2=an~1 


Đẳng thức đớ nới lên cái gì ? Nó nói lên 
rằng trong một dãy bất kì các số lẻ liên tiếp 
nhận được khi khai triển một lũy thừa của 
số ø, giữa các số hạng đầu và cuối của dãy 
có ít nhất một lũy thừa của số với số mũ nhỏ 
hơn số mũ của lũy thừa được khai triển một 
đơn vị. 


Từ kết quả trên còn có thể suy ra nhiều 
điều khác nữa, nhưng tôi sẽ không trình bày 
ở đây, và xin đành cho các bạn đọc tự suy 
nghỉ. 

Trong những năm 20 của thế kỈ này tôi 
rất tự hào về những tìm tòi của mình. Vài 
năm sau tôi đã trình bày định lí của mình 
cho viện sĩ Ludin ~ một nhà bác học và một 
con người lí thú nhất, toàn diện nhất. Những 
bài giảng hấp dẫn về những vấn đề rất khác 
nhau của toán học mà ông đã đọc ở trường 
đại học Matxcơva thu hút rất nhiều người 
nghe ; không những chỉ sinh viên mà cả giáo 
viên, giáo sư, và những người yêu thích toán 
cũng đến nghe. 

Những bài giảng sắc sảo, dễ tiếp thu của 
Ludin không những sâu sắc về nội dung mà 
còn tuyệt vời về hình thức. Không phải là 
ngẫu nhiên mà các học trò của ông (ông đã 
đào tạo một thế hệ các nhà toán học lỗi lạc) 
đều là những giảng viên xuất sắc. 


Ti tìm gặp Ludin sau một trong các bài 
giảng tuyệt vời như vậy mà tôi đã phải vứt 
bỏ mọi việc khác để đến nghe. Tôi hỏi ông 
một câu gỉ đó để bắt chuyện, và làm ra vẻ 
vô tỉnh xoay sang vấn đề mà tôi quan tâm. 
Tôi hỏi xem ông cớ biết định lí về khai triển 
lũy thừa của các số tự nhiên không. Ludín 
bảo rằng ông không biết định lí đó và hẹn 
tôi đến nhà, - Trời, ông ta có cả một cẩm 
nang toán học của Klen bằng tiếng Anh. 


Tôi không thể chờ đợi lâu và đã tìm đến 
nhà ông ngay ngày hôm sau ! Người ta đã 
báo là có tôi đến, còn tôi thì ngoan ngoãn 
chờ trong phòng làm việc. Chủ nhân mặc áo 
choàng ngắn cũn và đi đép bước ra, Ông xin 
lỗi, rồi sau đó đến tủ và rút ra một tập dày 
cộp "Bách khoa toán học" của Cơ-lanh. 

- Trong tập này, - ông mỉm cười và nói : 
~ có tất cả những gì liên quan đến các số, 
từ Romul đến ngày nay. Nếu anh không tìm 
thấy định lí của anh ở đây thì có nghĩa định 
lÍ đớ đúng là của anh. Anh hãy cầm lấy 
quyển sách này, chỉ có điều là đừng giữ lâu. 

Không dấu nổi vẻ ngạc nhiên, tôi tạm biệt 
Ludin và ra về với một kho báu vật nặng 
triu bên mình. Tại sao ông ta lại có thể trao 
cả một kho tàng quý báu cho một người chỉ 
mới gặp lần đầu ? Thật là không thể hiểu 
được ! Về sau này tôi mới hiểu rằng trong 
đầu của con người ví đại ấy không thể có ý 
nghỉ rằng một người nào đơ lại có thể lừa 
dối ông. Đối với ông, khoa học và tội ác 
không thể song song tồn tại được. 

Tôi liền đở cuốn bách khoa toàn thư 
nhiều đêm liền, và luôn luôn sợ rằng sẽ tÌm 
thấy định lí của mỉnh.. May mắn là đã 
không thấy ! Có nghỉa rằng định H là của 
tôi, tôi nghĩ như vậy và đã nghĩ như vậy khá 
lâu... Nhưng rồi mới đây tôi đã tÌm thấy định 
lí "của mình" trong cuốn sách bài tập chọn 
lọc giành cho học sinh lớp 8 ~ những người 
tham gia cuộc thi vô địch toán học. 

Tôi buồn ư ? Không hề. Nhìn cuốn sách, 
tôi vui mừng nhận thấy phạm vi các vấn đề 
toán học giành cho học sinh phổ thông được 
mở rộng và phức tạp thêm biết bao, và nghĩa 
là trình độ toán học ở phổ thông đã được 
nâng cao thêm biết bao. Tôi nghỉ đến những 
nhà sư phạm mà tài năng sáng tạo về 
phương pháp và công lao của họ đã đóng một 
vai trò không nhỏ trong sự nghiệp quan 
trọng này. Tôi hồi tưởng lại và thẩm cám ơn 
những người thầy của tôi... 
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VỀ MỘT BẤT ĐĂNG THỨC 


Các bạn trẻ yêu toán thân mến ! 

Trong bài viết này tôi sẽ trao đổi với các 
bạn một vài suy nghỉ về một bài toán nhỏ 
mà tôi đã gặp phải khi đi bọc. Đầu bài toán 
như sau : "Cho tam giác ABC có các cạnh là 
ơ, b, c và diện tích S. Hãy chứng minh rằng : 

a2 +b2 + c2 > 4SVã", 

Hồi ấy, để giải bài toán trên tôi đã vận 
dụng nhiều phép biến đổi đại số vào hầu hết 
các bất đẳng thức về các cạnh trong tam 
giác mà tôi biết, nhưng vô hiệu, đáp số vẫn 
không tìm ra. Tôi nảy ra ý nghỉ giải quyết 
một bài toán dễ hơn nhiều như sau : Khi nào 
thì trong tam giác ABC xảy ra đẳng thức 
ø2+b2 +c? = 4SVã ? Và thấy ngay đẳng thức 
trên xảy ra khi và chỉ khi AABC là tam giác 
đều (vì a = 6 = c do đó vế trái đẳng thức là 3c2, 
còn vế phải 4SVð = 4(c2ý3 /4)V3= 3c2). Từ 
đấy tôi có ý định đưa vào thêm ] tam giác 
đều nào đớ để chứng minh bất đẳng thức 
trên. Song tam giác đều đưa thêm vào như 
thế nào ? Lẽ tất nhiên là nó phải có một sự 
ràng buộc như thế nào đó đối với AABC cho 
trước. Tam giác ABC cho trước không phải 
là tam giác đều nên bao giờ cũng có một góc 
nhỏ hơn 609, giả sử rằng góc ABC < 609, 
Tôi dựng tam giác đều ABD sao cho ÐD ở 
cùng phía với C đối với AB. Như thế nếu áp 
dụng định lí hàm số côsin vào ABDC thì : 


Hình ¡ ` 

CD2 = œ2 + c? ~ 2accos(60° ¬ B) 
= œ2 + c2 - 2ac[cos60° cos8 + sin60° sin8)] 
= a2? +c? - ae(cosB + {3 sin8) 
= @2 + c? ~ gecosB — ac VÃ sinB. 


Nhưng acsin8 = 28 (S là diện tích AABC 
theo giả thiết). 
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TRẦN VÕ CƯỜNG 


Còn nếu áp dụng định lÍ hàm gố côsin vào 
AABC thì b2 = a2 + c2 — 2aecosB. 


Suy ra 
cosB = (a2 + e2 ~ b2) / Đac 

Do đó 

CŨ = q2+ 2 ¬ ac(g2 +c2 - 2) j 2nc - 2SỶ3 = 
= (g2 +c2 + b2 - 4SỶ5) /2 

Vì AABC không phải là tam giác đều nên 
C không thể trùng với D, do đó CÐˆ2 luôn 
luôn dương, vậy thì a? + b2 + c2 > 4SVä. 


Như vậy kể cả trường hợp AABC là tam giác 
đều ta đã chứng minh được 


a2 +b2 + c2 > 4Sý3 q) 

Bài toán được giải xong. Chúng ta sẽ 
không dừng lại ở đây, VÌ ac sin8 = 2S, do 
đó 2acsinB = 46. 

Mặt khác 
2accos8 = 2aesinB.cosE / sin8 = 4ScotgB. 

Nên : 

b2 = a2 + c2 — 2œecosB 
b?=aœ?2+c2~ 48cotg ®) 

Do tính bình đẳng của các cạnh trong tam 
giác ABC nên ta có thể suy ra 

a2 = b2 + c2 - 4ScotgA (8® 
c2 = ø2+b2 ~ AScotgC (4) 
Cộng từng vế các đẳng thức (2) (3) (4) 
ta được 
a2 +b2 + c2 = 2(a2 + b2 + c2) 
~ 4S(cotgA + cotgP *+ cotg©) (®) 
Từ (1) và (ð) suy ra một bất đẳng thức khác 
cotgÄ + cotg8 + cotgC >VW3 (6) 

Như thế từ bài toán ban đầu, chúng ta 
lại giải được 1 bài toán khác như sau : 

"Chứng minh rằng nếu ở góc eø, ổ, y có 
tổng bằng 180° thì : 

cotga + cotgØ + cotgy > V3". 

Sau này nhân đọc một bài trong báo Toán 
học ở nhà trường Liên Xô tôi được biết hai 
nhà toán học Phin-sler và Kha-dvi-gher đã 
đưa ra một bất đẳng thức tổng quát và khó 
hơn nhiều là 


ø2 +b? +c? > 4SV3 +Q (? 


trong đó : 
@=(a-b)?+(0 - e2 + (e - a)2 

Vấn đề trở nên rắc rối. Sau khi áp dụng 
nhiều lần các phép biến đổi và một vài thủ 
thuật trong đại số đều thất bại, tôi nảy ra ý 
định chứng minh nó bằng phương pháp hỉnh 
học ; nhưng rõ ràng không thể chỉ trông chờ 
vào vẻn vẹn có AABC và tam giác đều ABD 
mà ta đã dựng ở trên. "Phải dựng thêm 1 
vài hình nữa !", 


Một sự suy nghĩ nhỏ, đã dẫn ta tới quyết 
định ấy. Tất nhiên một người làm toán hơi 
khá một chút thôi cũng cớ thể nghĩ ngay đến 
các điểm, các đường đặc biệt trong AABC 
mà ta đã biết ! 

Sau khi kẻ các đường phân giác, trung 
tuyến, trung trực, đường cao và cùng với nó, 
các điểm đặc biệt xuất hiện : tâm vòng nội 
tiếp, trọng tâm, tâm vòng ngoại tiếp, trực 
tâm, việc nối các điểm đặc biệt với nhau 
hoặc với các đỉnh của tam giác ban đầu đều 
"không dẫn đến" một "hi vọng". Phần vì quá 
phúc tạp, phần vì không thấy sự liên hệ của 
hình tạo thành với hình ban đầu... Nhưng 
rồi một "ý hay" xuất hiện khi vẽ các đường 
tròn bằng tiếp (1), (ŒJ), Œ) của AABC ; ta 
thấy các đỉnh của AABC đều nằm trên các 
cạnh của AI, 1 T tạo thành do nối tâm các 
vòng tròn bàng tiếp. Tuy chỉ là một nhận xét 
tất bình thường, nhưng ở đây điều này có 
thể đưa đến 1 kết quả "lớn" ~ kết quả mong 
muốn. Vẻ sáng sủa của hình vẽ giúp ta thêm 
tin tưởng vào hi vọng đó ! 

Gọi S' là diện tích AI TJÀ„ và r., rụ, Lin, 
và Ñ là bán kính các vòng tròn bàng tiếp, 
vòng tròn nội tiếp và ngoại tiếp của AABC, 

Tạ hãy áp dụng bất đẳng thức (1) vào tam 
giác II !, ta có : 


TIỆ + 1,2 + LỊ2 > 4S' 8 ạ) 


Tính các cạnh của Ai Trị, và diện tích S' 
của nó theo a, ở, c và A4, 8, C, r và R ta được 


Tủ, = ARoos(Â /2) 
lJ, = 4Rcos(Ê (2) (8) 
11, = 4Rcos(Ê (2) 

và  8'= 2SRír 


Nhưng từ 
„.= ptgA /2) 
rạ = ptg(B !2) 
r. = ptg(C/2) 
ta rút ra được 
rạ + ry = 4Reos2(Ê J2) 
4Rcos2(4 / 2) (9) 
4Rcoa2(8 ¡ 2) 
Từ (8) và (9) ta có 
TUỆ + T12 + LỆ = BRỢ, + rụ + nụ) 
Vậy (1') sẽ thành 
8Rữứ, + rạ„+ r) > §8SRV3/r 


lí 


Ty từ 


I 


+ 
te Ta 


hay 
rữ, +rạ + ru) > S8 (10) 
Bất đắng thức (7) tuy chưa được chứng 
mình nhưng ta lại chứng minh được 1 bất đẳng 
thức khác (10). Tất nhiên một câu hỏi sẽ 
được đặt ra là từ bất đẳng thức (10) có thể 
suy ra (7) được không ? và nếu được thì suy 
ra như thế nào ? Ta nhận thấy rằng vì vế 
phải của bất đẳng thức (10) đã gần giống số 
hạng đầu trong vế phải của (7), chỉ thiếu hệ 
số 4. Do đó ta đem nhân cả 2 vế của bất 
đẳng thức (10) với 4, ta có : 
4rữứ, +rụy trụ) > 4sý3 
Dùng các công thức S = pr 
S= (p - đ)r, = (p ~ b)ìn, = (p - e)}r, 
và công thức Hê-rông 
S? = píp - a)Œœ ~ b)( ~ c) 
ta tính được 
4rữ, +g +) = (a2 + 62 + c2) ¬ 
¬ [(@ — b)2 + (b ~ £)2 + (e — a)?] 
Vậy rõ ràng là : 
ø2+b2+c2>»> Asýã + 
+{(œ +6)? + (b +)? +(c— ø)2] CD 
Bất đẳng thức (7) mang tên 2 nhà toán 
học Phin-sler và Kha-dvi-gher và được họ 
công bố năm 1938 dưới hình thức một 
định lí. 
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CẦN THÊM MỘT CHỮ "NẾU" 


Trong báo THTT số 107 (tr.1) có nêu bài 
toán (bài toán 1) cùng với lời giải sau đây : 

Bài toán 1. Hãy tìm gió trị lớn nhốt oò 
giá trị bé nhất của biểu thức x? + y uới điều 
hiện : 

(œ2 — y + 12 + 4+3»?T—xz2—y? =0 () 

Lời giải. Điều kiện (1) biến đổi được về 
đạng : 

(x2 + y2)2 - 32 + y2) + 1 + 4x? = 0 (2) 
hay (x2 + y?)2 - 3(xz2 + y?) + 1 = -4xz2. (3) 
Đặt u = x2 + y?. Khi đớ, từ (3), ta có : 

u2- 3u +1 <0 (4) 
(3 - Vð)/2 < u < (3 + Vỗ)/2 

Giá trị lớn nhất của biểu thức x2 + là : 

(3 + V5)/2. 
Giá trị bé nhất của biểu thức +2 + yŸ là : 
(3 - V5)/2. 

Thực ra, lời giải mới chỉ kết luận được 

rằng max(x2 + y2) = (3 + Vð)/2 và 

min(z? + y2) = (3 - VBð)/2 nếu +2 + y2 
đạt được các giá trị này. Dù là dễ dàng thấy 
rằng điều đó xẩy ra khi x = 0, song không 
nêu điều đó ra vẫn là một thiếu sót. 

Bây giờ, ta hãy thử xét khả năng áp dụng 
của cách giải đó nếu thay đổi đôi chút điều kiện 
(1), chẳng hạn thay bằng điều kiện (1') sau đây : 

œ2 - y2 +1}? = 4x2y? - 4x2 - y2 -9 =0 0) 

Bàng cách biến đổi tương tự như trên, ta 
Sẽ CÓ : 


hay 


u? - 8u - 1 Ẩ& 9. 

Nếu tiếp tục giải như trên thì không thích 
hợp vì ta sẽ thu được một giá trị âm ứng với 
giá trị nhỏ nhất của ¿. Muốn cho tương ứng 
với mỗi giá trị của z đều có một giá trị của 
z2 + y2 cần thỏa mãn điều kiện ¿ > z7. VÌ 
vậy, bằng cách đặt X = x2, ta có hệ mà các 
bạn có thể giải bằng kiến thức ở lớp 10 (8 
củ) sau đây : 


X=_-u2+3u +1 
0<X<u 


Để tránh suy luận nhầm rằng từ u > X 
ta có w đạt giá trị nhỏ nhất khi w = XÃ, các 
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ĐẶNG VIỄN 


bạn có thể xét thêm bài toán trên với sự 
thay thế điều kiện (1) bằng điểu kiện (1'') 
sau đây : 


Gœ2-y?+1#+4z3?-62-y?+2=0 @) 

Bài toán 32. Cho hình thang ABCD uói 
đáy AB uà DC. Chúng mình rằng 
AC2 + BD2 = AD? + BC2 + 2AB ..CD 

(9/82 THTT). 

Trong lời giải đơ bài báo chỉ nêu trường 
hợp các hình chiếu H và H' của A và B 
xuống CD đều ở trong đoạn CD. Trong khi 
đó, có cá tháây 6 trường hợp khác nhau (các 
trường hợp ïÏ! hoặc #ï' trùng vào C hoặc D 
đều được coi là nằm trong đoạn CĐ), nghĩa 
là lời giải chỉ đúng nếu xảy ra trường hợp 
tương ứng với hình đã vẽ. Bây giờ, làm thế 
nào để giải trọn vẹn bài toán cho cả 5 trường 
hợp còn lại nữa ? Chắc các bạn đều thấy ngại 
nếu phải vẽ thêm cho đủ 5ð trường hợp hình 
vẽ còn lại và tiến hành giải tiếp từng trường 
hợp một vì đấy quả là một công việc đáng 
chán. Nhưng, thế thì phải làm thế nào ? Bạn 
đã từng gặp một hệ thức nào đó bao quát 
mọi trường hợp hÌnh vẽ chưa ? Bạn sắp nhớ 
ra rồi đấy... chính là hệ thức Sa-lơ. Bây giờ, 
bạn hãy chứng minh hệ thức tổng quát sau 
đây về bình phương cạnh ÁP trong tam giác 
ABC (không cứ ứng với góc C nhọn, tù hay 
vuông) : 


AB? = AC? + BC? + 2BC. CH (trong đó H 
là hình chiếu của đỉnh A xuống cạnh 8C), 
rồi áp đụng nó vào việc giải bài toán này. 

Ta có 

AC? = AD2 + CD? + 2CD . DH 


BD2 = BC? + DC2 + 9D. CF 








AC? + BD2 = AD? + BC + 2ĐC(ĐC + HD + CH) 


=AD2 + BC + 2ĐC.. HIF (Ấp dụng hệ 
thức Sa-lơ vào biểu thức trong ngoặc đơn.) 
hay AC? + BD2 = AD? + BC? + 2. DC.AB 
(vì ABH'H là một hình chữ nhật). Suy ra : 

AC2 + BD2 = ADˆ2 + BC? + 2AB.CD 


_- › => 
(vì DC,AB là hai vectơ song song cùng 
chiều). 

Bài toán 3. Có một miếng bìa hình chữ 
nhật cõ 18cm x 48em. Hỏi phải cốt đi ỏ 4 
góc 4 hình uuông bằng nhau uới cạnh bằng bao 
nhiêu dể có thể làm thành một cái hộp (không 
nắp) uói thể tích lớn nhất có thể được. 

Lời giải 1. Gọi x là cạnh các hình vuông 
phải cắt đi, ta có thể tích V của cái hộp là : 

Ÿ = x(18 - 2x)(48 - 2x) với 0 < xz < 9 
hay V = 8/5. ð5xz/2.(18 - 2x)(12 - x/2). Vì các 
thừa số biến đổi 5z/2,18 - 2x và 12 - x/2 đều 
dương và có tổng bằng 30 không đổi và 
chúng lại bằng nhau khi x = 4 nên V đạt giá 
trị lớn nhất khi và chỉ khi z = 4 (em) theo 
định lí l (hệ quả của định lí Cô-si) sau đây : 

Định lí 1. Nếu n số không âm đị, G2, đạ, 
- #i mà có tổng không đổi thì tích của 
chúng đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi 
chúng bằng nhau. 

Chắc các bạn đều cho rằng đây là một lời 
giải hay vì nó ngắn, gọn. Thế mà, vẫn thiếu 
chặt chẽ đấy : Dể làm sáng tỏ điều đó, ta 
hãy lây một lời giải khác làm phản ví dụ : 

Lời giải 2. Ta có V = x(18 - 2x)(48 - 2x) 
= qián (18 - 2x)(48 - 2x) với 0 < x < 9. 
Vì các thừa số biến đổi 4+, 18 - 2x và 
48 - 2x đều dương và có tổng bằng 66 không 
đổi, hơn nữa, hai thừa số 18 - 2x và 48 - 2x 
luôn luôn không bằng nhau nên theo định 
lí 1 theo V không bao giờ đạt giá trị lớn 
nhất ( !), 

Vỉ vậy, cần phải thêm một chữ "nếu" vào 
định H 1 (thiếu chặt chẽ) thành định lí 1' 
sau đây ; 

Định lí 1' : Nếu n số không âm dị, đ., da 
„› @n mà có tổng không đổi và nếu có thể 
xẩy ra trường hợp chúng bằng nhau thì tích 
của chúng đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi 
chúng bằng nhau. 

Bài toán 4. Cho trước một dường tròn. 
Chúng mừnh rằng trong số cúc tam giác nội 
tiếp dường tròn đó, tam giác dều có diện 
tích lún nhất. 

Lời giải. Xét các tam giác nội tiếp đường 
tròn đó. VÌ các tam giác đều đều bằng nhau 
nên chúng có một diện tích xác định duy 
nhất. Do đó, muốn chứng minh "tam giác 


đều là tam giác có diện tích lớn nhất”, ta chỉ 
việc chứng minh "tam giác có diện tích lớn 
nhất là tam giác đều". Ta sẽ chứng minh 
mệnh để này bằng cách chứng minh mệnh 
đề phân đảo của nó (tức cũng đẳng giá với 
nó) sau đây : "mọi tam giác không đều đều 
không có diện tích lớn nhất". Quả vậy, xét 
tam giác ABC không đều. Thế thì, nó có ít 
nhất một cặp cạnh không bằng nhau, chẳng 
hạn AB > BC. Dễ dàng chứng minh rằng 
diện tích AABC bé hơn diện tích một trong 
hai tam giác cân có đáy là AC. Bài toán 
chứng minh xong. 

Nhiều bạn rất thích lời giải này vì trong 
đó đã vận đụng liên tiếp hai cách chứng 
mỉnh gián tiếp. Thế nhưng, nó vẫn không 
được chấp nhận vì chưng còn thiếu một chữ 
nếu. Bạn hãy thử nghỉ xem tại sao vậy ? 

Thường ta vẫn quen xét tập hợp hữu hạn 
số thực trong đó bao giờ cũng tồn tại ít nhất 
một số lớn nhất đồng thời ít nhất một số bé 
nhất. Nhưng điều đó không còn đúng nữa 
đối với tập hợp vô hạn số thực, chẳng hạn, 
tập hợp số thực trong nửa đoạn (0 ; 3) không 
có số lớn nhất. Ở đây, tập hợp diện tích các 
tam giác nội tiếp hình tròn đã cho là một 
tập hợp vô hạn nên cũng chưa khẳng định 
được rằng nó có số lớn nhất hay không (dựa 
vào các định lí về tổn tại giới hạn ở lớp 11, 
bạn dễ dàng chứng minh rằng có). Cho nên 
cần phải thêm một chữ nếu vào điều đã 
được chứng minh trong lời giải trên như 
sau : "Nếu tổn tại Ít nhất một tam giác nội 
tiếp đường tròn đớ, với diện tích lớn nhất 
thÌ tam giác đều chính là tam giác đớ". 

Qua các vÍ dụ trên, các bạn cớ thể rút ra 
một vài điều đơn giản sau đây : 

1) Cần luôn luôn có ý thức cảnh giác về 
tính tổn tại của khái niệm toán học mà ta 
đang sử dụng. 

2) Thường các sai lầm về lôgic được xét 
theo các loại sau đây : sai về luận đề (lời 
giải bài toán 4), sai về luận cứ (lời giải 1), 
và sai về luận chứng (các lời giải bài toán 1 
và bài toán 2). 

Các bạn đi trước hầu như đều có một 
nhận xét thống nhất như sau "Ở phổ thông, 
điều cần thiết nhất là được rèn luyện cũng 
như tự rèn luyện về tư duy toán học". Mong 
rằng các bạn nhận thấy ở đấy một lời khuyên 
quý báu. 
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Bạn đọc hãy thử xem hai định lí quen 
thuộc sau đây : 


Định lÍ 1. Trong một tam giác, đường 
trung bình bồng nửa cạnh dáy. 

Định lÍ 2. Trong một tam giác, tổng bình 
phương hai cạnh bằng nửa bình phương 
cạnh thứ ba cộng uới hai lần bình phương 
trung tuyến tương ứng. 

Quan hệ giữa đường trung bỉnh và các 
cạnh thật đơn giản (định lí 1) còn quan hệ 
giữa trung tuyến với các cạnh khá phức tạp 
(định lí 2). Xem ra nội dung hai định lí 
chẳng "bà con chỉ". Nếu có xem xét các 
chứng minh hai định lí trên, cũng sẽ không 
thấy rằng khi chứng minh định lí này chẳng 
hề dùng đến định lí kia. Nhưng sự xa lạ giữa 
hai định lí chỉ là bể ngoài. Chỉ cần đổi cách 
nhìn đi một chút đã cảm thấy có sự gần gũi. 
Quả vậy hãy xem tam giác ABC như một tứ 
giác có bốn cạnh BA, AA = 0, AC, CB thì 
đã thấy ngay sự "bình đẳng" giữa đường 
trung bình (nối trung điểm của hai cạnh đối 
diện BA, AC) và trung tuyến (nối trung điểm 
của hai cạnh đổi diện ÁAA, BC). Vậy thì tại 
sao quan hệ giữa chúng với các cạnh lại khác 
xa nhau đến thế ? Ốc tò mò khoa học thúc 
giục ta nghiên cứu các quan hệ (trong một 
tứ giác BAA'C) giữa các cạnh và một đường 
trung bình (đoạn nối trung điểm hai cạnh 
đối diện) (h.1). 





Hình 1 
Gọi !, K lần lượt là trung điểm hai cạnh 
đối điện AA, BC và M, ÑN lần lượt là trung 
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điểm hai cạnh đối diện ABA'C. Định lí 2 gợi 
ý ta tịnh tiến cạnh AB đến vị trí ïP và cạnh 
A'C đến vị trí 1Q. Hai tam giác KBP và KCQ 
bàng nhau vì có.8P = QC (AA'/2). KB = KC 
và PBK = QCK. Từ đó suy ra PKB = 
QKC nên P, Q, K thẳng hàng. Ngoài ra : 
KP = KQ nên ïK là trung tuyến của tam 
giác IPQ. Theo định lí 2 thì : 


41K? = 9P2 + 1Q?) ~ PQ? = 9P2 + 12) - 
~ gP2 + + TQ? — 2ïP..IQ.cosa) hay 
AIK = IP2 + IQ? + 2IP..IQcosa = 
= AB? + A'C? +2AB.A”C” (A'C' tà hình 
chiếu vuông góc của A'C xuống đường thẳng 


AB) nếu ta chú ý rằng cosa và AB.A"C? 
luôn luôn cùng dấu. 





Nhưng : 

2AB.A"C' = 2AB(MC' - MA") 
= 2AB. MC' - 2AB. MA 

= (AC? ~ BC?) — (AA'2 ~ BA?) 
Vậy : 


ATRĐ“ABB+A'C2+BA'24A00—AA'?~BỆ? (0) 
Hoán vị vai trò của các cặp cạnh đối điện 
(AA, B©) và (A85, _aAQ) ta được 
AMN2=AA'2+BC2+BA'2+AC?—AB?—A'C2(3) 
Nếu Ä trùng với A thì AA' = 0, AB = A8; 
“ =_ AC nên (1l) cho ta 
= 2(A82 + AC® - BC” ; đó là nội lùng 
của HINH 1i 9. 


Còn (2) thì cho ta : 


4MN) = BC? hay MN = 
dung của định lí 1. 

Như vậy, hai định lí 1 và 2 chỉ là xa lạ 
với nhau bể ngoài thôi, thực chất thì chúng 
đều do một mẹ sinh ra. Hai hệ thức (1) và 
(2) đều nói lên : 

Định lí 3. Trong một tứ gióc, bốn lần 
bình phương của một đường trung bình 
tdoạn thẳng nốt trung điểm hai cạnh dối 
diện cho trước) bằng tổng bình phương hai 
cạnh còn lại uà hai đường chéo trừ di tổng 
bình phương hơi cạnh cho trước. 


BC/2, đó là nội 


Hai định H 1 và 2 là kết quả của việc áp 
dụng định lí 3 vào hai đường trung bình của 
một tứ giác 8CAA' khi A' đến trùng với A. 
Đến đây, ta hiểu thêm hai chữ "đào sâu" là 
thế nào. Ý xuất phát cũng thật là đơn giản : 
Coi đường trung tuyến cũng là một đường 
trung bình nối trung điểm của cạnh AA với 
trung điểm của cạnh 8C. Đơn giản nhưng 
lại ít ai nghỉ đến chỉ vì không quen nghỉ rằng 
tam giác là một trường hợp đặc biệt của tứ 
giác (khi cớ một cạnh bằng không) và "đào 
sâu" đi liền với "mở rộng". Ỏ đây, có mở rộng 
ra tứ giác mới thấy được một mối quan hệ 
sâu xa trong tam giác. 


Nếu tình ý một chút sẽ thấy rằng trong 
khi chứng minh định lí 3, không hề dùng 
đến giả thiết "lối" hay "phẳng" của tứ giác. 
Vậy định lí đúng cho một tứ giác bất kì (lối, 
lõm, chéo, ghếnh). Hơn nữa vì độ dài trung 
bỉnh là một hàm liên tục của các cạnh và 
đường chéo nên định lí 3 vẫn đúng khi có 
một đỉnh nào đớ liên tục đi chuyển đến nằm 
trên một cạnh nào đớ, thậm chí cả khi bốn 
đỉnh thẳng hàng. 


Sau đây ta sẽ gọi một hình gồm bốn điểm 
bất kỈ và sáu đoạn thẳng nối bốn điểm đơ, 
từng đôi một, là một "tứ điểm". Bốn điểm 
và sáu đoạn nói trên theo thứ tự sẽ gọi là 
các "đỉnh" và các "cạnh" của tứ điểm. Một 
cạnh nối hai đỉnh nào đó và cạnh nối bai 
đỉnh còn lại sẽ gọi là hai cạnh đối điện của 
tứ điểm. Đoạn thẳng nối trung điểm hai 
cạnh đối diện sẽ gọi là một đường trung bình 
của tứ điểm. 

Bây giờ ta có thể phát biểu định lí 3 như 
sau : 


Định lí 3°. Trong một tứ điểm có sáu 
cạnh bằng œ, ( = 1, 2, 3, 4, ð, 6,) bốn lần 
bình phương của một đường trung bình nào 

6 
đó bằng > £,gể, £¡ = -1 đổi với hai cạnh 
[=1 
chứa hai đầu mút của đường trung bình và 
£E, = †l đối với các cạnh khác. 

Nếu viết biểu thức cả ba đường trung 
bình theo định lí 3' rồi cộng vẽ với vế ta 
được : 

Định lÍ 3”. Trong một tứ điểm tổng bình 
phương sáu cạnh bằng bổn lần tổng bình 
phương ba đường trung bình, 

Vận dụng định lí 3'' vào một tứ điểm cơ 
bốn đỉnh A, Ö, C, D thẳng hàng trên một 
trục số với các hoành độ là ø, b, c, đ ta có 
ngay ; 

Định lÍ 4. Với bốn số thực ø, ð. c, ở bất 
kỉ, ta luôn luôn có (a - b)Ÿ + (œ ~ c}2 + 
+ía - đì? + (b — ø)) + (b = đì? + (c - d)? = 


g+ồ c+đda a+c b+d.>» 
3i Ca» an + oto) 
a+d b+c.„ 
Km ng: 

Định lí 4 cũng là anh em ruột thịt với các 
định lí 1 và 2. Di nhiên anh em nhà này còn 
nhiều, các bạn tha hồ tìm. 

Các bạn thấy không, học một biết mười 
là vậy. Bàng lòng với việc hiểu hai định lí 1 
và 2 thì học một chỉ biết một. Thác mắc tại 
sao chúng có vẻ xa lạ với nhau rồi đào sâu, 
mở rộng, ta đã tự mình phát hiện thêm 
nhiều kiến thức mới (ít ra là đối với ta), 
những kiến thức mà nhìn riêng lẻ, tưởng 
như chả "bà con chỉ". 
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Chương II TÌM HIỂU SÂU THÊM TOÁN HỌC PHỔ THÔNG 





NÓI CHUYỆN VỀ CÁI "ĐIỂM" 
TRONG HÌNH HỌC 


Học sinh chúng ta học hình học, làm bài 
tập hình học, thường gặp luôn chữ "điểm", 
Có lẽ không cớ bài học, bài tập nào về hình 
học mà không có chữ "điểm". Như vậy chắc 
chúng ta đã hiểu rõ cái "điểm" lắm rồi. 

Nhưng nếu bây giờ có người hỏi "điểm" 
là cái gì thì nhiều học sinh còn lúng túng. 
Điều đó cũng không cớ gì lạ, vì nhiều nhà 
toán học nổi tiếng đời xưa cũng như đời nay 
trả lời câu hỏi đó cũng không ổn. Sau đây 
xin giới thiệu một số định nghĩa về "điểm" 
của một số nhà toán học có tên tuổi. 

1) Điểm là cái gì không thể chía được 
theo mọi chiếu, nhưng nó có một vị trí 
(Aristốt (Aristote) thế kỉ thứ tư trước công 
nguyên). 

2) Điểm là cái gì không cớ thành phần. 
Những đầu mút của một đường là những 
điểm (Ocơlit (Euclide) thế kỉ thứ ba trước 
công nguyên). 

3) Điểm biểu thị cái gì chiếm chỗ bé nhất, 
chỉ có vị trí đơn thuần. Mọi điểm đều có thể 
chồng khít lên nhau. (Lepnitdơ (Leibnitz) 
1679.) 


4) Những đầu mút của một đường gọi là 
điểm (Lơgiäng (Legendre) 1794). 

ð) Sự tồn tại của một nguyên tử đủ để 
tưởng tượng một điểm toán học (Côsi 
(Cauchy) 1832.) 

6) Điểm toán học là một đạng không có 
độ lớn. Điểm là cái gì được xác định bởi 
chính nó (Đenbơp (Delboeuf) 1860.) 
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7) Điểm là giới hạn hay đầu mút của một 
đường là giao của những đường (Ruse 
(Rouché) và Đơ Combơrutxơ (De Comberousse) 
1866 ~ 1891.) 


8) Một điểm ứng với ý thức trừu tượng 
mà chúng ta có đối với một vật thể cực kì 
bé mà chúng ta chỉ để ý đến vị trí trong 
không gian, đối với một miền không lớn 
nhưng do chính một vật thể nào đơ giới hạn 
(Mêrây (Méray) 1903). 

Tạ thấy ngay các định nghĩa trên đều 
không ổn, vì người ta đã đựa vào những cái 
chưa định nghĩa, ví dụ : chiều, uị trí, thành 
phần, đường, độ lớn, dạng, v.v.. Nếu người 
ta tiếp tục hỏi ; chiều là cái gì ? vị trí là cái 
gì ? v.v.. thì những nhà toán học trên sẽ lứng 
túng. Trong 8 định nghỉa trên có những cái 
không phải là định nghĩa, ví dụ 5, 8 ; ngoài 
ra có định nghĩa lại quá mơ hồ, ví dụ "điểm" 
là cái gì được xác định bởi chính nó. 

Ngày nay, người ta định nghĩa "điểm" như 
thế nào ? : Trong toán học, muốn định nghĩa 
một khái niệm người ta phải dựa vào những 
khái niệm đã định nghĩa trước. Do đó không 
thể định nghĩa tất cả các khái niệm, mà phải 
cớ những khái niệm đầu tiên không định 
nghĩa gọi là khới niệm cơ bản. Trong hình 
học người ta lấy "điểm" làm khái niệm cơ 
bản (ngoài ra còn có những khái niệm cơ 
bản khác, ví dụ đường thẳng, mặt phẳng). 

Người ta cũng không chứng minh được 
mọi mệnh để toán học (mệnh đề chứng minh 
được gọi là định lí). Muốn chứng minh một 





mệnh đề thÌ người ta phải đựa vào những 
mệnh đề đã được chứng minh trước. Đi 
ngược mãi lên thế nào cũng phải có những 
mệnh đề đầu tiên không chứng minh mà 
người ta gọi là £¿ánz đề. Các tính chất của các 
khái niệm cơ bản được nêu lên trong các £iên 
đề. Đây là phương pháp xây dựng toán học 
hiện đại mà người ta gọi là phương phóp 
tiên đề. 

Bây giờ ta trở lại câu chuyện cái "điểm", 
Không phải ngẫu nhiên mà người ta thấy 
cẩn thiết có những khái niệm cơ bản không 


Hai bài toán nồi tiếng : 
BÀI TOÁN GÔNBÁC 


Vào khoảng giữa thế kỉ thứ 17, Gónbác 
(1690 ~ 1764) viện sỉ Viện hàm lâm 
Pêtecbua (Nga), trong một bức thư gửi cho 
Ớje (1707 - 1873), cũng là viện sỉ Hàn lâm 
Pêtecbua, đã phát biểu một mệnh để, về sau 
mang tên là "bài toán Gônbác". Bài toán đó 
như sau : chứng mình rồng mỗi số lẻ, lớn 
hơn năm, đều có thế uiết dưới dạng một tổng 
của ba số nguyên, tố". 

Bức thư của Gónbác viết : "Bài toán của tôi 
như sau : ta hãy lấy một cách hú họa một số 
lẻ nào đó, 77 chẳng hạn. Th có thể phân tích 
nó thành ba số hạng : 77 = B3 + 17 + 7, cả 
ba số hạng đều là những số nguyên tố. Ta lại 
lấy một số khác, một cách hoàn toàn hú họa, 
461 chẳng hạn, ở đây 461 = 449 + 7 + 5, và 
ba số hạng lại là nguyên tố. Ta có thể phân 
tích cũng số ấy theo một cách khác, thành 
ba số hạng nguyên tố : 267 + 199 + 5, v.v.. 
Bây giờ tôi thấy hoàn toàn rõ ràng rằng : mỗi 
số lẻ, lớn hơn năm, đều có thể phân tích 
thành một tổng của ba số hạng là những số 
nguyên tố. Nhưng chứng minh điều đó như 
thế nào. Phếp thử nào cũng cho cùng một 
kết quả như thế, nhưng cá đời người cũng 
chả đủ để thử lần lượt tất cả các số lẻ. Cần 


định nghia nhự "điểm". Từ khi hình học 
Lôbasepski (nhà toán học người nga, 1793 — 
1856), được công nhận, các nhà toán học mới 
đặt vấn đề xây dựng cơ sở cho hình học. Họ 
đã dùng phương pháp tiên đề và lấy "điểm" 
làm khái niệm cơ bản, từ đớ người ta thôi 
không định nghĩa "điểm" nữa. 

Như vậy "điểm" là một khới niệm cơ bản 
không định nghĩa. Ta có thể nêu lên một 
hình ảnh của "điểm" là một hạt bụi rất bé. 
Nhớ ràng đó chỉ là một hình ảnh chứ không 
phải một định nghĩa. 


VÀ BÀI TOÁN ƠLE 


NGÔ THÚC LANH 
(Đại học sự phạm Hà Nội 


phải có một phép chứng minh tổng quát nào 
đó, chứ không phải là những phép thử". 


Ởie trà lời rằng mệnh đề đó là hoàn toàn 
đúng đắn, nhưng ông cũng không thể đưa 
ra một phép chứng mỉnh chặt chẽ của mệnh 
đề đó được. Mặt khác Ớ⁄e lại đề ra một mệnh 
đề mới, về sau gọi là "bài toán le" : "mỗi 
số chẵn, từ bốn trở di, đều có thể phân tích 
thành một tổng của hai số nguyên tố". Mệnh 
đề này ông cũng không chứng minh được. 

Chú ý rằng, nếu giải được bài đoán le 
thì rõ ràng từ đó suy ra được lời giải của bài 
toắn Gônbóc. Thật vậy, mọi số lẻ, lớn hơn 
năm, đều cớ thể viết đưới dạng 2n + 1 = 3 
+20 - 1), trong đó 2(@w - 1) > 4. Nếu mệnh 
đề Ole là đúng, thì số chẳn 2w - 1 sẽ phân 
tích được thành một tổng của hai số nguyên 
tố, lúc đó số lẻ 2n + 1 sẽ phân tích được 
thành một tổng của ba số nguyên tố, và 
mệnh đề Gônbác sẽ đúng với mọi số lẻ từ 7 
trở đi. 

Nhưng đảo lại thì không đúng, tức là nếu 
mệnh đề Gônbác là đúng thì từ đó không thể 
suy ra được rằng mệnh đề Ớie cũng đúng. 
Như vậy, bài toán Ởie khó hơn bài toán 
Gônbác nhiều , 
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Gần hai trăm năm sau khi được đặt ra, 
bài toán Gônbác vẫn chưa tìm được lời giải, 
mặc dù nhiều nhà toán học lối lạc trên thế 
giới đã đề cập đến. Mãi đến năm 1930, nhà 
toán học Xô viết trẻ tuổi LG. Sniarenman, 
(1905 - 1938) mới tìm ra được con đường 
đúng đán để tiến tới lời giải của bài toán 
Gônbác. Ông đã chứng mính được rằng : đồn 
tại nuột hàng số k, sao cho mỗi số tự nhiên 
tớn hơn 1 đều có thể uiết dưới dạng một tổng 
của không quá È số nguyên tố, tức là uới mọi 
số ft nhiên N (N > lj. 

N=p,+p,+..+py 
trong đỏ p hoặc là một số nguyên tố, hoặc 
tà bàng không. 

Nếu ta chứng minh được rằng k = 3 thì 
bài toán Gônbác được giải xong. Nhờ sự nỗ 
lực tìm kiếm của nhiều nhà toán học, số đó 
được xác định là 67, và bây giờ đã hạ xuống 
20. Nhưng từ đó hạ được xuống số 3 thì 
đường vẫn còn dài. 

Năm 1937 một sự kiện quan trọng đã xây 
ra làm chấn động dư luận của giới toán học 
trên toàn thể giới, Nhà bác học Xô viết viện 
sĩ J.M. Vinôgrađốp (sinh năm 1891) chứng 
minh được mệnh đề Gónbác với những số lẻ 
đủ lớn : prọi số lẻ, kể từ một số đủ lỏn nào 
đó, dều là tổng của ba số nguyên tố. 


Nói cách khác, trong các số tự nhiên, tồn 
tại một số NÑ,, đủ lớn, sao cho sau số đó mọi 
số lẻ đều là tổng của ba số nguyên tố. 


Vinôgradốp đã chứng mình được định lí 
trên đây bằng một đường lối rất phức tạp, 
đòi hỏi vận dụng những công cụ rất tỉnh ví 
của toán học hiện đại. 

Vấn đề đạt ra là : số N, là bao nhiều ? 
Nhà toán học Xô viết K,.G. Barödokin đã 
chứng mỉnh rằng 

N„  Y cu 
trong đó e số cơ số logarit tự nhiên, e = 2,7182... 

Muốn chứng minh được mệnh đề Gỏnbác 
một cách hoàn toàn, cẩn hạ số w% xuống 
nhiều hơn nữa, rồi thử nghiệm với tất cÀ các 
số nhỏ hơn. Nhiều nhà toán học đã thử 
nghiệm trực tiếp, và đã đi đến kết luận là 
với tất cả các số tự nhiên tới 9.000.000 mệnh 
đề Gônbác là đúng. 


Phương pháp của Vínôgradốp chưa đủ để 
giải bài toán Ở/e. Cho đến nay bài toán này 
vẫn chưa tìm được lời giải. Bài toán Gónbác 
với các số chẵn, mà bản thân Gánbác 
không đề ra, cho đến nay cũng chưa giải 
được, mặc dù, từ dịnh lí Viuôgrađốp suy ra 
rằng mỗi số chẵn đủ lớn là tống của bốn 
sổ nguyên tố. 


MIỀN TRONG, MIỀN NGOÀI CỦA ĐA GIÁC 


1) Bạn đã làm quen với các hình đa giác 
từ lớp 5, lớp 6. Nhưng xin hỏi bạn : hình 1 
và hình 2 có phải là hình đa giác không ? 














Hình ï 
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Chắc các bạn trả lời ngay được ràng hỉnh 
1 là hình đa giác, tuy có vẻ "lạ" một chút. 
Càn về hình 2, thì chắc nhiều bạn còn do 
dự. Để trả lời câu hỏi, bạn phải trở lại định 
nghĩa của hình đa giác, tức là xem xét hình 
9 có phải là một đường gấp khúc kín không. 
Muốn vậy, bạn hãy cho một chú kiến bò từ 
một điểm nào đớ trên hình 2, điểm A chẳng 
hạn, bò theo các đường nét đã kẻ (theo chiều 
mũi tên chẳng hạn) và khóng bao giờ được 
quay lại dường cũ, Bạn sẽ thấy rằng chú 
kiến sẽ bò qua (ớ? cổ các đường nét đã ké 
và cuối cùng sẽ trở về lại điểm A, nghĩa là 
hình 2 là một đường kín, còn đó là một 
đường gấp khúc thì quá rõ ràng. Vậy hình 2 
là một hình da giác ! 





2) Đối với các hình đa giác quen thuộc, 
hoặc đối với hình đa giác như hình 1, bạn có 
thể trả lời ngay được rằng điểm M là điểm 
ở ngoài đa giác, còn điểm P là điểm ở (rong 
đa giác. Nhưng bạn khó có thể trả lời ngay 
được câu hỏi : trên hình 2, điểm P là điểm 
ở trong hay ở ngoài đa giác ? Để trả lời câu 
hỏi này, bạn có thể cho một chú kiến bò từ 
một điểm rõ rằng là ở ngoài hình đa giác 
(như điểm N) để đi đến P. Có hai trường 
hợp có thể xảy ra : 


1) Chú kiến tìm được một đường đi đến 
P mà không phải vượt qua "đường biên giới" 
cạnh của đa giác). Trong trường hợp này, P 
là một điểm ở ngoài đa giác. 

2) Chú kiến nhất thiết phải vượt qua 
đường biên giới một lần mới đến được P, 
Trong trường hợp này, P là một điểm ở trong 
đa giác. 

Ỏ đây ; bạn hãy cho chú kiến đi từ N theo 
mũi tên (hỉnh 2) và bạn sẽ thấy rằng chứ 
kiến có thể đến được P trong trường hợp thứ 
nhất, nghia là P là một điểm ở ngoài đa giác 
(xem hình 3). 


Cách cho kiến bò như trên đây khá phức 
tạp tuy rằng nó cho bạn thấy con đường đi 
từ ngoài vào đến điểm P (mà không vượt 
qua "biên giới" lần nào). Bạn có thể xác định 
P là điểm ở trong hay ở ngoài đa giác một 
cách đơn giản hơn dựa vào nhận xét sau 
đây : nếu chú kiến bò từ một điểm ở ngoài 
đa giác mà vượt qua biên giới một lẩn thì 
chú đi vào trong đa giác, nếu chú vượt qua 
biên giới lần thứ hai thì chú lại ra ngoài đa 
giác, nếu vượt qua biền giới lần thứ ba thì 
vào trong đa giác v.v.. nghĩa là nếu từ một 
điểm ở ngoài đa giác mà chú kiến vượt qua 
biên giới một số chỗn lần thì chú vẫn ở 
ngoài đa giác, còn nếu vượt qua biên giới 
một số l¿ lần thì chú đã đi vào trong đa giác. 
Nhận xét này giúp bạn xác định được P là 


=  YNNNNẴ 
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điểm ở ngoài đa giác một cách nhanh chóng : 
bạn cho chú kiến đi từ N, theo mũi tên, đi 
thẳng "vào trong" và chỉ cẩn vượt qua biên 
giới hai tần là chủ kiến đến được P 

Do đó, ta có một cách đơn giản để xác 
định một điểm P nào đơ là ở trong hay ở 
ngoài đa giác cho trước : chỉ cẩn £ừ P bé một 
nửa đường thẳng không dì qua một dinh 
nào của da giác ; ta đếm số giao diểm của 
nửa dường thẳng này uới cóc cạnh của da 
giác : nếu số giao điểm là chẳn thì P lờ 
điểm ở ngoài da giác, nếu số giao điểm là 
lẽ thì P là diểm ỏ trong. 

3) Bạn đọc tính ý có thể thấy ràng những 
điểu vừa nơi trên đây là dựa vào (rực giác. 
Những dòng in nghiêng ở trên (về cách xác 
định P ở ngoài hay ở trong đa giác) là một 
định lí cần phải chúng minh. Ta không nêu 
chứng minh đớ ra ở đây. 

Hơn thế nữa, ngay cả khái niệm "điểm ở 
trong, ở ngoài đa giác" cũng phải nói chính 
xác hơn, 


Các hình đa giác lồi, các 4 
hình 1 và 2 đều là các hình 
đa giác đơn. Hình đa giác ỹ 
đơn là hình tạo nên bởi một € 


đường gấp khúc dơn kín. 
Đường gấp khúc đơn là 
đường gấp khúc trong đó 
mỗi điểm của nó thuộc 
nhiều nhất là hai cạnh. 
Hình 4 là một đường gấp 
khúc &hông đơn, hay là tự cả: (trong đó các 
điểm C, B, A thuộc ba, bốn cạnh). Một đường 
gấp khúc tự cắt kí: tạo nên một đa giác 
hình sœo (hình 5 chẳng hạn). 

Người ta chứng minh được định lí sau đây 
(gọi là định HH Giooc-dang) : Mọi hình da 
giác đơn chia một phẳng ra làm hai miền : 
một miền chúa hoàn toàn những dường 
thẳng (gọi là miền ngoài của đa giác), miền 
khía không có tính chết đó (gọi là miền trong 
của đa giác). Nhờ 
định lí này mà 
ta nơi đến điểm 
ở ngoài (thuộc 
miếển ngoài và 
đểm ở trong 
(thuộc miến 
trong) các đa 
giác ở hình 1 
và 2, 


jiình 4 


Hình 5 
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Hình ó 


Một da giác hỉnh sao chia mặt phẳng ra 
nhiều miền. Dựa vào cách xác định miền 
trong và miển ngoài của đa giác đơn (nói ở 
điểm 2), người ta định nghĩa miền trong và 
miền ngoài của đa giác hình sao như sau : 


Lấy một điểm tùy ý trong miền. Từ điểm 
đó, vạch nửa đường thẳng tùy ý, &hông di 
quo điểm chung của các cạnh khóc nhau của 
đa giác ; đếm số giao điểm của nửa đường 
thẳng với các cạnh của đa giác ; nếu số đó 
là số chắn thì điểm thuộc miền ngoài, nếu 
số đơ là số lẻ thì điểm thuộc miền trong của 
đa giác. Trong hình 6, P¡ điểm ở ngoài, P, 
là điểm ở trong đa giác. Như vậy, miền trong 
của đa giác là miển gạch gạch. (Tất nhiên, 
phải chứng mỉnh rằng tính chãn lẻ của số 
giao điểm của nửa đường thẳng với các cạnh 
của đa giác chỉ phụ thuộc vào điểm đã chọn, 
mà không phụ thuộc vào nửa đường thẳng 
ta kẻ từ điểm đó. Ta không nêu chứng minh 
đó ở đây). 


H.C (sưu tầm) 


CÁC MÔ HÌNH KHÔNG GIAN VEC-TƠ 
TRONG TOÁN HỌC Ở TRƯỜNG PHỔ THÔNG 


Trên báo Toán học và tuổi trẻ đã giới 
thiệu về "cấu trúc đại số" (số 5/1967), "lí 
thuyết nhóm (số 8/1967) và cấu trúc trường 
qua bài "Ấm hiệu giải trí" (số 2/1964). Bài 
này sẽ giới thiệu cấu trúc không gian vec-tơ, 
một cấu trúc đóng vai trò "trung tâm" trong 
toán học hiện đại. 

Một tập hợp V gồm các phần tử x, y, z... 
sẽ gọi là một &hôöng gian uec-tơ trên trường 
số 9 nếu : 

a) Trong V có xác định một phép toán 
trong, mà ta gọi là phép cộng, kí hiệu là o, 
và tập hợp V là một nhớm đối với phép cộng 
đó, tức là 4 tính chất sau đây được thỏa mãn 

1. Phép cộng có tính chất kết hợp, nghĩa là 
xoWoz2) = (xoy)o z với mọi +, y,z € V; 

2. Trong V có phần tử trung hòa e, nghĩa là 
có e sao cho e o x = xo e = x với mọi x G€ V; 

3. Với mọi x € V đều cớ phần tử đối xứng 
#'€ Vsao chox 0x'` =x'o0x=e; 

4. Phép cộng cớ tính chất giao hoán, nghĩa 
làzoy =yox với mọi *, y € Ý 
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TRẦN THÚC TRÌNH 


b) Trong V có xác định một phép toán 
ngoài mà ta gọi là phép nhân một phần tử 
thuộc V với một số thuộc S, (kết quả của phép 
nhân đó là một phần tử thuộc V). kí hiệu là. 
Phép nhân thỏa mãn 4 tính chất sau đây : 

5. Phép nhân phân phối được đối với phép 
cộng trong V, tức là È * + o+y) = È *xok*y, 
trong đók €S;xz,y €V ; 

6. Phép nhân phân phối được đối với phép 
cộng trong Š§, tức là ( o J) *x = *xol*x. 
với È,!€ 8; 

7. Phép nhân kết hợp được đối với phép 
nhân số, tức là ¿ * (& * x) = ( * k) *x, với 
È,¡€S;x€CV, 

8.1 *x = z(1 là phần tử đơn vị của S). 

Tám tính chất vừa liệt kê là tám tiên để 
của cấu trúc không gian vec-tơ ; các phần 
tử z, y, Z... gọi là các "vec-td". Các bạn nên 
chú ý rằng từ "vee-tơ" ở đây cớ nội dung 
trừu tượng chứ không phải chỉ mang nội 
dung "đoạn thẳng định hướng" như trong 





sách toán ở trường phổ thông. Bất kì một 
tập hợp Ý nào với các phần tử +, y, z..., phép 
tính trong, phép tính ngoài cùng trường số 
8 được hiểu một cách cụ thể như thế nào 
đấy mà thỏa mãn 8 tiên để nơi trên sẽ được 
gọi là mở hình của không gian vec-tơ trên 
trường số S. 

Ta hãy xét một số ví dụ lấy trong sách 
toán trường phổ thông. 

1) Hãy xem V là tập hợp các số thực R, 
5 là trường số hữu tỉ Q, các phép cộng và 
nhân trong V như trong E, các bạn sẽ thấy 
rằng với cách hiểu như vậy thì tám tiên đề 
đã nêu đều được nghiệm đúng, tức trường 
số thục R là không gian uec-t0 trên trường 
số hữu tỉ @. 

Nếu lấy V = = #, với phép cộng và 
phép nhân hiểu như trong E (phép toán 
ngoài trở thành phép toán trong), thì tám 
tiên đề đã nêu cũng được nghiệm đúng, tức 
trường số thực R là không gian uec-tơ trên 
chính nó. 


Trong hai ví dụ này, số thực là "vec-tơ". 

2) Hãy để ý đến tập hợp P các đa thức 
bậc hai chứa biến z p, = øz” + b+ + e,, với 
đ., Ô,, c.Cñ. 

Phép cộng các đa thức thuộc P và phép 
nhân đa thức với số thực được xác định như 
Sau : 

Đị 9Pj (gxẺ + bx +e,) + 6, 1z2+b +e)= 
= (4, tu sể +6, +ö)x+ €, +e); 
*Ðp (ax2 +bzx đe) = 

= (ba, w2 + (kb, j# + (ke,). 
Các bạn hãy lần lượt thử nghiệm từng 
tiên để một. Kết quả là tám tiên đề kể trên 
đều được nghiệm đúng, tức là ¿ớp hợp P các 
đa thức dạng ax? + bx + c¡ là một không 
gian 0ec-tơ trên trường số R (a,, b„, c, 6 R). 

3) Hãy xét tập hợp ï các hàm số vòng 
dạng h, = (ga; sin? + b, cosf, với đ,, b,€ R. 
Phép cộng và phép nhân được xác định 
như sau : 

ho hị = (asin/ + b,cos#) + (œiain¿ + b;cost) = 

= (a, + &) sin£ + (b, + bj) COBẺ ; 
kh, = k (a, sint + Ùb, cosf) = 
= (Èa,) sin£ + (Èb,)cost, với k € BE. 


Dễ dàng thấy rằng đập hợp H các hàm số 
uòng dạng a, sint + b,cost là một không gian 
Uec~tơ trên trường số thục R. 


k 


Ỗ đây hàm số a, sin £ + b,cost là "vec=tơ", 

4) Tập hợp V cóc uec-tơ theo nghĩa thông 
thường của vec-tơ (đoạn thẳng định hướng) 
với phép cộng các vec-tơ và phép nhân vec-tơ 
với số thực lờ không gian uec-tơ trên trường 
số thực R (hoặc trên đường thẳng, hoặc trong 
mặt phẳng, hoặc trong không gian). 

ð) Chiều dài, diện tích, thể tích là các đại 
lượng vô hướng mà các bạn đã từng gặp 
trong giáo trình hình học. Nơi chung cấu 
trúc những đại lượng vô hướng (kể cả chiều 
dương hoặc âm) là tập hợp 7 [ o, *, >] gồm 
những phần tử ã,B,e... trong đó có xác 
định phép toán trong, gọi là phép cộng kí 
hiệu là o và phép toán ngoài, gọi là phép 
nhân một phần tử thuộc 7, với số thực thuộc 
#, kí hiệu là *, đồng thời có quan hệ lớn 
hơn, lấy kí hiệu là >, thỏa mãn ð tính chất 
sau đây. 

œ) Trong L có đại lượng ø sao cho luôn 
luôn có x*o=o; 

8) Ứng với mỗi e > ø có ánh xạ một-một 
ƒ giữa x € R và a € L, sao cho a = x *e; 

y) Luôn luôn có x * eoy *®¿= (xoy)*e 

ð) Luôn luôn có x** ø) = (x *y)*e 

_£) x, “6 > y * ø tương ứng với x > y 
(o,e, aGL;x,y Gñ). 

Ảnh xạ ƒ là phép đo các đại lượng vô 
hướng ; số z gọi là độ đo các đại lượng vô 
hướng (z có thể dương, âm hoặc bằng 0). 

Từ õ tính chất này có thể suy ra đẩy đủ 
8 tính chất của cấu trúc không gian vec-tơ 
(đề nghị các bạn tự chứng minh) tức là zớp 
hợp L các dại lượng 0ô hướng là một không 
gian uec-td trên trường số thục R. 

Trong trường phổ thông hiện nay chúng 
ta không để ý đến chiếu của các đại lượng, 
nên lấy |x| làm độ đo hoặc của chiều dài, 
hoặc của diện tích, hoặc của thể tích. 

6) Nếu lấy tập hợp V gồm các "vec-tơ" 
*, y, Z,.. và các điểm A, BH, C,... trong đó 
các vec-tg, với phép toán cộng và phép nhân 
với gố thực, thỏa mãn 8 tiên để của cấu trúc 
không gian vec-tơ, đồng thời thỏa mãn thêm 
6 tiên để sau đây nữa thì ta có không gian 
Óciit. Sáu tiên đề đó là : 

Với hai vec-tơ x, y bất kì thuộc V cho 
tương ứng với một số thực không âm, gọi 
là tích vô hướng giữa z và y, kí hiệu là xy 
sao cho : 
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9.xy = yx với mọi z, y € V ; 

10.oy)z = xz+yz với mọi xyz € V; 

1l.(È *zjy = È(xy) với mọi x, y € V; 
kGR,;, 

12. xr > 0 với mọi x € V; xz = 0 khi và 
chỉ khi x là vec-tơ "không" ; 

18. Với mọi điểm Á và mọi vec-td + tồn 
tại một điểm B duy nhất sao cho AB =# ; 


14. Luôn luôn có AŠ + BC = AÖ mọi điểm 
A,B,C,eV. 

Xuất phát từ 14 tiên đế này có thể xây 
dựng toàn bộ hình học Oclit hiện đang học 
ở trường phổ thông. "Thực chất của truyền 
thống hình học Óclit là sự kế thừa khái niệm 
không gian vec-tơ có tích vô hướng mà Óclit 
đã để lại cho ta". 


PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN 


Phương trình sai phân là một loại phương 
trình có rất nhiều ứng dụng trong khoa học 
cơ bản và đạc biệt là trong khoa học thực 
hành. Nó là công cụ đác lực để giải các bài 
toán phương trỉnh vi phân, phương trình đạo 
hàm riêng trên máy tính điện tử và giải các 
phương trình đại số cấp cao, cùng nhiều ứng 
dụng trong các lỉnh vực khác nhau. Nội dung 
của bài này là giới thiệu sơ lược về phương 
trình sai phân và ứng dụng của nó trong lĩnh 
vực toán phổ thông như đoán nhận quy luật 
biểu diễn các dãy số, tính tổng các dãy 
SỐ v,V.. 

Để có thể giới thiệu phương trình sai 
phân, trước hết ta cần biết sai phân là gì ? 
Thực ra mà nói thì có hai loại sai phân : sai 
phân hữu hạn và tỉ sai phân. Trong bài này 
ta dùng khái niệm sai phân hữu hạn và chữ 
sai phân trong bài này xin hiểu theo nghĩa 
sai phân hữu hạn. 

Định nghĩa : Giả sử ta có hàm số y = f#U. 
Giả sử rằng các giá trị của Øz) tại các điểm 
%Xy Xy + h, x,+ 2h... x. + nh,... (h = congt) 
tương ứng là ÿạ, Tp aŸn: ta gQÏ Ay, = yị — 
— y,— 1 là sai phân cấp 1 của hàm ƒ, V, =l1,2..¿ 
n,... A2 y;= Ấy, T— Ấy, _¡ =ýy¡T 3y._itở¿ là 
sai phân cấp 2 của hàm ƒ với ¡ = 2,..n - 1.. 
Tương tự như thế ta định nghĩa sai phân các 
cấp cao hơn. 


Sai phân cớ một số tính chất cơ bản rất 
thuận tiện trong việc giải các bài toán phổ 
thông. Các tính chất đó là : 
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LÊ ĐÌNII THỊNH 


1) Mọi sai phân đều cớ thể biểu diễn theo 
các giá trị của hàm số. 

Thật vậy Ay, = yịT y, ¡ ¡ A⁄Y, = Ay, T Ay l 
=ÿ,— 2ÿ_¡ †y, ¿ v.v... tiếp theo có thể 
chứng minh bằng quy nạp. 

2) Sai phân mọi cấp có tính chất tuyến 
tính tức là A* + gø) = A*f + A*zg. (Suy ra 
từ 1) 

3) Sai phân cấp k của một đa thức bậc ø 

- bằng 0 khi & > n, 

¬ bằng hàng số khi # = n, 

- là đa thức bậc n - *è khi & < n. 

Tính chất này chứng minh bằng quy nạp. 

" 
4) »> Ay, =yWyTya+y; ~#I†.. TY “Ÿn_¡* 
í=1 
“no 

Dựa vào các tính chất đớ ta giải hàng loạt 
các bài toán quen thuộc, 

Thỉ dụ 1 : Cho dãy số 3, 5, 10,... viết tiếp 
vào dãy số đó để hiệu các số kề nhau tâng 
lên một số như nhau. Giả thiết trong đầu 
bài có nghỉa là sai phân cấp 2 không đổi. Bởi 
vậy theo tính chất 3) dãy số này là các giá 
trị của một đa thức bậc 2 theo đối số là số 
thứ tự của các số trong dãy số. Mọi đa thức 
bậc 2 có dạng ax2 ~ bx + c, trong đó z là đối 
số. Cho z các giá trị 0, 1, 2 (ta đánh số thứ 
tự từ 0), ta có hệ phương trình. 

c=3 
a+b+3=5ðõ 
4a + 2b + 3 = 10. 


3 1 
Từ đó suy raaz = ;,b=z,c=8. Vậy 


những số viết tiếp phải tuân theo quy luật 
1 
me + x + 3. Chẳng hạn cho x = 3, 4, õ, ta 
sẽ được các số tiếp theo là 18, 29, 43,... 
Thí dụ 2 : Cho dẫy số 1, - 1, -1, 1, 5, 
11, 19, 29, 41, ö5. Tìm quy luật biểu diễn 
dãy số đó. 
Để tìm quy luật biểu diễn ta lập bảng sai 
phân : 
y=fI1 -1 -lI 1 ð 11 19 29 41 55 
Ay -2 0 24 6 8 10 12 14 
A3y 2 2 2 2 2 2 2 2 
Ta thấy sai phân cấp hai không đổi, vậy 
dãy số là dãy các giá trị của đa thức bậc hai 
ax? +bx + c, trong đó z là số thứ tự của các 
số trong dãy số, Cho xz = 0, 1, 2 (đánh số 
thứ tự từ 0), ta nhận được hệ phương trình. 
c=l 
a+b+l1=~-] 
4ø+2b+ 1= —1 
Từ đó ta có œ = 1, bò = ~3. Vậy dãy số 
đã cho tuân theo quy luật z2 - 3x + 1, trong 
đó x là số thứ tự của các số, bắt đầu từ 0, 
Thị dụ 3 : TÍnh tổng n số hạng của cấp 
số nhân 


đọ, 2g, 0,4”...uøq””1 
Tổng n số hạng trên có dạng 
ø,(1+g+... tạ"), Bởi vậy ta tính tổng 
trong ngoặc đơn là đủ. 





Th có 
kjgk_ gk~l — øk ¬- ù 
Aqt =g*-g q & mi Từ đó 
nh ., 
l1  qạ—1 

nh] n~1 
Bởi vậy # = » A# 

kSI k=I 


“CT7 1~49= TS 6° 1> ) 





= xin (theo 4) 
gq~l 
Bởi vậy 
n1 n—]1 
»ự = Xg+i= 
k=0 £=l 
Ô-TCTn 


_#-4 @— 1 
41 4=T 
Vậy tổng n số hạng của cấp số nhân đã 
cho là 





+1= 





q@—1 
Su = đ, PT 
L) " 
Thí dụ 4: Tính 3 z B x2... 
x=l x=] 


Th cổ Az2 = x2 - (+ - 1)? = 2x - 1. Bởi 
vậy 


n n 
Đ) (@x—U) =  Ar? = n2 ~ 02 = n2 
x=l x=l 


(theo 4) 


" 


> +5 1 =2 Xx-n=n? 





x=1 x=] x=1 

Từ đơ 

» _ nh+n _ n{n + 1) 
x =—jz—=——=—. 

x=l 


(Tổng n số nguyên đầu tiên). 


" 
Để tính tổng Y` z2 ta xuất phát từ 
p 


Ax? = x)T— &- 1) = 3x2— 8x +] 


3 (Ất? ~ 8x +1) = N Ax) = n2 


x=l x=l 


3 (x2 — 3x + 1) = 


x=l 
n n n 
= 38% x2 _8 5z + 1 = 
x=l x=l x=1 
c +1 
=85z ạ ?ứ } uy yx j8 
x=l 
Từ đ 


TL 
k} si nín + 1)(2n + 1) 
6 
x=1 
(Tổng bình phương z số nguyên đầu tiên) 
Bài tập : Theo mẫu của thí dụ 4, hãy tính 
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" 
5 x# 
#=1 
Thí dụ 5 : TÍnh tổng sinx + sin2x +... + 
+ sỉnnx. 


Th có 


34,5... 


Acos (* +3)z = 














1 1 
= cos (£F+z)x— cos(MT—3)x = 
= - 2sinkxsin = 
2 
1 
Acos(# +7)z 
Từ đó sinkx = - sẻ vẾ 
2sin- 
theo 4) ta có : 
” 
ờ sinkx =— S<a(Ð +31)z= 
=1 9ginŠ k=1 
2 
1 1 k4 
=—- co8( œ +  ]x — cos„ | = 
| ( 3) 3 
2 
-ấui n+lÌ ,ñm 
_. ñn~ø— xsing x - 
2ainE 
„h+l n 
_ sSIin 2 zsin2*% 
= „+ 
sing 


Bài tập : Tính tổng cosx + cos2x +... + oogix. 

Trên đây ta đã nghiên cứu các tính chất 
của sai phân và nhân tiện áp dụng chúng để 
giải một số bài toán quen thuộc. Bây giờ ta 
chuyển sang làm quen với phương trình sai 
phân. Vậy thì phương trình sai phân là gì ? 
Phương trình sai phân là một hệ thức giữa 
sai phân các cấp : 

Fớ, Ay, A?>,... Aly,..) =0 () 

É xem như sai phân cấp 0). 

Vì sai phân các cấp đều cơ thể biểu diễn 
theo các giá trị của hàm số (tính chất 1) nên 
(1) tương đương với 


SnYei T Em 1Ym dài TT đi, ¡ †ayj =/ (2) 


114 


Nếu các hệ số %„ ữ,...# là các hằng số 
thì (2) gọi là phương trình sai phân tuyến 
tính cấp n. 

Nếu f = 0 thì ta gọi (2) là phương trình 
sai phân thuần nhất. Nếu cả đQ, đị,... œ, là 
hằng số và ƒ = 0 thì ta gọi (2) là phương 
trình sai phân tuyến tính thuần nhất cấp n. 
Để giải (2) ta cần cho trước n giá trị ban 
đầu y,, yụ,..., T„ạ_ị: rồi theo công thức truy 
toán ta tính tất cả các giá trị Tm Ÿnyya. Bởi 
vậy (2) gọi là phương trình sai phân cấp ø. 

Để tìm nghiệm tổng quát của phương 
trình sai phân tuyến tính cấp n ta dựa vào 
các định lÍ sau : 


Định lH 1 : 


Nếu To đa gan s2¿¿ng đÀ 
nghiệm của phương ' trình sai phân tuyến 


tính thuần nhất, Tị, cũng là 


Ÿ¡+¡ - Ÿi+n 


nghiệm của ' Phương trỉnh đó thì 
⁄,®y¿ % + run ặ ¬ + 3; „„ cũng 
là nghiệm của phương trình thuần nhất. 
Chúng mình : Do TH NGG Ÿịy„ VÀ 
%, +„ là nghiệm nên ta có : 


đà 


mồi + #òcc t6ợ, = 0 


b) 
ĐI, 
II 
© 


: +a Ớ, # Ớ, +) =0 
Từ đơ suy ra y, +— y„... .... 
là nghiệm của phương trình . 


tạ frva #3 + ® 


Định lí 2 : Nghiệm tổng quát của phương 
trình sai phân tuyến tính thuần nhất có 
dạng 


vị = cÁI † CÀ) + cẤi, 
trong đố e¡,c;,..., c„ là các hằng số tùy ý, 
còn À¡, Â¿,..., Ân là ø nghiệm phân biệt của 


phương trình 
aÀ" +ai AT +. tai tac =0 () 


Phương trình này gọi là phương trình đặc 
trưng của (2). (Ta không xét trường hợp 
nghiệm phức vÌ trong các ứng dụng giới 





thiệu ở dưới ta chỉ dùng trường hợp nghiệm 
thực) Nếu (3) cớ nghiệm Ây bội s chẳng 
hạn thì 


Kế ¿ ¿ h ;$ — lẠE 
ÿị = crÀI + cyẤi + Cự Ấ1 +...+ cử 4i† 


S + Ấ + ‡..- CnẤn 

Chứng minh : Thay 3, vào phương trình 
(2) và chú ý (3). 

Định lí 3 : Nếu y, là nghiệm tổng quát 
của phương trình thuần nhất và Y là nghiệm 
riêng của phương trình không thuần nhất 

. thì nghiệm tổng quát của phương trình 
thuần nhất có dạng 
ở: = cờ +ÝY 


Chúng nưnh. Thay y, vào (2) và chú ý Y 
là nghiệm riêng còn ?, là nghiệm tổng quát 
của phương trình thuần nhất. 

Thí dụ 6 : Tìm công thức số hạng tổng 
quát a_ của cấp số nhân với công bội là g. 

Theo định nghĩa fn =ứn ¡†g. Đặt a. = 3n 
ta có phương trình sai phân Yn T QYạ¡ = Ô. 
Phương trình đặc trưng của nó có dạng 

Ä~q=0=À=g. Vậy nghiệm tổng quát 
của phương trình sai phân có dạng Ÿn = ca". 
Do yị = & TIÊN cqg = ơi. Từ đó e = a¡/q và 
#ạ = ø¡q”””. Vậy số hạng tổng quát của cấp 
số nhân công bội q có dạng 

g.= đụ qạmi 

Thí dụ 7 : TÌm công thức của số hạng 
tổng quát #„ của cấp số cộng với công sai ở. 

Theo định nghỉa ø_ = an ¡ +ở. Gọi đa. = y„ 
ta có phương trình sai phân Ÿn “nạp td. 
Phương trình đặc trưng của phương trình 
sai phân thuần nhất có dạng 2 - 1 = 0 hay 
Â=1. 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình 
thuần nhất là y  =e. Ta tìm nghiệm riêng 
dưới dạng Y„ = kn. Thay vào phương trình 
Sai phân ta có 

##w = kín - 1l) + đ, suy ra È = ởd 

Bởi vậy nghiệm tổng quát của phương trình 
sai phân không thuần nhất là 3n =c +ởn. Do 
yị = ơi nên c † ở = ai S c =ơi — d. Vậy số 
hạng tổng quát của cấp số cộng là đ=7a= 
=øi -d+dn = ai + — l)d. 

Xem vậy thì cấp số cộng và cấp số nhân 
chỉ là trường hợp đặc biệt của phương trỉnh 
sai phân mà thôi. 


Thí dụ 8 : Trong THTT số 9 - 10 năm 1978 
có bài toán như sau : Biết rằng các số đầu 
tiên của dãy số „, ti ccy#ny... là Ho = Ô, 
uị = ] và với n > Ï thì Mu = đa p +ẩu,_„ 
œ, 8 là các số thực tùy ý và 8 > Ú. Tìm dạng 
tổng quát của „.. 


Xem Min = đưa ¡ +u,_; là phương trình 
sai phân. 


Phương trình đặc trưng tương ứng có 
dạng 
3? -aÂ 8= 0> =(œ+ Ýa?+ 489/2. 


Do ổ > 0 nên phương trình có 2 nghiệm 
phân biệt, Vậy 


u„=e|(G + Ýa`+48)/2J'+e;((œ~ {2Ÿ + 48)/ay. 
Khi n = 0 và n = 1 ta có 
cqtcy=0 

(( + a?+ 48)/2)e,+(œ - {a7+ 48)/2)c,= 1. 
Từ đó ta có 
{q= ~e,=1/({a? + 4/). 


Vậy 
na =Í[ 1/ {a2 + 48) x 
{( ø + {a2+ 483/2/'— (—a2+ 4Ø)/ 2)n 


Thí dụ 9 : Trong số báo THTT 11 - 19 
năm 1973 có bài toán : Tìm dãy số biết 


Mu = Tư c— 1z, _2 + Sả: 

1Q =0,ui =1,u, = 8, 

Phương trình đặc trưng tương ứng có 
dạng 

43 - T4? + LẠ -5 =0 

hay A ~ DĐ 4 - 5) = 0. Từ đơ Â, = l bội 9 

Và Â: = ð, 

Bởi vậy ¡„ = c¡ + cạn + c¡ ð", Khi 

cị +ca =0 

q†e¿ ốc =1 
cị +2; + 25c =3 

=c¡ = -L/16, c„ 3/4. 

€; = 1/16 

Vậy u„ — (50 - 1)/16 + 8n/4. 

Trên đây là một số ứng dụng của sai phân 
và phương trình sai phân vào các bài toán 
chúng ta quen biết. Tất nhiên ta cũng cơ thể 
dùng để giải nhiều bài toán quen thuộc khác 
và cũng có thể đi xa hơn nữa. Để kết thúc 


mời các bạn giải thử các bài toán sau đây 
bằng phương pháp sai phân : 


n = 0,1,2, ta có 


11ỗ 


1. Tìm dãy số uy biết w= 4z. ¡ — Bưy 
+ và tu) = tị =0, M2 = 1, 
2. Viết biểu thức các đa thức Trêbưsep 7 
(+) với w = 4, 5, 6... biết rằng 
T {) = Ty fx) — T. ;(3) 
Tạ (x) = 1, T,@) = x. 
ở. Công thức sau đây gọi là công thức lấy 
tổng từng phần : 


2 


Ðj uÁo = u(n)0(0) — (o)o(6) 


x=l 


"n 
- 3 0(#—1)Auf). 

Ỳ x=l 
Ấp dụng công thức đó : 

n 
a) Tính » xa* 

=1 
b) Chứng minh rằng 
n 
»(2sin = 


“=1 
_ 28nxz — 2”"| 2sin(n + 1)x — ginnx| 
1 + 8sin2(x/2) 





PHƯƠNG TRÌNH PELL 


1. Bài toán mở đầu 

Năm 1974, trong kÌ thi tuyển vào lớp bồi 
dưỡng của Bộ Giáo dục tổ chức để chuẩn bị thi 
toán quốc tế lần thứ 16 có bài toán sau đây : 

Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương 
(x, y) của phương trình 


#2 - 2y? = ] () 
thỏa mãn điều kiện 80 < x < 120. 


Do điều kiện hạn chế : 80 < x < 120, ta 
có thể mường tượng một cách giải thô thiển 
như sau. Tính z2 với x = 81, 82, 83.. 119, 
sau đớ kiểm nghiệm trong 39 số chính 
phương đã tính được, xem số nào có dạng 
1 + 2yˆ (y nguyên dương), thì tìm ra lời giải. 
Cách giải này đòi hỏi cả thây 39 phép thử, 
hoặc nếu tỉnh ý hơn, cớ thể rút xuống 20 
phép thử (cho các số x = 8l, 88,... 117, 
119). Như vậy cách giải ấy hoàn toàn có thể 
thực hiện được, miễn là có thời gian rộng 
rãi, nhất là có trong tay một bảng bình 
phương của các số từ 1 đến 120. 

Nhưng trong phòng thi, đâu có điều kiện 
thuận lợi ấy. Thành thử đã có nhiều học sinh 
phải bỏ bài toán trên, 

Sau đây là một cách giải khá gọn. Trước 
hết, ta hãy để ý rằng nếu cặp số nguyên 
dương (%, y) là một nghiệm của phương 
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PHAN ĐỨC CHÍNH 


trỉnh (1), thì x phải là một số /é và (1) tương 
đương với 


( - 1& + l) = %2 (@®) 

Xét các sốx — 1 và x + 1. Đây là hai số 
chẵn liên tiếp vì vậy ước chung lớn nhất của 
chúng bằng 2, nếu x — 1 > 0. 

Ta hãy xét chẳng hạn x — 1, với giả thiết 
# ~ 1> 0. Gọi p là một ước nguyên tố lẻ 
của x — 1, thì từ (2) suy ra rằng p là một 
ước của y2, mà p nguyên tố, vậy p là một 
ước của y, do đó y chia hết cho p2. Lại từ 
(2) suy ra rằng & — l)@ + ]) phải chia hết 
cho Ð?, nhưng p đã là ước của x — 1 rồi nên 
p không thể là ước của xz + 1, thành thử 
+ — ] phải chia hết cho p2. 

DĨ nhiên lập luận trên cũng áp dụng được 
cho x + 1. 

Từ đó ta thấy rằng nếu Œ, y) là một 
nghiệm nguyên dương của phương trình (ŒÐ, 
hay (2), và nếu z > 1, thÌx — l vàz + 1 
là hai số chẵn liên tiếp, có cùng tính chất 
sau : nếu một số ấy chia hết cho một số 
nguyên tố lẻ p, thì nó phải chia hết cho p°. 

Trong các số chấn từ 80 đến 120, chỉ có 
3 số chắn có tính chất đã nêu : 98, 100, 108. 
Số 90 không có tính chất ấy vì 90 chia hết 
cho 5 nhưng không chia hết 25. Ta lại cần 





2 số chắn liên tiếp với tính chất đã kể ; vì vậy 
chỉ có một giá trị x = 99 (để có x - I = 98, 
x+l= 100) may ra mới cớ thể chấp nhận 
được. Thử lại ta thấy rằng với x = 99 ta có 


(Œ — l@ + 1) = 98.100 = 2(70)2 


Thành thử bài toán đã cho có một nghiệm 
đuy nhất là x = 99, y = 70. 

Cách giải trên là một ví dụ minh họa cho 
nhiều bài toán (không những chỉ trong toán 
học mà còn trong nhiều lĩnh vực khác) giải 
được bằng phép thử : cần biết sử dụng suy 
luận để đưa những phép thử phức tạp về 
những phép thử đơn giản hơn, cũng như để 
giảm bớt một cách đáng kể số các phép thử 
cần thiết. 

Đến đây bạn đọc cớ thể đồng tỉnh thống 
nhất với chúng tôi rằng có thể áp dụng cách 
giải ở trên để giải bài toán : 

(À) Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương 
(x, y) của phương trình (1) thỏa môn diều 
kiện Ì < x < 1.000.000.000. Nhưng thật ra 
ở đây khả năng thực hiện chỉ là về mặt... 
nguyên tác, bởi vì số phép thử cần thiết 
vẫn nhiều quá ! Cũng như đối với trường 
hợp bài toán : tìm tất cả các số nguyên tố 
p < 1.000.000.000 ! Và mặc dù có máy tính 
điện tử, các nhà toán học vẫn không thích 
giải bằng phép thử bài toán (A), cũng như 
bài toán tìm các số nguyên tố. 

Nhà toán học Vander Corput đã cớ lần 
nói đùa rằng : khi không giải được một bài 
toán dễ và cụ thể, thì người làm toán lại hi 
vọng tìm được lời giải cho một bài toán khó 
hơn và trừu tượng hơn ! 

Ít ra câu nơi đó có thể ứng dụng vào 
trường hợp bài toán (A) đang xét. Vậy thì ta 
hãy để cập đến bài toán khớ hơn : Tìm (ốt 
cả các nghiệm nguyên dương (x, y) của 
phương trình (1). 

Nhưng để giải được bài toán khó này, ta 
cần phải lập luận theo kiểu khác. 


2. Phương trình Pell 


Phương trình (1) là một trường hợp riêng 
của phương trình số học tổng quát. 


z2 — Dy? = 1 (8) 
trong đó D là một số nguyên dương cho 
trước. Giải phương trình số học (3) là tìm 
tất cÀ các cặp số nguyên (+, y) thỏa mãn 
phương trình ấy. VÌ z và y có mặt ở vế trái 


của (3) dưới dạng bình phương, nên ta có 
thể hạn chế ở việc tÌm các nghiệm Œ, y} 
nguyên và không âm. 

Hiển nhiên rằng x = I, y = 0 là một 
nghiệm, gọi là nghiệm tầm thường của 
phương trình (3). VÌ vậy, ta chỉ còn phải tìm 
tất cả các nghiệm không tầm thường (tức là 
với z, y nguyên dương) của phương trình ấy. 

Nếu trong phương trình (3) Ð là một số 
chính phương D = &? với &# nguyên dương, 
thì (3) chỉ có nghiệm tẩm thường. Quả vậy 
khi đó phương trình (3) có dạng. 

+‡ — (&y)? = 1 
mà hiệu của hai số chính phương chỉ có thể 
bằng 1 khi hai số chính phương ấy là 1 và 
0, bởi vậy ta cơ 

+2 = 1, (Èy)? = 0 x=l,y=0. 

Như vậy ta có thể kết luận rằng điều biện 
cần đế phương trình số học (3) có nghiệm 
không tầm thường, là D không phải là một 
số chính phương. 


Phương trình số học (3) với D không phải 
là một số chính phương, được gọi là phương 
trỉnh Pell. 

Người ta chứng minh rằng phương trình 
Pell (3) tới D không phải là một số chính 
phương) luôn luôn có nghiệm không tầm 
thường. Có nhiều cách chứng minh kết quả 
này, một trong các cách ấy là sử dụng lí 
thuyết liên phân số có lần đã được trình bày 
trên Báo Toán học và Tuổi trẻ, Vì vậy 
trong khuôn khổ bài báo này, đề nghị với 
bạn đọc chấp nhận sự tồn tại của ít nhất 
một nghiệm không tầm thường của phương 
trình Pell (3) với D không phải là một số 
chính phương. 

Dựa trên sự tổn tại ấy, bằng những lí 
luận hoàn toàn sơ cấp, ta có thể xác định 
được cấu trúc của tất cà các nghiệm của 
phương trình Pell (3), ứng với một số D cố 
định (D nguyên đương và không phải là số 
chính phương). 

Để kết thúc đoạn này và cũng để các bạn 
đọc yên tâm chấp nhận sự tồn tại của 
nghiệm không tầm thường của phương trình 


(*) Bài "Liên phân số" của Lại Dức Thịnh và Nguyễn 
Tiển Tài, TH và TT số 45, tháng 11 - 12 năm 1968 
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Pell (3) chúng tôi xin chỉ ra một nghiệm 
không tầm thường của (3) ứng với các giá 
trị nhỏ của D (cụ thể là D < 12). 




















Bảng 1 
D NI) Phương trình "~! 9 ' 
2 x - 2v? =] 3 Bãi 2 
3 x`- 3y? =Ị 2 1 
5 xÌ~ 5y) =Ị 9 4 
6 x`- 6y? = ] 5 2 
7 x?- ?y! = ] 4 3 
8 xÌ- 8y? =Ị 3 1 
10 x°~ 10y = Ị 19 6 
"1 x- ly? =1 10 3 
12 x?- 12y =1 |7 | 2 








Đây là các nghiệm nhất nhỏ (theo nghĩa 
sẽ nêu trong hệ quả 2 mệnh đề 3, mục 3) 
của phương trình Pell tương ứng. Việc tìm 
các nghiệm này, với các giá trị nhỏ của ÐD 
không có gì khó khàn : nếu (, y) là một 
nghiệm nguyên dương của phương trình (3), 
thì ta có 

l1 + Dy? =#2 
nên ta có thể thử dần với các giá trị y = 1, 2,... 


3. Cấu trúc của các nghiệm 
Giả thiết rằng (x, y) là một nghiệm của 
phương trình Pell (3), tức là ta có 


1 =z? - Dy = (z + yjÐ)& - „Ð14) 

Vì D không phải là số chính phương, nên 
ÝD là một số vô tÌ, do đó số 

œ=x+yýÐ 
là một số vô tỉ. Gọi ø' là số vô tÌ liên hợp (toàn 
phương) của ø, tức là ø = x — „VÐ, thì theo 
(4), ta có 
ge@” = 1. 

Ngược lại, giả thử rằng œ là một số vô tỈ 
có dạng œ =x~ + yÝÐ với x, y nguyên dương 
và sao cho œœ` = 1, thì rõ ràng (z, y) là một 
nghiệm nguyên dương của phương trình (3). 

Nhờ sự tương ứng này, ta thấy rằng thay 
cho việc tìm tất cả các nghiệm nguyên đương 
(x, y} của phương trình (3) ta chỉ việc tìm 
tất cả các phần tử của tập hợp. 

P = {a =x + yVDÐ, với x nguyên đương 
và sao cho zơ` = 1} 
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Cần nhớ lại ta đã chấp nhận rằng P có 
Ít nhất một phần tử, tức là P không rỗng. 


Mệnh đề I1. 
Giá thửœ =+ + yýÐ 6€Pvà/=uw + oýÐ 
€P. Thế thÌ z = Ø khi và chỉ khi z = , 
Chúng mình. : 
Vì z2 — Dy? = 1= u? ~ Du}, 
nên ta có 


x2 — u? = DỢ? — u2 (8) 
Nếu z = ư, thì từ (6) suy ra y2 = 02, hay 
y =0. VÌ vậy œ = x+yŸÐ =u + 0Ð = ÿ. 
Ngược lại, nếu œ = Ø, tức là nếu 
x†+ yjÐ =u +uýÐ 
với VD vô tỈ và x, y, w, o nguyên đương, thì 


œ` = , vậy x = sứ +a)=0 


= sứ + 8) =u. 
Mệnh đề 2. Giả sử a = z + yÐ 6 P 
và đ =u + uŸÐ 6P. Thế thì a8 e P. 
Chứng mình. Ta có 
a8 = (+ + y(P)(w + uÝÐ) = 
= (xu + Dyu)†+(xo + yu)jÐ 
với xu + Dyu và xu + yu nguyên dương. 
Đồng thời 
(sổ) = (xu + Dyu) — (xu + yu)ýÐ 
= & - yÝP)w - 0Ð) = a'ổ', 
vÌ vậy 
(a8) (a8) = aổ œ'#' = (œa') (@') = 1 
Điều đó chứng tỏ rằng a8 € P, 
Hệ quả I1. Tập hợp P có vô số phần tử, 


nói cách khác, phương trình Pell (3) có vô 
số nghiệm nguyên dương,. 

Chứng minh. Vì P không rỗng, nên P phải 
chứa ít nhất một phần tử œ = xz + yVÐ. Vì 
+, y nguyên đương nên ø > 1. Khi đó 

a, ở2, a3, .. 0 PT 
là những số khác nhau, và theo mệnh đề 2, 
tất cá các số ấy đều thuộc P. 

Mệnh đề 3. Giả thử œ = z + yýÐ 6P 
và Ø8 =u + uÝD € P. Khi đó các mệnh đề 
sau đây là tương đương : 

(a)xz <; 

(bìa <6; 

(c)y = aij8 c P. 





Chúng minh. 

{a) = (b). Từ (5) suy ra rằng nếu z < w 
thì y < ø, do đó z = xz+ yÝÐ < u+u{Ð =8. 

(b) = (c). Giả thử œ < Ø. Thế thì vì aœ' = 1, 
nên 

y = Ba = Bœ' = ( + 0ÝP)œ — yÝÐ) 

= („ — uyD) + (ux — uy){Ð, 
với ux — uyD và uz — uy là những số 
nguyên. Hơn nữa, rõ ràng 
¡u > UÏÐ và x > yÝÐ. 

Vì vậy uxz > uyD, hay ux — uyD là một 

Số nguyên dương. 


Mặt khác 
y` = („x — uyD) — (ux — uy){Ð 
=  — u{P)œ + wÐ) = #a', 
bởi vậy 
` =a`. la = (az`) (8#8') = I. 

Vì Ø8 > a, nên y > L, từ đó suy ra y' < 1. 
Nếu uz - uy < 0, thì từ các biểu thức của y 
và y, ta suy ra y < y, điều này vô lÍ, Thành thử 
ux — uy là một số nguyên dương, và y € P. 

(c) = (a). Giả thử Ø = ay, với 
y=p + qŸD eP Thế thì 
+ 0Ð = (x + yÍP)(p + q{Ð) = 
Œœp + Dyq) + @q + ypJÐ, 
từ đố suy ra u = xp + Dyq, vậy u > +. 

Hệ quả 2. Tập hợp P có số nhỏ nhất. 

Chứng mình. Do sự tương đương giữa (a) và 
() đã nêu lên trong mệnh đề 3, để so sánh hai 
số œ =x + yVÐD €PvàØ@=uw + u(Ð e P, 
ta chỉ cần so sánh các số nguyên đương x và 
¿ mà ta gọi là "phần đầu" của các số ấy. Xem 
các phần đầu của tất cả các số thuộc P : Th 
được một tập hợp những số nguyên dương. 
Tập hợp này có số nhỏ nhất +,. Khi đó số 
đ; =z¡ + yJÝÐ € P tương ứng với z¡, là số 
nhỏ nhất của P. 

Khi đó ta cũng có thể nói rằng đị, y,) là 


° 


nghiệm nguyên dương nhỏ nhất của phương 
trình Pell (3). 


Mệnh để 4. Mọi số œ € P đều là một lũy 
thừa nào đơ của số nhỏ nhất a,€P. 


Chủng mình. Vì ø¡ > 1 nên đãy 


đụ, đ;, đi, ấn «œ _ 


tăng vô hạn. Bởi vậy, nếu œ là một số tùy ý 


của P, thÌ tồn tại một số nguyên dương n 
sao cho 


ai Sơ<ø711 
Nếu ø† < œ < a7” !, thì theo mệnh đề 8, 


aiai €P, nhưng aiaT <ai, điều này trái với 
giả thiết œ, là số nhỏ nhất của P 


VĨ vậy ta phải có œ = ai. 


Mệnh đề 4 cho ta thấy cấu trúc của các 
nghiệm của phương trình Pell (3). Quả vậy, 
gọi Œ;, y¡) là các nghiệm dương nhỏ nhất 


của phương trình ấy. Ta có thể sắp xếp tất 
cả các nghiệm của phương trình này theo 
thứ tự phần đầu của chúng 


(Xụ JỤ, (ạy Và), cà Œọy Yg)y.. 
Thế thì 
xa+y„VÐ = ŒGị+yJVDY' (n = 1,2,8, ..) 
Ví dụ. Trò lại phương trÌnh (1) 
x2 — 3y? = ], 


ta thấy rằng theo bảng 1, nghiệm nhỏ nhất 
của phương trình là (xị, yị) = (3, 2). Các 


nghiệm đi sau của phương trình là 


z¿ + y;Ý2 = (3 + 2J2)? = 17 + 122, 


+; + yaV2 = (3 + 2/2) 


99 + 702, 


lỉ 


%¿+y„Ý2 = (8+ 2/2)! = 577+ 4085, 


xyt yj2 = (3+ 2ð)” = 3368+ 23785, 


Thành thử với 0 < z < 120, ta có nghiệm 
(x, y) = (99, 70). 
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KHÁI NIÊM TRỌNG TÂM 
VÀ ỨNG DỤNG TRONG HÌNH HỌC 


Chúng ta đã biết cách chứng minh hệ 
thức le : ở? = R2 — 2Rr, trong đó R, r là 
bán kính các đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp 
và ở = Oï là khoảng cách giữa các tâm O và 
Ï của các đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp 
một tam giác bằng khái niệm phương tích 
của một điểm đối với một đường tròn. Trong 
bài này sẽ đưa ra một cách chứng mình khác 
khá ngắn gọn, đồng thời nêu lên một số ứng 
dụng khác quan trọng bàng cách sử dụng 
khái niệm trọng tâm của một hệ chất điểm 

Cho một hệ z: chất điểm Ai... A„ với 
các khối lượng tương ứng là œ,.., g_. Điểm 
Ó được xác định bởi : 
a,MÀ, + :« 


—> 


c§ 
ồ = Ta MA 


.—¬ q) 


ki + đa; + 
trong đó ÄA⁄ là một điểm tùy ý được gọi là 
trọng tâm của hệ chất điểm này. Hệ thức (1) 
có thể viết gọn là : 


—> Máu _—> 
MÔ =  d,MA, với 
¿=1 
đi = (0) £ ay +... 


+a„) (2) 


„”m 
Với cách đặt như vậy, ta có > đ, 
¿=1 
Từ (1) lấy M = O ta có 


a,ÓÁ, +... + a,ÓAÁ„.= 9. 


=1(8) 


(4) 

Ngược lại với M tùy ý, từ (4) ta có 
a(OM + MÃ.) + ..+ a„(O + MÃ„) = 

_—> _—> 
“(at +..+ œ )OM + a MA, +...+ 
_ _—> 
+a MA, = 0. 
Vậy (1) và (4) tương đương với nhau. 


Rõ ràng định nghĩa trọng tâm như trên 
là duy nhất. Thực vậy giả sử còn có trọng 


tâm Ø # O nữa. Mi (1), lấy ƒ = Ó' ta có : 


ơồ = » sOAJ/ Sa, 


190 =1 ¿=Ị 


. Vẽ trái hệ thức này 


TẠ VĂN TỰ 


t _> 

khác O còn vế phải bằng 0doỒ œØA = Ö 
¡=1 

vì theo (4) mà Ở là trọng tâm. Vậy vô lí. 


Tính chất sau đây cho ta cách thực hành 
xác định trọng tâm của một hệ chất điểm 
bất kì. 


Gọi O, là trọng tâm của m chất điểm 
Ai, .. A¿„ với khối lượng tương ứng Gịy .., 
a„. Gọi O,„ là trọng tâm của ø chất điểm 
B,..., B„ với các khối lượng tương ứng ð,, ... b,. 
Khi đó trọng tâm Ở của m + n chất điểm 
A, B (với ¡ = 1, 2,.., m;j = 1, 2,... n) 
thẳng hàng với O,, O, và chia đoạn Ó,O, 
theo tỈ số 


_5 s/ 8, 
J=1 ¿/=] 
Thực vậy, theo (4) ta có : 
tà 


S sÔÄ, + Š b,OB, 
¿=] J=1 


(5 


" 


s66, + GIẢ) > 0/66, + ö°) 


+ 


ta có 


_—> 5 —> _— : 
=0 , b,O;B, = 0, nên ta có : 


Vậy O, O;, O; thẳng hàng và về độ dài hình học 
"n m 


taoóOO, :OO, = 3) 6/3) g, (đpem.). 


j=l í=] 


Từ (2) có 
@? = (3 «/ữA)? 
„=Ị 
”" 
= 3 


Vì 2.MÄ, MÃ, = 


2 2 => = 
ajMA? + 2 5) aạa, MA,MA, 


1&i<j<m 


= MA? + MA? — (MÀ, — MÀ)? 
= 2 đ.= 2 
= MAˆ + MA; AA? nên 
m 
2 2 2 
MOˆ = > a‡MA? + > “, MA? + 
¿=1 1<i<j<m 
= 2 
+ 2) sa; MA, 3 zm AAj 
1€i<jK<m ]«¿i<j«n 
Do có thể viết 
2“, MA 


l<¡<j«&m 


- 2z“, MA? nên: 
1<i<jK<&m 
tr 
2; +/MA? + Đ)aaMA, + 3, M4? 
r=] 1<i<j&m 1€i<j«<€m 
= 2a, MA,+ a2, MA?+ 222; MA? 
l<i<j<€m 1<i<j&m i<i<j<m 
tr 
= 22, MA, = 2 k đ, M2^? 
L&ijKm My 1 ii 
„”rị m 
= 2 
= 3e) aAA) 
j=if=] 
Vậy có : 
tt 
vI sn 
MO? = 5 a, MA? ~ Yưø A7 (6) 


¿=1 


m 
= 2} a,MA} (theo (8). 
r={Ị 


1<i<j<m 

Bây giờ ta xét vài ví dụ ứng dụng các kết 
quả trên. 

Ví dụ 1. Gọi ï là tâm đường tròn nội tiếp 
AABC với các cạnh a, b, c. Hãy tính độ dài 
đường phân giác trong AA; và tỈ số JAIA,. 

Giải : Tại các điểm A, B, € ta đặt các 
khối lượng tương ứng ø, b, e. Vì AA, là đường 
phân giác nên 

AIBAIC = cị > c.Á;C = bArB 


_ — _> —> _—> _ 
~bAyB + cAIC = 006-A.B + cÁ,C = 0Ì, 


Vậy theo (4), 4 là trọng tâm của hệ hai 


chất điểm B, C. Theo (6) với m = 2, M = A 
và theo định nghĩa ai, đ, ta có ; 











b € be 
rÌNH 2 2B—_ 2 
All = pạgAB2+ ˆ AC oxozPC 
_ be cð2 bca? 
_ ð+c b+c (b+ cỳ? 
y¿ 
a 
=bc |1— : 
[ (b + mm] 


Với chứ ý A là trọng tâm của hệ 1 chất 
điểm A, nên theo tính chất (B) ta có trọng 
tâm của hệ A, B, € nằm trên đường phân 
giác ÁA,. Tương tự trọng tâm của hệ A, B, 


C cùng nằm trên đường phân giác BB,. Vậy 


ï chính là trọng tâm của hệ A, B,C. Do đó 
theo (5) ta có : 


JA/AI = (b + c)/a 


Nhận xét : Nếu tại A, B, C cùng đặt một 
khối lượng là 1 thì theo cách xác định trọng 
tâm ở ví dụ 1 ta đễ dàng thấy trọng tâm của 
hệ 3 chất điểm A, B, C chính là trọng tâm 
(giao điểm của 3 đường trung tuyến) của 
A ABC. 

Ví dụ 2. Gọi H, I, O, G là trực tâm, tâm 
đường tròn nội tiếp, tâm đường tròn ngoại 
tiếp và trọng tâm của AABC có các cạnh a, 
b,c ; và bán kính đường tròn ngoại tiếp, nội 
tiếp R, r. Hãy xác định O2, OH?, OG2, IH2, 
1G, HG1. 

Giải : Đặt tại các điểm A, B, C các khối 
lượng tương ứng ø, b, c, theo ví dụ l1 ta có 
1 là trọng tâm của hệ 3 chất điểm A, B,C. 
Theo (8) ta có : 

















Gan, 0n. 2 
KẾ ĐÁ ” Yn  T 
e gò 
+ ÓC2 — J2 T2 
a+b+c (œ@++ œ2 
b 
“—ACŒ — “—nŒ 
(a@+b+e)? (e+b+e} 
Có 
qb 2 aœc 2 
——AP* + — “— AC + 
(@+6+œ)ˆ (A+b+} 
+ =^- na 
(a+»+ a2 
_ (aồb€” + ơcb2 † beq2 — —_ qbc (n 
r (@+b+e? _a+b+c 


và 
SAxzpc = ab(!4R, SAxpc = r(œ+ b+ e)/2 
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=qbc(œ + b + c) = 2Rr 


Vậy : 
2___ 2 ồ 2 
6} gxưotch kệ ng & 
e 
—C —= nể 
TP E5 20nẺ qêi 


(theo (7) và (8), hay O?? = 2 ~ 2ñ?r (hệ 
thức Óle). 


2) Lại theo (6) ta có : 


G 
lộ! ;= GA2 
€1 PS T30 804 


ò e 
———(t: Z 
Ta nrbie kết Sa 


`. 2 


x 
(x+b+e} 
øc böc 


SA 2= ca 
(a+b to. (g+ö+e) 


GC?2 = 


b 
y2 2 
GÀ“ + -Tpg+aG8 + 


e 
————-@( ~ 
* Trtb+rcCC 2nr 


(theo (7) và (8). Gọi 4, là trung điểm của 
BC, theo công thức đường trung tuyến ta có 


“a+b+ec 


G4? = SA] = 8 (2 +82 SỐ), 


Tương tự 


GB ~ 


GŒ = 


a 
ì Dê si 





1 
Mễ T7 T222 21Áe 591+0+e)00(đ+ b+ e) + 


+ 2ac(œ + b + c) + 2bc(g + b + c) 

- 6abc — (œ? + b3 + củ], 
Nhưng dễ thấy 

a3) + b)+c) =(g + b + c(a2 + 62 
+e? — ab — dc — be) + 3abc (9) 
nên Š$¡ = (4b + ac + be)/9 — 

~ (g2 + b2 + c2 ~ ab — qœc — bej/9 — 
— qÖcÍ(q + b + c) = 


=_ (1/9)(8ab+3ac+ 3be~ q?— b2—c?)— 2Rr 
(theo (8)). Vậy : 
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(8) GI2 = (1/9)(8ab+3øe+8be~a?—ð2—c2)—4Rr (10) 


3) Theo (6) có : 


2_-__# 2 ò 2 
ĐH“ TI+ETHA *.zyaxzn8?† 
e bòc 
*—————_HŒ? - —————_AR - 
a+b+e (œ+b+c}2 
7È. — Vưể». GP. Lộc 
(œ+b+@ˆ2 (œ+b+e2 


Ta cần xác định HA?, HB, HC2, Dựng 
AABC có các cạnh song song với các cạnh 
tương ứng và đi qua các đỉnh của AABC, 

Do các tứ giác ABCC, ABCH là các 
hình bình hành nên AC = AB = BC và 
HA L BC. 

Vì vậy dễ dàng thấy H là tâm đường tròn 
ngoại tiếp AABC, với bán kính E#. Có 
AA BC¬AABC => R/R=BC!BC => R = 9R, 

Từ đó HA? = R2 ~ CA? = 4R2 — a2, 

Tương tự 

HE = 4R2 — b2; HC2 = 4R2 — c2 

Vậy theo (7) và (8) ta có 


8a 
HP = F*+X 354L X<Ng 8 mi 
ò 2 _— g2 c 2— vẽ 
'“arpzc SE e0 vÓn 
3+ 23+ „3 
= 4R2-— Kộ- hài 28-34 
T CNếnt a+b+c 


= 4R?~— 2Rr— (a2+ b2+ c?— øb— qe— be) — 
— Saöci(œ + b + c) (theo (9)). 
Vậy theo (8) ta có : 
HẺ = 4R2 — 8Rr — 
~ (g2 + b2 + c? — a6 — dc ~ be) (1U 
4) Để xác định ÓG?, ta đặt ở A, B, C cùng 
một khối lượng l, theo nhận xét trên thì 


trọng tâm G của AABC chính là trọng tâm 
của hệ 3 chất điểm A, B, C. Từ đó theo (6) 


ta có : OG2 = OA?/3 + OB2/3 + OC2/3 — 
- AB?/9 — AC?/9 - BC?/0. Vạy 

OGŒ2 = R2 — (œ2 + b? + c?/9. Theo 
đường thẳng Óle, ta có GH = 20G ; 

OH = 30G. Vậy : 

GHˆ = 4R2 — 4(a2 + b2 + c2)/Ð 





OH? = 9R2 — (a2? + b2 + c3) (12) 
Hệ quỏ : Trong tam giác ABC ta có : 
1) 9R2 > a2 + b2 +c2> 
> qb + qac +bc > 18Rr 
Chứng mình : 


(13) 


Từ (12) e© ø2 + ð»2 + c2 < 92 Từ 
(& — ð + (@œ ~ 2 + (b — e2 > 0 > 
a2 + b2 + c2 > ab + qc + be. 

Lại theo (10) 
đòa + đòc + 3ac — a? — b2 ~ c2 > 86Rr. 
Nhưng đo aö + dc + be~— ø2— b2~ c2 < 0 
nên 2œ + 2aœc + 2bc > 


3ba + Đòc + Sạc — a2? — b2 — c2 > 36Rr 
=dÖ + ac + bc > 18Rr. 


Tóm lại ta có (14) 
2) a) 231O > HI d) IØ > OG 
b) j2.O > GI ` se) 310 > OH 
c©) 210 > GH 


Ð 3GH?~— 21H? + 61G2— 4102 = 0. 
Giải ; Theo các công thức tính GH2, IH2, 
1G2, 1O? ta có : 
œGH? + BIH? + yIG2 + œ1Q2 = 
(4a + 48+ ö¿)R — 2Rr(48 + 2y + @œ) + 
(8 + y/3)(ab + ae + be) ~ 
(a2 + b2 + c2(4a/8 + 8 + y/9). 


+ l 


a) Cho ø = 0,y =0,8 = -1, œø = 4, từ (14) 
AIO?~ IHỲ = a?+b2+c2+b2+ c2~ qb~ bc— qe 
(theo (13)). 

b) Cho øz = #8 = 0,y = -l,ø = 2, từ (14) 
tacó 2102 ~ G = 
2R; T~ (ab + œc + be)/8+ (q?+ b2 + c2)/0 = 
= [8R? ~ 2ab — 2ae — 2òe) + 
+ (g2+ b2+ c2~—gb — qe~— ðc)]/9 > 0 
(theo (13)). 


c) Cho z = -l, ổ = y = 0, = 4, từ 
ta có 


q4) 


AIO?— GH? = —8Rr+ (4/9)(a2+ b2+ c?) 
(theo (13). 


d) và e). Theo đường thẳng le có GH = 
GO, GH = (2/3) OH. Vậy từ c) ta có OI > 
ÓG, 310 > OH. 

Ð Thay a = 3, Ø8 = ~2,y = 6;@œ = ~4 
(14) ta có ngay kết luận, 

Các bạn có thể suy diễn tiếp các tính chất 
lí thú khác từ các kết quả ở trên. Để giải ví 
dụ 2, các phương pháp khác đều gặp nhiều 
khó khăn hoặc bị bế tác. Phương pháp dùng 
khái niệm trọng tâm có ưu điểm trong nhiều 
bài toán. Ưu điểm cơ bản của phương pháp 
này là việc xác định các khối lượng thích hợp 
sẽ cho lời giải ngắn gọn và mở rộng phạm 
vi ứng dụng linh hoạt cho nhiều bài toán 


Là 
MỘT CÔNG THÚC ĐÙNG ĐỂ TÍNH TỔNG Š` 


Xin giới thiệu một công thức, từ đó có thể 
tính tổng : 


Tn 
Sz®kr 
k=0 


(trong đó r là số nguyên > 1) một cách khá 
dễ dàng. 

Bằng cách đặt wÍ!Ï = ư(w ~ 1)... (w ~ r+ 1) 
ta có công thức thuận tiện sau đây : 


k=0 


PHAN ĐỨC THÀNH 


n 
Szm) s hỗ = nlœ + 1J/@ +1). () 


Bây giờ ta chứng mính tính đúng đắn của 
công thức (1) bằng phương pháp quy nạp 
theo n. 

Dễ dàng nhận thấy ràng mệnh đề đúng 
với n = 1,n = 9. 
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Giả sử mệnh đề đúng với n = m, tức là 
Sư mj = tứ Ìứm + 1J/Œ + Ð). 
Ta có 
Strm 1 - Strm 
Chủ ý rằng 
ứn + 1m] = ứn + Dlợn ~ r + 1) 
Vậy 
St mip = 0n + DÏŒn + 2/0 + Ð), 
tức mệnh để cũng đúng với n = m + 1. Suy 
ra mệnh đề luôn luôn đúng. 
Từ công thức (1) 
Với r = 1 => S¡ = nứa + 1)/2 
Với r = 2 2 5n) =S§,-S,= 
= nín - l)@ + 1)/3 = 
59; = nín + 1)(2n + 1)/6. 
Với " = 3 Sla,n E S -85, + 25; = 
= nứt — l)(n - 2)(n + 1)/4 
>§, = nín + 1)/2 
Với r = 4 > 
S = S,- 69; + 115, - 65, = 


+ (m + 1), 


I4.n| 


= nín ¬ liín - 2)(n ~ 3) + 1)/5 
= S¿= nữa + D(n + D(än? + ân ~ D)/80 v.y,. 
Mở rộng của công thức (1) là công thức 


sau 
[rụ ....rạÌ - > xIn $s kraÌ 
k,+..tk„<n 
= Inlln 1... Fạn Vớn + 1)..ữn + p][@n + Ú)... 


(w + m)/m !] trong đó kị,..., km > 0 
và r=n +... Trụ, 
Chẳng hạn : Với m = 2, tạ = 1; „=1 
> Stinj 2, kh; = 
k,+k,<n 
= nín — l)(n + 1)(n + 2)/24. 
Với m = 2, = 2, ry = 1 
= Su; = bề kh; — 33 #; 
k,†k,<n kị+k<n 
= nặn ~ 1l){q — 2)(n + 1)ức + 2)/60 
3 R?k,= n(n—~ Liứt + 1(n+ 2)(2n+ 1)/120 


k,†k,<&n 


v.v... 


MẶT CẦU GIẢ NỘI TIẾP ĐA DIÊN 


Trong các kÌ thì vào đại học hoặc các kì 
thì học sinh giỏi, các bạn thường gặp ba loại 
mặt cầu : mặt cầu ngoại tiếp đa diện, mặt 
cầu nội tiếp đa diện và mặt cầu giả nội tiếp 
đa diện. Hai loại mặt cầu đầu đã được các 
tác giả nghiên cứu khá sâu sắc (xem, chẳng 
hạn : "Một số phương pháp giải toán sơ cấp", 
Đ.H.TH Hà Nội, riêng loại mặt cầu thứ ba 
thì rất Ít tài liệu để cập, có chăng thỉ cũng 
để cập một cách sơ sài. Trong bài báo này, 
tôi xin trình bày một cách hệ thống loại mặt 
cầu đó, nhằm giúp các bạn làm tốt các đề 
toán liên quan đến mặt cầu này. Trước hết, 
xin nêu một khái niệm rất quen thuộc trong 
hình học sơ cấp, nhưng chưa được trình bày 
trong sách giáo khoa hình học phổ thông. 


1. Trục đường tròn : 
8) Định nghĩa 1 : Trục đường tròn là 
đường thẳng vuông góc với mát phẳng 
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LÊ QUỐC HÁN 


chứa đường tròn và đi qua tâm của đường 
tròn ấy. 


Các bạn dễ dàng chứng minh : 


b) Tính chất : Nếu M là một điểm trên 
trục đường tròn thì AM cách đều các điểm 
trên đường tròn, 

e) Đựnh lí 1: Trong không gian, quỹ tích 
những điểm cách đều các cạnh của một đa 
giác ngoại tiếp là trục của đường tròn nội 
tiếp đa giác ấy. 

2. Mặt cấu giả nội tiếp đa diện : 

ø) Định nghĩa 2 : Mặt cầu giả nội tiếp đa 
diện là mặt cầu tiếp xúc với tất cả các cạnh 
(Không kể phần kéo dài) của đa diện. 

ð) Nhận xét : Nếu O là tâm mặt cầu giả 
nội tiếp đa diện thì Ó cách đều các cạnh của 
đa diện nên Ở nằm trên các trục vòng tròn 
nội tiếp các mặt của đa diện. 





€) Định lí 2 : (Điều kiện cần và đủ đề tồn 
tại mặt cẩu giả nội tiếp tứ diện ABCD là 
AB +CD = AC + BD = AD +BC q) 





trả 


Hình 1 

Chứng minh : Điều kiện cần : Giả sử tồn 
tại mặt cầu tâm O, tiếp xúc với AB, BC, CD, 
DA, AC, BD tại M, N, P Q, R, S. Khi đơ, 

AOAM = AOAR = AOAQ 

AM = AR =AQ. Tương tự 

BM = BS = BN 

CP = CR = CN 

DP = DS = Dạ 

Cộng từng vế các đằng thức trên, ta có (1), 

Điều hiện đủ : Giả sử đã có (1). Gọi (Ó;, 
r¡) và (G,, r,)} là các đường tròn nội tiếp 
ABCD và AACD, và các tiếp điểm trên CD 


tương ứng là P' và P. Khi đó, dễ chứng 
mình : 





Hình 2 


CP = (1/2).(AC + Cp - AD) và 

CP' = (1/2).(BC + CD - BD) 
mà AC + BD = AD + BC, nên ÁC - ÁAD = 
= BC - BD. Do đó CP = CP'=Pe=P' Gọi 
PO là đường kính \ của đường tròn ngoại tiếp 
O,PO,. Khi đó 00,P = 90° (góc nội tiếp 





chắn nửa đường tròn) O0, + Ó.P mà CD + 
LO;PO;] ; CD L O0 => 0,0 + [bCD] > 90, 
là trục của đường tròn nội tiếp ABCD. 
Tương tự, 00, là trục của đường tròn nội 
tiếp AACD. Hai trục này cắt nhau tại O. 
Tương tự, ta chứng minh được các trục của 
các đường tròn nội tiếp các mát của tứ diện 
đôi một cắt nhau. Vì không có ba trong bốn 
trục nào đổng phẳng nên chúng phải đồng 
quy (tại Ó). Khi đó Ó cách đều các cạnh của 
tứ diện nên Ó là tâm mặt cầu giả nội tiếp 
tứ diện. 

Thí dụ 1 : Cho tứ diện ABCD có AB = 4, 
CD = b, AC = AD = BC = BD. Gọi ï và J 
là trung điểm của AB và CD ; J = &k. Tìm 
hệ thức liên hệ giữa ø, b, è để tồn tại mặt 
cầu già nội tiếp ABCD (Đề thi tuyển sinh 
khối Á, 1978) : 

Giải : 

Vì AC = BC (gU, AI = 1B (gt) nên C7 1 AB. 
Ta có : tồn tại mặt cầu giả nội tiếp ABCD 








Hình 3 
AB+CD => AC + BD = AD +BC 


AB +CD = 2AC «(AB + CD)2 - AAC? 
“(@ +b)ˆ = 4(42/4 + k2 + b2/4) csab = 902, 

đ) Các phương pháp xác định tâm mặt 
cầu giả nội tiếp da diện. 

Phương pháp 1 : Chỉ ra một điểm cách 
đều các cạnh đa diện. 

Thí dụ 2 : Cho tứ điện đều ABCD. Xác 
định tâm và tính bán kính mặt cầu giả nội 
tiếp tứ điện đó (Đề số 141 ~ Bộ đề thi do Bộ 
ĐH, TH và DN ban hành). 

Giải : Gọi M, N, P. Q, ®, S là trung điểm 
của AB, BC, DA, AC, BD, CD, Khi đó : MP, 
XNQ, RS đồng quy tại Ó, trung điểm mỗi 
đường (xem sách giáo khoa hình học không 
gian lớp 11). 

Mặt khác AP = BP > aV3j2 nên AAPR 
cân tại P = trung tuyến MP L AB. Tương 


12ã 





Hình 4 


tự ON + BC.. Từ đó AOAM = AOBN = 
AOCD = AODQ = AOAR = AOBS = OM 
= ÔN = OP = OQ = O8. O là tâm mặt cầu 
giả nội tiếp ABCD. Khi đó : 

OM? = (1/4)MP? = (1/4)(AP2 - AM2) = 
= (1/4344 - a2/4) = 2a2/16 => OM = a {2/Ã. 

Phương pháp 2 : Dựng hai trục của hai 
đường tròn nội tiếp hai mặt của đa diện. 
Chứng minh hai trục ấy cát nhau (tại Ó). 
Chứng minh Ó cách đếu các cạnh của đa 
điện. 

Thí dụ 3 : Cho tứ diện OABC : góc tam 
diện đỉnh Ø ba mặt vuông. ÓÁ = aø, OB = 
b, ÓC = c. Tìm điều kiện giữa ø, b, c để tồn 
tại mặt cầu già nội tiếp OABC. Xác định tâm 
và tính bán kính mặt cầu đó (Đề thi khối A, 
ĐHSP Vinh, 1988). 





lình 5 


Giải : Tồn tại mặt cầu giả nội tiếp OABC 
«©®=ÓA + BC = OB + AC => OC +AB 


œ+b?+e?=b+ jaf+c? =c+ a'+b“ˆ œ 


a=b =c (Vì chẳng hạn : 


a+bf+c?=b+ aˆ +cˆ c 
©a2+b2+ c2 + 9ajb? + c? = 
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= b2 + a2 + c2 + 2b{a2 + c? 
(aỶ b2+ c?? = (b{a? + c? 
a?Ðb2 + q1c2 = a2b2 + b2c2 ca = b, 

Khi đó O.ABC là hình chớp đều. Kẻ 
đường cao OH của hình chóp thì Ó#ï là trục 
của vòng tròn nội tiếp (và ngoại tiếp) tam 
giác ABC. Gọi D là tâm của đường tròn nội 
tiếp AOAB, OD cất AB tại M. Vì OA = OB 
nên AM = MB và AB L OM = OM đi qua 
H và OM 1 AB. Gọi MĨ là đường kính của 
đường tròn ngoại tiếp AMDH thì IDM = 909 
nên ID L OM mà AB L [OMC] nên AB 1 ID 
= D là trục của đường tròn nội tiến AOAB. 
Kẻ 1E L OA ; IƑ 1 OB, IJ 1 ÓC. Vì Ï nằm 
trên trục của các đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC và OAD nên ï cách đều BC, CA, 
AB, ÓA, OB. Mặt khác AOIE = AOIJ => 
IE = lJ œ ï cách đều OA và ÓC. Vậy ï là 
tâm mặt cầu giả nội tiếp OABC. 

Ta có : AIOE  AAOH = IE/(AH = 
OE/OH = IE = OE.AH/OH, trong đó OE = 
OA - AE = OA - AM (vì AE và AM là hai 
tiếp tuyến của mặt cầu Œ, IE) xuất phát từ A) = 

=a- aj2/2 = |a(2 ~ Ý2)J/2 ; 

AH = (2/8).(aÝ23y. j3/2 = a{2/3 ; 

OH? = OA? - AH? = q2 - 2a?/3 = œ2/3 
=> OH = aN3ä. 

Thay vào, ta có IE = a(Ý2 ~ l). 

Bây giờ, đề nghị các bạn làm một số bài 
tập sau đây để rèn luyện các kiến thức đã 
học : 

1) Một hình cầu tiếp xúc với tất cả các 
cạnh của tứ điện đều. Tìm thể tích của phần 
hình cầu nằm phía ngoài của khối tứ diện 
đều, biết cạnh tứ diện đều là ø (Đề số 137, 
bộ đề thi do Bộ ĐH, TH và DN ban hành). 

2) Giả sử tâm Ó của mặt cầu giả nội tiếp 
hình chóp S.ABC nằm trên đường cao của 
hình chớp. a) Chứng minh S.ABC là hình 
chóp đều. b) Biết bán kính mặt cầu là #£ và 
OS = R3. Tính thể tích hình chớp (Đề thi 
tuyển sinh khối A, ĐHBK Hà Nội, 1988). 





ỨNG DỤNG CỦA TÍCH NGOÀI 3 VÉCTƠ 
TRONG KHÔNG GIAN 


1. Thể tích hình tứ diện 


Chúng ta biết rằng thể tích của tứ diện 
ABCD là 1/6 của thể tích hình hộp vẽ trên 
chẳng hạn 3 cạnh DA, DB, DC. Vậy thể tích 
Ÿ của tứ điện cho bởi : 


6V = [DÀ. DỀ. nề 
Với già thiết tam diện { ĐÃ, ĐỄ, ĐỀ] là 
thuận. Với điểm gốc O tùy ý, ta đặt 
GÄ = A, OB = ng, OỀ = cöB =p 
Ta có 
6V = [A- Ð,B- D,C- DỊ 


V= g4, B, CỊ — [B, C, DỊ + 


+ [C, Ð, A] — [D, A, BỊ 
Chú ý : 

1) Ta lấy Ø tại D thì 

V = 1/6A, B, C] 


2) Ta lấy Ó tại trọng tâm G của tứ diện 
thA+B+C+D=0=D=-A-B-C 


Do đó 


q0) 


~ BC, DỊ = [B, C, A] = {A, B, C] 
[C, Ð, A] = ~ [C, B, A] = [A, B, Cj 
— ID, A, BỊ = [C, A, B] = [A, B, C] 


Kết quả trên cho thấy rằng nếu góc Ô 
nằm trong tứ diện ABCD, như trọng tâm Œ 
chẳng hạn, thì các tích ngoài sau đây : 


(A, B, CỊ, [C, B, DỊ, [C, D, A] {A, D, BỊ 
cùng dấu như nhau. 


Nó cũng cho thấy rằng các tứ diện GABC, 
GCBD, GCDA, GADB là tương đương. 


2. Điều kiện đồng phẳng cho 4 điểm 


Phương trình của mặt phẳng : Bốn điểm 
A, B, C, D là đồng phẳng nếu và chỉ nếu 


IDÄ, DŠ, ĐỀ] ~ 
=lA-D,B-D,C-D]=0 
hay là 

[A, B, C} [B, €, Ð) + 
+ [CŒ, Ð, A] ~[D, A, BỊ =0 


q1) 


(12) 


NGUYÊN TIIÚC HÀO 


Ta biết là nói chung ta cớ thể đặt : 
Ð >=azA+8B +ựC 


với gốc Ó chọn ngoài mặt phẳng (A, B,C). 
Thay D vào (12), sẽ được 


œ++y=] 
Điều kiện này tương đương với (12). 
Phương trình mặt phẳng. Điểm m thuộc 

mặt phẳng (A, B, .©) nếu và chỉ nếu 

[AM,AB, AC] = 0 
Với một gốc Ó nào đó, ta đặt 
OÄ = A, OẰ = X, AB = u, AÈ =ụ 
Phương trình trên cho ta : 

[X- A,u,u] =0 (14) 

Đó là phương trình của mặt phẳng đi qua 


A và theo phương phẳng {z, ø}. X là điểm 
vạch ra mặt phẳng. 


(13) 





Khai triển (14) ta có : 

[ÄX, ứ, 0} = [A, u, 0u]. 
dạng [X, u, u] = ø 
ø là một hàng số thực. 


Ngược lại, nếu cho phương trỉnh (15) ta 
có thể xác định (bằng vô số cách) véctơ 
OAÁ = A sao cho 


[A, u, 0u] = œ 


và ta sẽ có phương trình (14). Như vậy, (15) 
biểu diễn một mặt phẳng có phương phẳng 
{ư, 0}. 

Khoảng cách từ một diểm P đến mớứt 
phẳng (14). Nếu u, u là 2 véctd đơn vị, vuông 
góc với nhau, đồng thời tam diện (AP,u, 0} 
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(15) 





là thuận thì khoảng cách từ P đến mặt 

phẳng (14) là 

ð = (AP,u,u] 

ð ={P- A, u, 0] (16) 
vì rằng ð là chiều cao của hình hộp chữ 

nhật vẽ trên {AP,u,ø} mà đáy là hình 


vuông đơn vị {u, 0} và P là một đỉnh thuộc 
mặt đối diện đáy. 
Tất nhiên, nếu tích ngoài không chắc là 
dương thì ta viết 
 =#+ÍÐ- A,u, 0] (16) 
dấu + hoặc - phải chọn sao cho ổ > 9. 
Nếu 2 véctơ w, u là bất kì thì 
ð = + [P- A,u, 0]/u|.|u|[.sina (17) 
trong đó œ là góc giữa ư, 0. 
3. Định lÍ Thales không gian 
Cho 3 mặt phẳng P, Q, # lần lượt cắt hai 
cát tuyến tại A, A, B, B}), C, C và trong 3 
mặt phẳng có hai mặt song song với nhau 
(P//¡ Q). Thế thì 
(A, B, C) = (A, B, C) (18) 
là điều kiện cần và đủ để cho mặt phẳng 
thứ ba # song song với hai mặt P, Q. 
„Chứng _ minh : Nếu đặt 
AC = ƒØAB, A'C' = PA'B thì điều kiện (18) là 
tương đương với 
£e=£ q19) 
Mặt khác, P // Q có nghĩa là tồn tại ứ, u 
không đồng phương sao chơ 


tức 





[AÄ',u,u] = 0,[BỂ',u,ø] = 0 (20) 

Ta sẽ chứng minh rằng (19) tương đương 
với 

(CỞ,w,ø] = 0 (21) 
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Có thể viết 
_> _> —> _ 
CƠ = CA + AA' + A'C 
_—> —>. _> 
= =PAB+ AA' + A'B' 


_> _> ~> _ 
Mặt khác A'B'=AA+AB+BB' thay 
vào trên ta có : 


CỄ =  ~ pAB + (1 — p)AÄ` + pB#' 
Dựa vào (20) ta thấy 
—> =áÁ 
[CC, u, u] = (` — Ø)LAB, u, 0} 
Nhưng 25, u,U] # 0 cho nên 
tCỄ', w, g] =0œ©=#'-p=0 


Mời các bạn ứng dụng tích ngoài của 3 
véctơ trong không gian để giải các bài toán 
sau : 

1. Trong hình tứ diện ABCD, trên các 
cạnh AB, DC, AC, BD lần lượt lấy các điểm 
M, N, P, Q sao cho M chia AB và N chia CD 
theo tỈ số Â, P chia AC và Q chia BC theo tỉ 
SỐ /(. 

Với điểu kiện nào thì MN và PQ giao 
nhau ? 

2. (Bài 9/143 báo THTT số 6/85). 


Cho tứ diện ABCD có thể tích V, một 
điểm P trong tứ điện. Trên ÁP, BP, CP, DP 
kéo dài về phía P ra ngoài tứ diện, lấy các 
điểm tùy ý 4, Bị, C,, D,. Bốn mặt phẳng 
lần lượt qua Á;, B¡, C¡, D, song song tương 
ứng với các mặt BCD, CDA, DAB, ABC cắt 
nhau tạo thành một tứ diện mới A'B'C”D' có 
thể tích V'. Lần lượt nối các điểm A,, Ö\, 
Cụ, Ð, với các đỉnh các tam giác BCD, CDA, 
DAB, ABC tương ứng để được một thập nhị 
diện (các mặt đều là tam giác) có thể tích 
là Vị. 


Chứng minh rằng VỆ = V2, V' 

3. (Bài 11/158, THTT số 4/87) 

Cho hai đường thẳng a, ° không đồng 
phẳng, vuông gớc với nhau nhận AB là 
đường vuông góc chung. Một điểm M thay 
đổi sao cho khi hạ MA, L ø, MB, L b thì 

AA, +BB, = AB Œœ) 

a) Tìm quỹ tích của M thỏa mãn điều 
kiện (*) 

b) Cho thêm điều kiện 

MA, = MB, œ9) 

Tìm quỹ tích của X thỏa mãn cả hai điều 

kiện (*) và (**). 





TÍCH NGOÀI CỦA 3 VÉCTƠỢ 
TRONG HÌNH HỌC KHÔNG GIAN 


1, Trong một số bài viết trước (THTT số 
2 và 6-1985, số 6-1986) tôi đã giới thiệu với 
bạn đọc tích ngoài của 2 véctơ trong mặt 
phẳng, như là một hàm số thực, tuyến tính 
và phản xứng của 2 véctơ. Giờ đây, tôi xin 
giới thiệu tích ngoài của 3 uéctơ +, %, z (ta 
quy ước bỏ dấu mũi tên) trong không gian. 
Đó là một hàm số thực của x, y, z, tuyến tính 
và phản xứng, kÍ hiệu là [x, y, z]. Nó là tuyến 
tỉnh đối uới mỗi uéctd, nghĩa là, đối với x 
chẳng hạn, ta có : 

trị † x2, y,Z] = xụ,y, 2] + [r„, y, z] q) 

la, y, z] = aÏx, y, z] 

Với mọi vóctơ +, *ị› X;; y, # và với mọi số 
thực a. 

Nó là phản xứng, nghĩa là nếu hoán vị 
hai véctơ nào đớ cho nhau, thì giá trị của 
tích ngoài đổi thành số đối xứng. Chẳng hạn, 
ta có : 


Íx, y, z] = - ly, x, z] (2) 
hoặc 
[x, y, 2z] = - [z, y, z] @) 
Đặc biệt 
Íx, x, z] = 0 @) 


Ta suy ra nếu trong 3 véctơ x, %, z có 2 
véctơ đồng phương thì tích ngoài của chúng 
bằng 0. Chẳng hạn nếu y = zz, thì 


[x, ax, z] = alx, x, z] = 0 (4) 

2. Cho 3 véetơ a, ö, c. Ta biểu diễn chúng 
bằng các đoạn thẳng định hướng cớ chung 
một gốc Ó 

OÃ =a,OB =b, OÈ =c. 

Nếu các đoạn ấy cùng thuộc một mặt 
phẳng thì các véctơ ø, b, c gọi là đồng phẳng 
hoặc cộng diện. 

Bây giờ để xác định tích ngoài của 3 véctơ 
bất kỉ, ta hãy chọn một bộ ba véctơ tùy ý 
không đồng phẳng, {u, u, u] và quy ước cho 
[u, 0, ] một giá trị ổ z# 0 cho trước : 


{u, U, ] = ð (ð z 0) 
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Khi đó, mọi bộ ba véctơ +, y, z} có thể 
phân tích theo u, 0, u như sau : 


x=xu +z„u + xu 
}y =y¡& + y;0 + yato (ð) 
2= z‡ju + Z;U + 2,00 
và ta sẽ có 
É, y,z] = [Xi +3zÐ +x;t0, y)u +70 +yz, 
Z¡# † ZzU + z4] 
Th khai triển vế thứ hai, đựa vào hai tính 
chất tuyến tính và phản xứng, cuối cùng sẽ được 


lz,y,z] = @wz¿ † xyzZt † x4yIZ; 

— XaYzZ) — XVZạ — XWzZ.) X [⁄, 0, tớ] (6) 

Đẳng thức này cho ta giá trị của Íx, y, z] 
từ giá trị ở của [u, 0, tơ]. Th quy ước viết 


gọn biểu thức trong ngoặc của vế bên phải 
của (6) bằng cách đặt 


#¡ % 


1 *2 #3 
#t #¿ 3| = #223 †12Y‡Z, + *y2; = 


5 2¿ Z3 — #32 ~%2#j#¿ x2, (7) 


tức dưới dạng một bảng số hình vuông có 3 
hàng, 3 cột, gọi là định thức, Như vậy, hệ 
thức (6) viết gọn là : 
*ị #; 1à 
[*, y, z] = [#: Y¿ Y3| lu, ở, œ] (8) 
2 Z2 2; 

Giá trị của định thức, ta tính theo biểu 
thức trong vế thứ hai của đẳng thức (7). Để 
nhớ cách tính, người ta đặt ra quy tắc sau 
(quy tác Sarrus). Th viết định thức nhự trong 


_ vế đầu của (7) rồi viết hai cột nhất nhì vào 


làm cột thứ tư và thứ năm : 


+ đo đc %2 
`ư⁄“| *¿ 


N Là 
Mư⁄Z 
_ “.. Z 
>2 ` 
2#; 2: Z7 |2; Zz 
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Ta lập các tích số của 3 phần tử theo các 
đường chấm chấm. Nếu từ trên đi xuống 
sang bên phải thì đặt dấu + trước tích số, 
còn nếu từ trên đi xuống sang bên trái thì 
đặt dấu - trước tích số. 

Ta chú ý rằng định thức có thể viết dưới 
dạng 
Xị 32 52 
3ì 2 33 
2 Z; Z4 


= ZŒ2y — #22) † ZXyy¡ — Ziy;) + 

+ZzŒy; — *zy|) 

tức dưới dạng A = A2, +Hz, + Cz; 

Nếu chọn hai véctơ +, y không dồng 
phương thì A, B, C không triệt tiêu đồng thời 
và ta có thể chọn Z¿, z„; z¿ (bằng vô số cách) 
tức chọn véctơ z sao cho A œ# 0 và do đó 

lz, y, z} # 0 

Thế là ta có vô số cách chọn +, y, z để 
cho tích ngoài của chúng khác không. 

3. Điều kiện đồng phẳng cho 3 véctơ 
(khác không). 

Ta sẽ chứng mỉnh rằng 3 véctơ khác 
không, z, y, z là đồng phẳng nếu và chỉ nếu 
tích ngoài của chúng bằng 0 

lz, y, z] = 0 (8) 

d) Điều hiện cần : Giả sử +, y, z đồng 

phẳng. Khi đó ta có 
z = ax +y 


Á = 


và 
Íx, y, z] = Í%, y, œx + Øy] 
= alz, y, x] + Ølx, y, y] = 0 
b) Điều kiận dù : Giả sử ta có [z, y, z] = 0. 
Nếu +, y đồng phương thì rõ ràng là 
chúng đồng phẳng với mọi véctơ z. 
Nếu +, y không đồng phương, ta chọn 
véctơ ý sao cho 
[x, y,  # 0 
Các véctơ {x, y, ý} sẽ không đồng phẳng 
(theo phần a) và ta có thể phân tích z theo 
*,, £ 
z = ax + y +yí 
và 
[x, y, zÌ = lx, y, ax + 8y + yi] = rlx, y, t] 
Tụ thấy rằng [zx, y, z] = 0 kéo theo y = 0 
tức là z đồng phẳng với +, y. 
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4. Bây giờ ta xác định giá trị cho tích 
ngoài trong hình học ơ-co-lÍt với quy ước là 
[x, y, z] = 1 nếu +, y, z là véctơ đơn vị và 
tạo thành một ¿ơm điện thuận. Khi đó bộ ba 
[x, y, z] gọi là một 
cơ sở trực chuẩn. 

Điều quan trọng 
cần nêu là quy ước 
trên chỉ có nghĩa, 
nếu một khi tích 
ngoài bằng l với 
mỘột cơ sở trực 
chuẩn nào đớ rồi 
thì nó sẽ bằng 1 với 
mọi cơ sở trực 
chuẩn khác. Ta 
phải chứng minh 
điều đớ. Trước bất ta lấy một cơ sở trực 
chuẩn thứ hai là {z, y, z} có chung véctơ 2z 
với cơ sở trực chuẩn {+, y, z}. 

Tn phải chứng mỉnh {z, y, z] = 1 
=f,y,z] =1 

~_— 

Gọi a - góc xox' (xem hình vẽ l) ta sẽ có 

+x° = xcosơ + ysinz 





Hình 1 


, 


y` = -xsina + ycosø 
zø=# 
và 
cosz sinz 0 
Íx,y,z”l = |—asinz cosz 0 


9 @ 1 
= cos2œ + sin2z = Ì 
Trong trường hợp tổng quát, vị trí của 
{x, y, z"} là bất kÌ so với vị trí của {+ y, z}. 
Ta gọi OU - giao tuyến của mặt phẳng (XOY) 
với mặt phẳng vuông góc với ØZ” qua O, tức 
là mặt phẳng chứa OX', OY”. Ta chọn trục OV 
sao cho {u, 0, z'} là trực chuẩn và trục OR 
sao cho {z, r, z} là trực chuẩn (xem hình 2). 





Ta lần lượt biến đổi cơ sở {x, y, z} theo 
Ở bước ; 


1) {x, y, z} —> {ø¿, r, z} với phép quay trục 
Z, góc V, 

2) {u, r, z} —> {u, 0, z} với phép quay trục 
U, góc 6. 

ở) {u, 0, z} 
trục Z° góc ø. 


—> {x, y, z'} với phép quay 


Trong mỗi bước, cơ sở sau có chung một 
trục với cơ sở trước, cho nên nếu tích ngoài 
của cơ sở trước bằng một thì tích ngoài của 
cơ sở sau cũng bằng 1 : 


Íx) y, z7] = [w, o, z] = 

= [u, r, z] = [x, y, z] = 

Các góc \W, 9, gọi là các góc Euler (Động 
học). 

ð. Thể tích hình hộp : 

Cho 3 véctơ bất kÌ, không đồng phẳng, +, 
y, z mà ta biểu diễn bằng các đoạn OA, OB, 
ỌC : 

x= ÔÄ,y = OỀ,z = ĐỀ. 

Hình hộp vẽ trên 3 cạnh OA, OB, OC 
cũng sẽ gọi là hình hộp vẽ trên 3 véctơ x, y, 
z. Ta chọn một cơ sở trực chuẩn {ư, 0, } 
sao cho cùng phương với z, o và đồng 
phẳng với z, y. 

Như vậy, ta có thể viết (xem hình 3). 





Hình 3 


L3 

y = ly|.cosa.u + |y| sinz.u 

trong đó ta gọi œ là góc FƯỜN 

Mặt khác, ta phân tích z 

=k+h 
trong đó š đồng phẳng với +, y và 0, còn h 
theo phương tơ (vuông góc với mật phẳng (0, 0)). 
Khi đó : 

[x, y, z] = 
vÌ ta có [x, y, 

Vậy 

[x, y, 2] = lz, y, h] 

= [lzlw, ly| cosz.z + |y| sina.u, h} 

= |z|.|y| sinœ[u, u, &} 
nhưng h = # Ìh|0, cho nên 

[>, >, z1 = + lzl.ÌyÌsinz.|h| .[u, 0, sơ] 

= + |#|.|yÌ .sina.| R] 

Ta thấy |x| .|y| .ainz = 8, nếu gọi S là diện 
tích hình bình hành vẽ trên x, y. Còn | h| 
là chiều cao của hình hộp mà đáy là hÌnh 
bình hành ấy và đáy trên có một đỉnh là 
C(Œz = đồ. Thế là : 

Íx, y, zÌ = + Ìh|.S = + V q0) 

V là thể tích hình hộp có cạnh OA, OB, 
ỌC. 

Nếu h cùng hướng với zø, tức tam diện 
{ ĐÃ, ÖŠ, OỀ| là thuận thì ta có 

(x, y, z] = V 

Như ư_ vậy, thể tích hình hộp có cạnh GðÄ 
=#, GỀ= =y, öÈ=z bằng lz, y, z] nếu tam 
diện {z, y, z} là thuận. Nếu tam điện ấy là 
nghịch, ta có tích ngoài âm, nên phải lấy giá 
trị tuyệt đối. 

Tớm lại, tích ngoài [+, y, z] là thể tích 
của hình hộp vẽ trên 3 véctơ +z, y, z với dấu 
+ nếu {z, y, z} là một tam diện thuận, với 
dấu - nếu ngược lại. Đó là ý nghĩa hình học 
của tích ngoài của 3 véct. Theo ý nghĩa đớ, 
rõ ràng là tích ngoài [x, y, z] bằng 0 khi và 
chỉ khi 3 véc tơ x, y, z đồng phẳng. 


|z| . 


[x, y, È + h] = lx, y, hì 
kgÌ= 0 
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ỨNG DỤNG CỦA TÍCH NGOÀI HAI VÉCTƠ 
TRONG HÌNH HỌC PHẲNG 


Trong bài này, xin tiếp tục giới thiệu 
thêm với bạn đọc về ứng dụng của tích ngoài 
(có thể kết hợp với tích vô hướng) vào hình 
học phẳng. 

1. Hệ thức giữa 3 véctơ bất kì 

Từ nay, chúng ta sẽ quy ước bỏ cả dấu 
mũi tên trên các chữ dùng để chỉ vectơ, 
Chẳng hạn, a sẽ được thay bằng œ, sau khi 
đã nói trước ø là một vectơ, 

Bây giờ, trong mặt phẳng, xét 3 vectơ bất 
kì a, 6, e. Nếu chúng đồng phương với nhau 
thì 


Ía, b] = [ö, e] = [e, a] = 0 
và không có gì đáng nơi. Nếu cớ ít nhất 
một cặp vectơ không đồng phương, chẳng 
hạn ø và b, thì : 
[a, b] z 0 
và vectơ còn lại là c biểu điển được bằng 
một tổ hợp tuyến tính của ø, b (phân tích c 
theo hai phương ø và b), tức có #, Ø là số 
thực sao cho 
e = aa +Øb q) 
Lần lượt lấy £ích ngoài của hai vế với ø 
và b, ta sẽ được : 


Íe, ø] = Øờ, a], [c, b] = ø[œ, b] 





lð,c]._ — [e,ø] 
tức œø = — [a,b]:Ê “ "EH BỊ (2) 


Hệ thức (1) trở nên 
— |ô, c]a — [c, a]b 
Ti ND — 
hay là 
la, b]c + [b, c]a + [c, ø]}b = 0 (3) 


Đó là hệ thức giữa 3 vectơ bất kì trong 
mặt phẳng. Ta chú ý rằng, trường hợp ø, b, 
e đồng phương với nhau thì hệ thức (3) vấn 
đúng. 

2. Công thức cộng cung trong lượng 
giác : 

Ta hãy xét 3 vectơ a, ö, e là những vectơ 
đơn vị : 
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lai = ]ð| = le|[ = 1. 
Định lí Chasles về gớc cho ta hệ thức : 
&c = ab + ñc + 2kx 
® là một số nguyên, còn ác,áb, Đc là 
những góc lượng giác (góc có định hướng 
nghĩa rộng, của hai tia). Th hãy đặt : 
ab =ứ,bc =8 
thì 
ac=a+8(+9kz) 
Từ (3) ta rút ra : 
[a.c]b = [ø, b}c + [b, c]a 
Nhân 0ó hướng với b, ta có : 
[a, (62) = [ø, b](e, b) + [b, e](a, 6) 
Do a, b, c là vectơ đơn vị, ta được công 
thức 
sin(œ + ổ) = sinz.cosổ + cosz.sin@ (4) 
Từ đó suy ra sin(ø - ), cos(œ + ổ), 
cos(œ - ổ), v.v. 
3. Đường thẳng, giao diểm của hai 
đường thẳng 
#) Đường thẳng. Ta hãy xác định một 
đường thẳng bằng cách cho điểm A và 
phương w (vectd) của nơ. Đường thẳng di 
qua 4, theo phương %, là quỹ tích điểm 
sao cho AM đồng phương với u, tức là 
AM, u]=0 
hay là 
[M - A,u] =0 (5) 
Bạn đọc nhớ rằng ta kí hiệu GÌ và GA 
lần lượt bằng M, A (với O là gốc đã chọn cho 
các vectơ bán kính của các điểm). Có thể nói 
(5) là phương trình của đường thẳng, trong 
đó M là điểm chạy trên đường thẳng. 
b) Giao của hai dường thằng 
Cho thêm một đường thẳng thứ hai, đi 
qua B, theo phương o (khác z), mà phương 
trình là 
(B—M, 0] = Ô, [ư, 0] # 0 (6) 
Th hãy đặt M = au + u Œ7) 





và buộc X thỏa mãn cả (ð) và (6), sẽ được 
[Ä - au — đu, u] = 0 
[B ~ øu — đu, u] = 0 = 
HA, ở] + ẩ[u, u] = 0 
ký tm : ¬ nn ý =0 
Từ đơ, ta rút ra ø, Ø rồi thay vào (7), 
được giao điểm của hai đường thẳng (5) và 
(6) là : 
LB, u]u — [A,w]u 
xNG:G: H (8) 
4. Điều kiện đồng quy của ba đường 
thẳng 
Lại cho thêm đường thẳng thứ ba với 
phương trình là : 
[C - M, W] =0 (9) 
Ba đường thẳng (5), (6) và (9) là đồng 
quy nếu và chỉ nếu giao của hai đường (5) 
và (6), cho bởi (8), thỏa mãn phương trình 
(9). Điều kiện đơ là : 
([u, p]C - [B, ơ]u + [A, u]u, W] = 0 
hay là 
[¿, 0][C, W] + [u, W][A, „] + 
+ [W, ¿][B, u] = 0 (10) 
Ấy là điều kiện đồng quy cho 3 đường 
thẳng (5), (6) và (9). 
Chủ ý. 1) Có thể lấy điểm € làm gốc các 
vectơ buộc. Khi ấy C = 0. Diều kiện (10) trở 
nên 


M 


(0, W](A, u] + [W; u][B, 0} = 0 
(C =0) 

2) Nếu mỗi đường thẳng được xác định 
bằng 2 điểm, tức nếu cho 3 đường thẳng AA', 
BB, CC), thì ta lấy các vectd chỉ phương là : 

u = AA'= A'— A,u = BỂ = B'-B, 

W = CỔ =C' —C tối áp dụng điều kiện 
(10) hoặc (11). 

5. Định lí Céva 

Cho tam giác ABC. Trên các cạnh (có thể 
kéo dài) BC, CA, AB, lần lượt cho các điểm 
A, B, C' Hãy tìm điều kiện đồng quy cho 
3 đường thẳng AA, BB', CC'. 


q1) 





Như trong bài trước ở mục nói về định H 
Menelaus (HVTT số 2-198B), ta hãy đặt : 
_> _—> 

4B\ a_,BÉ, ,_ CÁ 
(p)** (Đ) r* (6B): 
Từ đớ, ta suy ra : 
B-«aC _, 
l-az ^d 1- 
Chọn C = 0, ta có : 
". `... 
A'= SP cư. 
Ta lại có : 


(ức 


A-yB 
ly 


A= 





A-—yB 





Uu=A-A= 


tb =C TCC=C'= 





1l—y 
Ấp dụng điều kiện (11), ta sẽ được 
(1 +aØy)[A, B]2 = 0 
Nhưng [A, 8] # 0, cho nên 


ổy = -1 (12) 
6. Bài toán 7/142 của báo THVTT số 
5-198ã 


Đề bài ; - Trên các cạnh của tứ giác lồi 
có diện tích S, về phía ngoài, dựng các hình 
vuông. Tâm các hình vuông đó tạo thành 
một tứ giác cớ diện tích S,. Chứng minh : 

a)S¡ > 28 


b) Š, = 2S khi và chỉ khi các đường chéo 
của tứ giác ban đầu bằng nhau và vuông góc 
với nhau. 

Giải. Cho tứ giác lồi ABCD. Ta gọi M, N, 
?, Q lần lượt là các trung điểm của AB, BC, 
CD, DA. Hai đoạn MP và NQ có giao điểm 
Ø mà ta biết là trung điểm của mỗi đoạn. 
Th gọi A¡, Bị, C¡, Ð, lần lượt là tâm các hình 
vuông dựng trên ÁB, BC, CD, DA về phía 
ngoài. Chọn Ó làm gốc các vectơ điểm. 

4; 
+ 


y7 
” 


Hình ú 
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a) Th hãy tính 6S, 
Th có : 

— _> —> 
, DB] + [DB, D 


_ 


= [CA, DB] 
= [2N, 2PÑ] 
= 4[M - N, N- PỊ 
= 4[M ~ N, N + M] 
2S = 8ỊM, NỊ 
Ö đây, ta nhớ rằng P = -M, Q = -N. 
b) Bây giờ tính 5ì 
Th hãy đặt : 
AŠ = 2u, BÈ = 2u, CÖ = 3u, DÃ = 9r. 
Tn gọi #7 0”, tơ), r' lần lượt là ảnh của 
các vectØ w, u, u, r trong phép quay một góc 
vuông theo chiều âm tức —z/2. Th thấy rằng : 


Ai=M+u, BỊ, =N+u), C¡ = -M +), 
DĐ, =-N+r' (2) 
Ta có : 
251 = [A, Bị] + [B\, C¡J] + [C), Đ,] + 
+ [Ð,, A,] hay là 
25, =[M+u,N+ou]+ 
+[N+u,-M+u+ 
+[—F M+ưu,-N+r]+ 
+[—-N+r,M+u' 
25, = 4[M, N] + 2[M, 0' ~ z] + 
+ 2N, ø?, wf] + {w”, 0] + [U”, + 
+ tu), r] +ịn, u"1] (8) 


Đo phép quay bảo toàn tích ngoài, cho 
nên : 


q) 


1 1 
[62 01 = tớ, 0] = 2 (AŠ, BỞI = 2 Sunc 
Cũng vậy ta có : 
1 
[0s 1 = [u, ø] = 2Spgcp 
1 
ø) r1 = Eø, r] = sScnA 
` 1 
[r, u'] = Ir, u] = 5 ŠAnD 


Cộng lại, được : 
[¿? 0+ [u? tứ] + [¿”, r} + [ry 1] = S= 
= 4[M, N] (4) 
Mặt khác nếu gọi A, B, CC? D' là các 
vectơ ảnh của A, B, C, D trong phép quay 
góc ~z/2, thì : 
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2(0°—r)=<C'—B'+D'— A' = — AM" 
2Œ0°—u) =D'—C'+A'— B' =—AN" (5) 


trong đó M', W' là các vectơ M, N đã quay 
góc -z/2 tức M' = s(A'+ B)=— s(C+ P) 


N'= 2° +) =— 5° + A9 
Từ kết quả (5) ta cơ : 

2[M, ở' - r1 + 2[N, ứ' = u"] = 
= - 4M, MÌ] - 4N, N] = 4ữn2 +n2) (6) 
VÌ nếu đặt [M] = m và [N] = n thì : 
~[M, M] = [MỸ = mê, ~ [N, N1 = [NỆ = n2 
Vậy hệ thức (3) cho ta ; 

25, = B[M, N] + 4m? + n2) 


hoặc ' 
S¡ = 4[M, N] + 2(m2 + n2) 
hoặc 
S¡ = 8M, NỊ] + 2ữn2 + n2) ~ 4[M, N] 


= 2S + 2(mˆ + n2 ~ 2mnsin8) 
trong đó 6 là góc hai vectơ M, ÑN. 
Cuối cùng ta có thể viết : 
Š, = 2S + 2[ứn - n)? + 2mn(1 — sìn8)] (7) 


Từ kết quả trên, ta suy ra ngay kết luận 
của bài toán. 


Nhận xét thêm. Ta hãy để ý hai đường 
chéo của tứ giác A:¡C,D,. Ta có (theo (2) 
và (Õð)) : 


= ~ 2N +2M' = 2(M'- N) 
Cho quay ~ z/2, sẽ được 
p'=-2M'- N) =~qq'=2M- N) =p 
Vậy ta có : 
[P, p? = [q, 4] = [—p, q] 
tức là : 
Ip]? = [q]? = tp, q] 
Kết luận là : hai đường chéo A;C, và 
B/Ð;¡ bằng nhau và vuông góc với nhau, 
7. Bài toán 1 thi quốc tế 1985 
Đề bài : Cho một đường tròn tâm ở trên 
cạnh ÁØ của một tứ giác lồi ABCD và tiếp 
xúc với 3 cạnh còn lại. Chứng mình rằng nếu 
tứ giác nội tiếp, ta có AD + BC = AB. 





Giải. Ta gọi O là tâm của vòng tròn đã 
cho, nằm trên AĐ, và lấy nớ làm gốc các 
vectơ bán kính cho các điểm. Th đặt : 


Anh LÊ Ð, CD = c, DA = 
ÔỀ = ¿ÖÄ tức B = ÀAA z 1). 
Điều ta phải chứng minh là : 
a=b+td Œ) 


Điểm O phải cách đều các cạnh BC, CD, DA 
bằng r, cho nên 


[C, D] _ [D,A] 


¬s “ng” .g “w ( 


Mặt khác điều kiện 
Â+Ê=8ñ+D=x 


kéo theo 
sin4 = sinC 
sinB = sin2 
hay là 
=> — _= —> 
[AB,AD] _ [CD, CBI 
28 đ, k c0 
[BC, BA] _ L[DA, DC] 
ađb° c#đ 

















[8B -A,D -A]_ [D_—C,B- CỊ 
ES ad = be 
IC~B,A-B]_ [A-D,C~ DỊ 
œb Z cở 
[B, D] + [D, A] -lÐ.B + [B, C] + [C, DỊ 
= ad b.c 
[Œ, A] + [B,C1 - 4,Œ1 + I0, A] + tC, DỊ 
aồ cởđ 
Cân cứ vào (2) và chú ý rằng B = A2, 
[A, B] = 0, ta đi đến : 
1~Â b+c+Ad 
g~ bị 
Â-—1 b+Ác+ÀAd 
g2 c.ởđ 
hay là : 
1~Â_b+e+4d _ =bT—Ác—~Àd - 
ae b.c = cđ - 
_(-Âe 1-A 
_ be+ed b+a' 
So sánh hai tÌ số đầu và cuối (Â z 1), ta có 
a=b+ởd 


Đó là điều phải chứng minh. 


CHUNG QUANH ĐƯỜNG TRUNG TUYẾN 


Về đường trung tuyến thỉ còn có vấn đề 
gì nữa để nơi với các bạn ? Đường trung 
tuyến chia tam giác ra làm hai phần có diện 
tích bằng nhau, đường trung tuyến là quỹ 
tích của những điểm có tỉ số khoảng cách 
đến hai cạnh kề của tam giác thì tỈ lẹ nghịch 
với độ dài của hai cạnh, quỹ tích này còn có 
thêm một đường thẳng nữa đi qua đỉnh và 
Song song với cạnh đối diện của tam giác, ba 
đường trung tuyến của tam giác thì đồng 
quy tại một điểm gọi là trọng tâm của tam 
giác v.v... Quả là các bạn đã biết hết mọi 
chuyện về đường trung tuyến, thế thì còn có 
vấn đề gì để nơi nữa ? Ấy thế mà vẫn còn 
có vấn đề để nói nữa đây. "nó là những vấn 
đề có liên quan đến đường trung tuyến. 


Trong hình tam giác thường ABC, xuất 
phát từ đỉnh A, ta vẽ đường trung tuyến AM 


NGUYÊN TƯỜNG 


và đường thẳng AS đối xứng với đường trung 
tuyến AM qua đường phân giác AD (S là giao 
điểm của AS với cạnh BC của tam giác). Ta 
sẽ gọi tên đường AS là đường đối ¿rung của 
tam giác ABC, xuất phát từ đỉnh A (di nhiên 
trong tam giác có ba đường đối trung tương 
ứng với ba đường trung tuyến). Câu chuyện 
"Chung quanh đường trung tuyến" mà tôi 
muốn ngỏ cùng với các bạn là những vấn đề 
thuộc về đường đối trung này. 

1. Đường đối trung xuất phát từ một đỉnh 
của tam giác là quỹ tích của những điểm cớ 
tÌ số khoảng cách đến hai cạnh kể của tam 
giác tỉ lệ thuận với độ dài của hai cạnh, tức 
làp € AS ©z/e = yíb (xem hình 1). Ta cũng 
dễ dàng nhận thấy quỹ tích này còn có thêm 
một đường thẳng nữa là đường tiếp tuyến 
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với đường tròn 
ngoại tiếp của 
tam giác tại 
đỉnh xuất phát 
của đường đối 
trung. 





2. Đường đối 
trung xuất 
8 $0 “ nhất từ một 
đỉnh của tam 
Hình 1 


giác đi qua giao 
điểm của hai đường tiếp tuyến với đường 
tròn ngoại tiếp của tam giác tại hai đỉnh kia 
(xem hình 2). 





Hình 2. 


Chúng mình. 

Gọi W là giao điểm của hai đường tiếp 
tuyến với đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC tại B và C, ï là giao điểm của đường phân 
giác AD với đường tròn ngoại tiếp. 7!' là 
đường kính. 

Ta phải chứng mỉnh AN là đường đối 
trung, tức là đường thẳng AN đối xứng với 
đường trung tuyến AM qua đường phân giác 
AD. Rõ ràng hàng điểm (MNII) là hàng 
điểm điều hòa (vì OÏ2 = OM.ON), góc ÏA7' = 1 
Vuông, suy ra A7 là đường phân giác của góc 
MAN. Vạy AN đối xứng với AM qua phân 
giác AD hay AN là đường đối trung của tam 
giác ABC xuất phát từ đỉnh A. 

3. Dường đối trung chia cạnh của tam 
giác thành hai đoạn thẳng tỉ lệ với bình 
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phương độ dài của hai cạnh kể, tức là SB/SC 
= c?/b2. Chứng minh tính chất này dựa trên 
nhận xét : 

SB _ diện tích ABS 

$C ` diện tích ASCŒ 


AS 2bc : 
4. Ta cớ AM Bảo Chứng mỉnh đành 


cho bạn. 


ð. Tổng bình phương các khoảng cách từ 
một điểm bất kÌ nằm trên một cạnh của tam 
giác đến hai cạnh kia sẽ đạt cực tiểu khi 
điểm đó trùng với chân đường đối trung 
tương ứng với cạnh đó. 

Chúng mình. Gọi P là một điểm bất kì 
nằm trên cạnh BC của tam giác ABC. z và » 
là khoảng cách từ P đến cạnh AB và AC, rõ 
ràng ta cố cx + ðy = 2s (s là điện tích tam 
giác ABC). Ấp dụng bất đẳng thức 
Bunhiacốpxki ta được : 

(ez + by)? = 4g? & (c2 + b2)(x2 + y2) 


4a 
xơ c2+02 
tại điểm P có tính chất x/c = y/b, tức là 
P = S6 Chân đường đối trung AS). 

6. Ba đường đối trung của một tam giác 
đồng quy tại một điểm. Dễ dàng chứng minh 
tính chất này bằng cách sử dụng một trong 
các tính chất kể trên của đường đối trung. 

7. Tổng bình phương các khoảng cách từ 
một điểm bất kì trong mặt phẳng tam giác 
đến ba cạnh của nó sẽ đạt cực tiểu khi điểm 
đó trùng với giao điểm của ba đường đối 
trung. 

Chứng minh tính chất này tương tự như 
chứng mính tính chất 5. 


8. Gọi giao điểm của ba đường đối trung 
của tam giác ABC là K. Từ K bạ ba đường 
vuông góc KP, KQ, KR xuống ba cạnh của 
tam giác ABC. Diểm K chính là trọng tâm 
của tam giác PQ?. 

Chứng mình. (xem hình 3) 

Kéo dài RK ra đoạn #Q' = RK. 

Do tính chất 1 : KR/AB = KQ/AC 

_——S ^ 
hay KQ'/AB = KQiAC và QKQ' = 4, suy ra 
hai tam giác KX@Q'Q và ABC đồng dạng với 
nhau. Do đó góc XQQ' = C hay KP/QQ', 
như vậy XP đi qua điểm giữa của 4Q hay 
XP nằm trên đường trung tuyến xuất phát 
từ đỉnh P của tam giác PQR. Tương tự 


Từ đây suy ra min(+? + y2) = 





đạt 











Hình 3 


chứng minh đối với KQ và &R. Vậy X là 
trọng tâm của tam giác PQR. 
9. Tam giác PQR có diện tích bằng 
1283 
tam giác ABC ; a, ö, c là độ dài các cạnh. 


trong đó z là diện tích của 


19. Trong tất cả các hình tam giác nội 
tiếp trong tam giác ABC thì tam giác PQR 
là tam giác cớ tổng bình phương các cạnh là 
bé nhất. 

Chứng mỉnh tính chất này dựa trên nhận 
xét : Tổng bình phương các khoảng cách từ 
một điểm bất kÌ trên một đường thẳng cho 
trước đến hai điểm cố định cho trước sẽ đạt 
cực tiểu khi điểm đó trùng với chân đường 
vuông góc hạ từ điểm giữa của hai điểm cổ 
định xuống đường thẳng cho trước. 

Sơ bộ qua 10 điểm thú vị mà tôi đã ngỏ 
cùng các bạn trong câu chuyện "Chung 
quanh đường trung tuyến", câu chuyện sẽ 
còn dài, đề nghị các bạn hãy chứng minh tỉ 
mỈ các tính chất 1, 3, 4, 6, 7, 9, 10 xem đơ 
là những bài tập phải hoàn thành ở nhà. 
Chúc các bạn học giỏi môn Toán. 


VỀ MỘT TÍNH CHẤT CỦA TAM GIÁC VÀ TÚ DIỆN 


Các bạn thân mến ! 


Việc tìm kiếm các tính chất của tam giác 
(và tương tự cho tứ diện) là một việc làm 
rất thú vị, song cũng không phải là một việc 
làm dễ dàng mà nó đòi hỏi ta phải suy luận 
liên tục. Chẳng hạn, các bạn có thể đễ dàng 
thấy rằng cớ vô số đường thẳng chia chu vị 
của tam giác thành hai phần bằng nhau, và 
cũng có vô số đường thẳng chia diện tích của 
tam giác thành hai phần bằng nhau (việc 
chứng mình là đễ đàng). Tuy nhiên từ đây 
xuất hiện vấn để. 


Bài toán 1. Có tồn tại hay không một 
đường thẳng đồng thời chia đôi chu vi và 
chia đôi diện tích của một tam giác ABC cho 
trước hay không ? 





HOÀNG ĐỨC TÂN 


Câu trả lời là : có ! Và sau đây là cách 
chứng minh. 

Giả sử AABC có các cạnh ø, 6, c (tương 
ứng với các đỉnh A, B, € và chu vi 2p. Một 
cách tổng quát, ta có thể giả thiết ø > b > c. 
Mục đích của ta là phải tìm điểm N trên 
cạnh BA (tức là phải tìm z = BN > 0) sao 
cho trên cạnh BC có điểm M thỏa mãn hệ 
thức MB = p - zx và đoạn MN chia đôi diện 
tích AABC. Rõ ràng z cần tìm phải thỏa mãn 
điều kiện. 

0 <z<c q) 
và 
0<p~-x<a (2) 
Mặt khác, ta phải có 
1 _ d/(BMN) _ BN.BM _ x@—z) 
2 d\(ABO ” BC.BA ”~ se 
Tức là : 





2x? - 2px +ac = 0 (@) 


Do vậy ta phải tìm nghiệm z của phương 
trình (3) thỏa mãn các điều kiện (1) và (2). 
Xét (3) ta có : A' = p2 — 2ac. 
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Do ö > c nên : 


Pp? - Đac = (a+b +c)2J4 - 9ae = 
= (1/4)((œ + b + c)2 ¬ Bae] > 
> (1/⁄4)[(ø + 2e)? - 8ac] = 


(1/4)(a - 2e)? > 0. 
Tức A' z 0. Vậy (3) có nghiệm là : 


z¡ = (1/20 + Ýp? — 2ac) và 
x¿ = (1/9)œ - jp?— 2ae). 


Hiển nhiên là x, > 0 và *; >0. 

a) Giả sử xz = #ị- 

Rõ ràng (l) © (1/2p + {p — 2a) «< c 

«{p“T- 2ac < Ô?c - p. 
Vậy ta phải có 2c - p > 0. (Nếu c < 1/2 
thÌ xét x = z;). 

Giả thiết e > p/2. Khi đơ 

(1) ©p2 - 2ae « (2e - p)2 = 42 — 4ep + p2 
®©-a < 2c - 2p = 2c-~da-b-e 
c >6. 


Do giả thiết œ > ö > c, nên ta suy ra : 
œ>b =c >pi/2. (*) Nên trong trường hợp 
tam giác ABC cân, đỉnh A thỏa mãn điều 
kiện (*) thì bài toán đã được giải, lúc đó 
x =#i. 

b) Giả sử x = z;. Th có 


(1) (1/9) ¬ pŸ~— 2ae) < e 
«SẦp - 2c <S Ýp? — 2ae. 

+ Tập hợp p ~ 2c < 0 thì (1) là hiển nhiên 

đúng với x = *ạ. 

+ Tập hợp p - 2c > 0 thì 

(1Ù ©p? ~ 2ae > (p ¬ %)2 = p2 ~ 4ep + 4c2 
©=-a > -2p +2c = 2c-a—b-e 
=b > c (đúng do giả thiết a > b > c). 

Vậy với x = x; thì (1) thỏa mãn, 

Mặt khác 

(2) =œp - x = (1/2) + {pÏ~ 2ae) « œ 
©{pÏ- 2ac < 22 - p. 


VÌ a > b > c nên rõ ràng là a > p/2, hay 
2z-¬p>0. Vậy 


(2) p2 - 2ac < (3a - p)? = 4g? ¬ 4ap + p2 
«©-c S 2a —a—b-c 
Sa > b (đúng do giả thiết ø z b > c). 


Vậy với x = x, thỉ các trường hợp (1) và (2) 
đều được thỏa mãn cả. 
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Túm lại, tồn tại (ít nhất) là x = +„ đối 
với một tam giác cho trước bất kÌ để cho bài 
toán 1 là có lời giải (đpem). 

Bạn đọc có thể dễ dàng chứng minh được 
ràng đường thẳng (đi qua , N) phải tÌm đơ 
là luôn luôn đi qua tâm đường tròn nội tiếp 
của tam giác ABC (chứng minh bằng phản 
chứng). 

Bài toán 1 đã được giải, song ta chưa 
dừng lại, bởi xuất hiện bài toán tương tự 
trong không gian. 

Bài toán 2. Có hay không một mặt 
phẳng thiết diện cất góc tam diện của một 
tứ điện ABCD cho trước sao cho nó chia đôi 
diện tích toàn phần của tứ điện thành hai 
phần bằng nhau và chia đôi thể tích của tứ 
diện thành hai phần bằng nhau ? 

Vì khuôn khổ bài báo có hạn nên ở đây 
tôi chỉ xin trình bày ý của cách chứng minh 
bài toán này. 





Giả sử tứ diện ABCD có diện tích các mật 
là S., Šn, Sœ Sp(tương ứng với các đỉnh A, 
B, C, Ð). Một cách tổng quát ta có thể xem 
rằng : 

S.<%; <S%c <%p œ®) 

Giả thử rằng thiết diện phải tìm là (A¿ 
Bị C,) (xem hình vẽ). Đặt : ĐA,(DA = l1, 
DBJDB = lử, DC./DC = 1⁄. 

Do giả thiết bài ra ta có : 


DABC 
2 Che cớ =9 œ) 
2 Vpugc - %2 
và 
..... 
DA,B, ` ĐDB,C, ” ĐDC,A, 


(1/2/S„ + 8g + S- + Sp) 





c=S +8 +8 


A1yz B/ C/iy 
= (/2/(8A + Sg +S%c +6 
«x5, +yŠn +z6%_ = 

(1/25, + Sg + Sc + Sp) (2) 
Hơn thế nữa +, y, z thỏa mãn điều kiện 
x> l,y> 1,z >1. (®) 

Bài toán trở thành là cớ tổn tại z, y, 2 
thỏa mãn (1), (2), (3) hay không ? Rõ ràng 
là các điều kiện (2) và (3) là tương đương 
với điều kiện sau (các bạn hãy chứng minh 
thử xem) : 

(xyZ)m„ = (8A + 5p + S%c + Sp° Ậ 

(27 SA §B §C),(a,) 

(y2) ma = 1 + Sp/max {S., Šp, ScÌ(@;) 

(Đẳng thức (a,) nhận được khi xS$„ = ySp 
= ZSc). Thay (2) vào (ø,) và (a;) ta sẽ thấy 
rằng bài toán là giải được nếu : 

S.SpSc < (S, +§ạ+Sc+Sp/4  @) 
và : 

max{Su, Ñq; Sẹ} > %g (a°;) 

Ta chứng minh rằng từ (*) ta suy ra được 
các bất đảng thức (a',) và (a',). Thật vậy, 
đạt S. + S_ + %a tp = 6. ta có : 

S.5gSẹ < (8, + Sạ)? Sc/4 < 

< [(2/3(S, + §p + Sg)]? Se4= 

= (9 - 8e)? S„/9 « (2S/3)2(S/3)/9 = 


p 


= 4S3/248/ < S/54 

Vậy (a',) được chứng minh xong (bởi 
vì hàm (S - x)^X đạt giá trị cực tiểu khi 
x= 8/3) 

Và (a`;) cũng là thỏa mãn do điều kiện 
(*). Và thế là ta đã chứng minh được sự tốn 
tại của thiết điện phải tìm. Bạn đọc cũng sẽ 
dễ dàng thấy rằng thiết diện phải tìm nhất 
thiết phải đi qua tâm mặt cầu nội tiếp tứ 
diện ABCD. 

Sau cùng xin mời các bạn cùng thử giải 
bài toán hay sau đây : 

Bài toán 3. Giả sử a, b, c, là các cạnh 
của một tam giác bất kì. Đặt S = a +b+ec 
và 7' = œb + bc + ca. Chứng minh. 

_ 8T < 6? < 4T. 
Bài toán 4. Giả sử ơi, a„,..., ø, là cạnh 
của tứ điện bất kì. 
6 
và T = Ð (d+j) 
ỦLj=1 
imj 


6 
Đặt § = Ð ơ, 


í=1 


Khi đó ta cũng có 
37 « $2? < 4T. 
Xin chúc các bạn thành công và đạt nhiều 
kết quả trong việc tÌm kiếm thêm nhiều tính 
chất lí thú khác nữa của tam giác và tứ diện. 
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4ÁC CÁC BÀI TOÁN 





ĐƯỜNG HYPÉCBÔN VUÔNG 


Ta đã biết rằng đường biểu diễn phương 
trình bậc hai xy = k (@& z O0) là đường 
hypécbôn vuông. Để cho việc tính toán dưới 
đây được đễ dàng, ta giả thiết # = 1, tuy vậy 
vẫn không làm mất tính tổng quát, bởi vì 
muốn š > 0 ta chỉ việc thay đổi chiếu của 
một trục tọa độ, và muốn bypécbôn đã cho 
có È = ¡ thì ta thay đổi đoạn thẳng trên các 
trục tọa độ, 

Nghiên cứu đường hypécbôn vuông ta tÌm 
thấy nhiều tính chất đáng chú ý ; xin giới 
thiệu với các bạn một vài điều rất lí thú. 





Hình 1 


I. Tam giác nội tiếp và tiếp tuyến 
của hypécbôn 
Nếu điểm A¡Œi, 7¡) thuộc hypécbôn xy = 1 
thì ta cớ 
(y0 = 1 hay y, = 1/z¡ (hình 1). Góc 
nghiêng ø do dây cung 4/4; của hypécbôn 
tạo với chiều dương của trục z được xác định 
bởi công thức : 
#l;ạ = Ứa ~ yỤ)/G¿ - #¡)) = tgợ q) 
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HOÀNG DOANH 


ở đây x„, 7; là tọa độ điểm A,,y;= 1/2, ty 
là hệ số góc của dây cung 4;4;. Từ công thức 
(1) ta suy ra : 
#ịa = (1; - L4), - xị) = 1x; (2) 
Nếu dây cung Ax4, vuông góc với dây 
cung A;4, thÌ tương tự công thức (2), ta có : 


hạ¿ = tgợ” = -x, (2) 


với |ø' - ø| = 909, hoặc tgọ = ~ctgp'. 
Điều đó cớ nghĩa là 
kịy = ~Măy, 
hoặc là #,„&¿„ = -Ì (3) 


Thay các giá trị của %ịạ và k;„ tìm được 
ở kết quả (2) và (2) đẳng thức (3), ta được : 


#i#;xyx, = ~l (4 

Hệ thức (4) là điều kiện cần và đủ để hai 
dây cung Á¡A, và AzÁ, vuông góc với nhau. 
Hơn nữa, từ (4) ta cũng suy được rằng dây 
cung Á,A; vuông góc với dây cung A;Á, và 
dây cung A¿A„ vuông góc với đây cung A;Áy. 
Như vậy, những đầu mút 4p, Á„, Á¿ và Á, 
của hai dây cung vuông góc của đường 





Hình 2 








hypécbôn vuông hợp thành "bốn điểm trực 
tâm” nghĩa là mỗi một trong bốn điểm đó là 
giao điểm của các đường cao của tam giác 
mà đỉnh là ba điểm còn lại, chẳng hạn điểm 
4, là điểm trực tâm của tam giác AiA24:. 
Đó là điều chứng minh cho định lí dưới đây : 

Định tí : Nếu tam giác (A,A„A,) nội tiếp 
trong hypécbôn vuông thì trực tâm (A,) của 
nó cũng thuộc hypécbôn đó. 

Điều đáng chú ý nữa là trường hợp đặc 
biệt : tam giác A,4.Á; vuông góc. Chẳng 
hạn góc Ả. vuông (hỉnh 2), khi A;4;¡ vuông 
góc với Ẩ 2 theo hệ thức (4) ta có : 
z¡x;x3 = -1. Nếu qua A, ta kẻ đường thẳng 
vuông góc với Á,A„, nó cát hypécbôn tại một 
điểm A„, ta có : #txz⁄zx⁄„ = —1, 

Nhưng bây giờ x; = x„, do đó A, trùng với 
4A; (Á = A). Như vậy, đường thẳng vuông góc 
với dây cung A4; kẻ từ điểm A., là tiếp tuyến 
với hypécbôn tại điểm Á+. Do đó ta có phương 
pháp đơn giản để vẽ tiếp tuyến với hypécbôn 
tại một điểm đã cho trên hypécbôn : muốn vẽ 
tiếp tuyến tại điểm A; thỉ từ Á¿ ta kẻ hai dây 
cung 4:4, và Á;4. nào đó vuông góc nhau ; 
rối từ Á; ta kẻ đường thẳng vuông góc với 
A¡A., đường thẳng vuông góc này chính là tiếp 
tuyển tại điểm A;. Hệ số góc của tiếp tuyến 
tại điểm A; bằng -1/x2. 

Các hệ quả : 

1) Đỉnh các góc nhọn của tam giác vuông 
nội tiếp trong đường hypécbôn vuông, thuộc 
về các nhánh khác nhau của hypécbôn đớ. 

2) Nếu xét tập hợp các tam giác vuông có 
chung đỉnh góc vuông và cùng nội tiếp trong 
một đường hypécbôn vuông thì tất cà các 
đường huyền của chúng song song với nhau, 
hay là cùng vuông góc với một tiếp tuyến. 

3) Hai tiếp tuyến của hypécbôn vuông 
không bao giờ vuông góc với nhau. 





Hình 3 


4) Hai tiếp tuyến song song của hypécbôn 
vuông cớ các tiếp điểm đối xứng với nhau đối 
với tâm của hypécbôn đó (tâm của hypécbôn 
xy = k Œ # 0) là gốc O của hệ trục tọa độ). 

2. Hypécbôn vuông và dường tròn : 

Th vẽ ] đường tròn nào đó cắt đường 
hypécbôn tại 4 điểm sao cho hai điểm trong 
4 điểm đó là các đầu đường kính của đường 
tròn. Giả sử đoạn thẳng A,A„ là đường kính 
đường tròn (hỉnh 3). Thế thì tam giác 
A,4;4; và A,A,Á, là tam giác vuông ; các 
tiếp tuyến với hypécbôn tại A4; và A, cũng 
vuông góc với cạnh huyền chung A,4, (theo 
kết quả ở mục 1) do đó các tiếp tuyến ấy 
song song với nhau. Hơn nữa các tiếp điểm 
của chúng đối xứng với nhau đối với tâm của 
hypécbôn (theo hệ quả ¡ ở mục 1) tức là 
A¿z4, là các đường kính của hypécbôn. 

Định lí : Nếu đường tròn cất hypécbôn 
vuông tại bốn điểm sao cho hai điểm trong 
bốn điểm đớ là các đầu đường kính của đường 
tròn, thÌ hai điểm kia là các đầu đường kính 
của đường hypécbôn và ngược lại. 


SUY NGHĨ VỀ MỘT BÀI TOÁN 


Trong các bài toán thi vào Đại học năm 
1972 của khối Á cớ một bài về chứng minh 
bất đẳng thức. Đớ là bài số 4 : 

"Cho bốn số thực u, 0, +, y sao cho 2 + 
02 = 1 và y2 +x? = 1". Chứng minh rằng : 

— V2 < uy -— x) + uœ +y) <S J2 


LÊ THỐNG NHẤT 


Bát đầu nhìn vào giả thiết ; "bốn số thực 
U, u, x, +" rồi lại "2? +u^ = 1 và y2 +x2 = 1", 
Chúng ta liên tưởng rất nhanh đến cái đẳng 
thức lượng giác "lợi hại" : sin2A + cos2A = l1 
và nẩy ra ý định chuyển bài toán này qua 
lượng giác. Ta có lời giải thứ nhốt : 
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Đặt u = cosœ ; 0 = sind ; x = COSỔ ; 
y = sinØ. Do đó : 

P= uÖ@ -x) +u(x +y) = cosa(sin8 — coaØ) + 

+ sina(cosổ + sinØổ) = (sinzcosỞ + coszsinØ) 

~ (coszcosổ ~ sinzsinØ) = 
= sin(z + Ø) - cos(œ + ổ) = 
= Ý2sin(œ + 8 ~ z/4) 

vÌ -1 « sin(œ +/— 2< 1 
Nên : 
- Ý2 <P<Ý2(đpcm) 

Vấn với cái ý nghỉ đưa về lượng giác. 
Nhưng ta tiến thêm một bước. Nhìn trong 
P ta thấy u và 0 đứng riêng lẻ, ta đặt chúng 
dưới dạng lượng giác một cách riêng lẻ. Còn 
x và y đứng với nhau, có sự "gắn bó" hơn bởi 
cái "đấu cộng", "dấu trừ". Ta nẩy ra ý nghỉ : 
cứ để sự "gắn bó" ấy mà chuyển qua lượng 
giác. Ta thử : 


y —x = sina ; y †+x = COSđ 

Vậy thì sin2œ + cos2z = 2. 

Vô lí quá ! Nhưng không lo, nếu ta đặt 
khác đi một tÍ thì tránh được chuyện đó : 

(T—z)\2 = sina ; (y + z)2 = cosz 

ta có sin2œ + cos2œ = 1. 

Thế là được rồi ! Ta giải cách ¿thứ 2 : 

Đặt : ứ = cosổ ; 0 = sinổ 

(y ~ x)2 = sine, (y +x)/2 = cosa 

Ta phải chứng minh 

-J2 « uÉ - x) +uợ +x) < Ý2 

Hay là : chia cả các vế cho V2 : 

-1 « ướ - z)\2 + dy +x)N2 « 1 

Chuyển qua lượng giác, ta phải chứng minh : 

~l £ cosổsinz + sinổcosœ « l 

«©-l < sin(œ +) « 1 

Đây là điều đã biết ! (đpem). 

Nếu ta đã quen với việc chứng mỉnh bất 
đẳng thức, thì ta lại có thể có ý nghỉ liên hệ 
khác. Ta lướt qua trong đầu các bất đẳng 
thức : Bất đẳng thức Cô~si à ? Bất đẳng thức 
Cô-asi chỉ phát biểu cho các số đương thôi. 
Ở đây u, o, x, y là những số thực cơ mà † 

Thế thì còn bất đẳng thức gÌ nhỉ ?... 

À ! bất đẳng thức Bunhiacôpxki thì có lẽ 
được, bởi nó phát biểu cho các số thực ! Như 
thế nào nhỉ ? 

Cho A, B, C, D là các số thực. Ta có : 

(A2 + B2)(C2 + D?) » (AC + BD)? 
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Hay là 
V(A? + BĐ(C?+ D) z AC + BD > 


> - {7+ B2(C7+D3 
Đến đây ta nhìn nớ giông giống cái bất 
đẳng thức của ta ? Và ta đặt thử A = ¿ứ, 
C =y-x,B=u,D = y+x. Quả nhiên ta 
có lời giải thứ ba : 


Đặt như ta vừa nơi, theo bất đẳng thức 
Bunhiacôpxki ta có : 


{ứZ + 02) [w —xz)?+ @ + z}] >aPz 
> -Ý@Z + 0) Tợ ~ z)” + Ợ + z) 


hay Ý1.@7+z?+y?+z2 >Pz 
>- V{]l@ˆ +x“+yˆ+z') 
hay _ Ý2 > P > -Ý2(đpcm) 


Ta lại suy nghĩ về cái biểu thức P. Tu thử 
"phá ngoặc” ra xem sao : 


P =uy-ux +ux +uy 
= (uy + U*) + (uy — ux) 
Nếu đặt A = (uy + ux), B = (uy — ux), 
ta có P =A+B. 
Mà : 
A? + B2 = u2y2 + 02x? + 2xyuu + 
+ u3y2 + u2x2 ~ 2xyuu = 
= y^(w2 + 0u?) + x2(u2 + u2) 
= „2 +x? =1, 
Vậy ta phải chứng minh 
-V5 {A?+ B7 « A+B < J2 {A7+ B7 
=(A +)? «< (A2 + B2? 
+>(A.\ + B.1)2 « (A2 + B2)(12 + 12) 
Lại dạng Bunhiacôpxki ! Ta chứng minh 
xong. Như vậy cho tới đây ta đớ có 4 lời giải. 


Nhưng từ đầu đến giờ, ta chưa để ý đến 
một vấn đề rất dễ nhận thấy. Các số u, u rồi 
lại u, u... x, y rồi lại y, x. Nhìn ki các giả 
thiết ta thấy u, u có vai trò như nhau và #, 
y cũng không khác nhau về "địa vị” trong giả 
thiết. Tức là trong phần kết luận ta có thể 
thay x cho y và ngược lại ; u cho 0 và ngược 
lại, thạm chí thay cặp ứ, 0 cho cặp z, y cũng 
được. Từ cách nhìn ấy ta lại có thể có nhiều 
cách giải khác : 


Cách giải thứ õ : 
Th dùng phản chứng. 
Giả sử 
uy - z) +u(x +y) > Ý2 





Thế thì do vai trò z, y như nhau ta có ; Tương tự cách giải ö ta phải có 


uứx — y) +uíx +y) > 2 (®) ¬ Ỷ2 « yu + yu < VŠ Œ®*) (dùng 
ới vế củ : Bunhiacôpxki). Vậy xảy ra mâu thuẫn giữa 
Cộng vế với vế của (1) và (2) (8) và *“*)=P <2 g1 
2u + y) >» 2/2 


Vẫn đổi vai trò u, u ta cũng có P > -5. 
Vậy ý2 z» P x -2 

Cách giải thứ 7 : 

Vẫn dùng phân chứng. Nhưng đổi x cho # 


hay Ux +uy > J2 @®) 
Nhưng theo bất đẳng thức Bunhiacôpxki 
(uxz + uy)? « (0? + 02)(x2 + y2) = 


= 902 <9 và ngược lại, đồng thời đổi vai trò của u, ơ, 
({vÌ -1l su < 1) Giả sử z(y ~ x) + &% + y) > V2 (1) 
Hay : -Z < ux + uy < V5 (®) Thế thì 0œ - y) + u(x+y) >2 (2) 
Vậy (3) mâu thuẫn với (*). Suy ra (1) Do đó 2y + 2ux > 2V2 
không xảy ra, tức là : uy +ux > J2 (') 
P<W2 Nhưng ta có : 
Giả sử ưỚ ~ x) + 0œ + y) < — VŠ tuy + 0x)? € (42 + u2)(y2 + x2) 
Tương tự ta cũng có mâu thuẫn. Nên -V2 < uy +ux < Ý2 (19) 
Pa- về Vậy (3'') mâu thuẫn với (***), Suy ra 
Kết hợp lại : V2 z P z - Ý2(đpcm) P<Wd2. 
Cách thử 6 : Tương tự : P > - V2. 


Vẫn dùng phản chứng. Nhưng đổi vai trò Vậy V2 > P z» -Ý2 (đpcm) 


của tư, 0 Qua ba cách sau cùng, ta rút ra một điều : 

Giả sử uŒ - x) +uœ +y) >2 (1) khi giải toán cần chú ý đến vai trò của các 

= » phần tử. Ở bài toán này là vai trò giữa các 

CỔ ĐAU DỤC ATGT CNN 42 - LUHÀ, lng (Dâu ai cụt sở bÀI Toểc HÌU, học khác, 

Do đó 2y + uy) > 2ý2 đó là vai trò của điểm với nhau, của đường 
yu +yu > 2 (3) với nhau, của đường và điểm, v.v... 


TRỞ LẠI MỘT BÀI TOÁN VỀ DẦÃY PHIBÔNAXI 


L.TS. - Trong bài "Vài mắn chuyện vẻ thi vô địch toán" (THTT số 30, trang 15) có kể 
chuyện Balatxơ được giải nhất về kì thì vô địch toán lần thứ 9 ò Matxcdva (năm 
1946) vì đã có nhiều suy nghĩ sáng tạo khi giải bài toán sau đây : "cho dãy số 

0,1,1, 2, 3,5, 8,... 
trong đó mỗi số, kể từ số thứ ba, bằng tổng của hai sổ đứng trước nó (s). Hỏi 
trong số 10” + 1 số hạng đầu tiên của dãy, có số nào tận cùng bằng bốn chữ số 0 
không ?° Baiatso đã tìm cách giải bài toán tổng quát hơn và khó hơn nhiều : đánh 
SỐ tất cả các số hạng tận cùng bằng bốn chữ số 0. 

Tòa soạn đã nhận được thư nhiều bạn đọc hỏi về lời giải bài toán mà Balatsơ 
đã đẺ ra. Tòa soạn rất hoan nghênh những bạn đã cố gắng giải bài toán ấy ; đó 
là biểu hiện rõ rệt của phong cách học tập tích cực, chủ động ; với cách đọc báo 
toán như vậy, với cách học như vậy, chẮc chắn các bạn sẽ đạt được kết quả tốt. 

Tòa soạn xin giới thiệu với bạn đọc lời giải của bài toán trên. 


Th kí hiệu các số hạng của dãy bằng 1. Th đi tìm công thức liên hệ đ„ với các số 
ø Œ = 0,1,2,..n) : hạng khác nữa đứng trước nó. VÌ ø, = ==]L, 
8,= 0,0, = 1a; = 1,0y =2,a, = 8 nên (1) cớ thể viết : 
ơ , , , Ù gs«« 
như vậy ø, iè số hạng thứ ¡ + 1 của đây. #m = #¿ đm ¡ Tới đụ ; 4 


Theo định nghĩa, ta cớ, với mọi m > 2 : 


đmn = đa pđđ 2 q) (*) Dây số này được gọi là một "dãy Phibôrawi” 
(Phibônaxi là nhà toán học Ý ỏ thế kỉ 16) 
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Ấp dụng công thức (1) cho œ„_, (giả sử 
m > 3) ta được : 


#m= Ø;(đm~2 hở m3) + đị đm_ 2 
= (ai + @;) Am; Ê 0; đm ‡ 
đm = ý đua +4. đà (3) 


Tiếp tục áp dụng (1) cho đm_ạ (giả sử 
m > 4), rồi thay vào (3) ta được 

#m = 8 6m_ 2 #m-4 (4) 

So sánh (2), (3), (4), ta có thể dự đoán 
công thức tổng quát : 


+a 


sa 


đm = đt vị T đục mg t5) 
trong đó m là số tự nhiên tùy ý m > 2 và & 
là số tự nhiên < m(l < Èk < m). Ta chứng 
minh (ð) bằng iruy toán theo È : 

Với bất kì số tự nhiên m nào (m z> 92), 
công thức (5) bao giờ cũng đúng với k = ]. 
Thực vậy, thay & = 1 vào (5), ta được 


đm = 0i đa đi đơn 
đảng thức này đúng vÌ ø, = 1, ø, = 0. 
Giả sử (5) đúng với &, l < k < m - 1, 
tức là 


đ = đự Gmv1~k Ÿ #k~1 đmnk 
là đúng. Th chứng minh công thức đúng với 
k +1. Thực vậy, vì È < m ~ 1, nên m + 1 - 
-& > 2, nên ta có thể áp dụng công thức (1) 
cho ø 


m+l~kf 
#mrt-k E #m—k Ý đạp ~ œ + 1y 
đo đó 
tạ Sa (đu T đại — + pỳ MŠ-= 
= mg (ý †đ 4) † đ. đạn — + D 
Mà 
Gv đi = đv.ị 
nên 


đm = đkvi Gm k Ê y đm (vi) 
chứng tỏ (5) cũng đúng cho & + 1. Như vậy 
(5) đúng với mọi số tự nhiên k < m, dpcm. 
Công thức (5) là công thức mà ta sẽ sử 
dụng nhiều. Chú ý rằng với m = 2p + 1 và 
lấy & = p + 1, công thức với (5ð) trở thành 
=d? + a 


#}mrn pự] (6) 


2. Ta đã biết điều kiện cần và đủ để 
một số tận cùng bằng n chữ số 0 (chia 
hết cho 10?) là nớ đồng thời chia hết cho 
2" và ñ", 
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Ta đi tìm những số hạng chia hết cho 2n" 
(và cho õ") bằng cách mò mắm dựa trên một 
số trường hợp độc biệt. 

Trước hết, ta xét số dư trong phép chia 
ø, cho 2. Ta sẽ kí hiệu Jt,(a,) là số dư đó. Ta 
có bảng sau đây : 


Ù 0 1234 5678 9 10 II 12... 
1a. 11 0... 

Để lập bảng này, không cẩn phải tính a, 
theo ¡, mà tính đơn giản hơn : vì ø, = 0, 
ơy = ø; = 1, nên R(a) = 0, R;(a,) = 
R„(a;) = 1; sau đó vÌ ø; = ø, + ø; nên để 
tính R„(a,) ta lấy số dư trong phép chia tổng 
R(œ) + R¿(ai) = 1+ 1 = 2 cho 3, tức là 
R;(œ) = 0; tương tự như vậy, R„(œ¿) = 1 
vì là số dư trong phép chia #,(œ;) + .(g„) = 
= 0+1 cho 2, v.v.. Qua bảng, ta thấy R;(œ;) = 
¬ R;(a„) = ®.,œg) = ... = 0, tức là đœ, đ¿, 
ø„, ... tổng quát là đạo (œ là số tự nhiên tùy 
ý) chia hết cho 2 (ta viết a; 2). 

Để tìm những số hạng chia hết cho 22 = 4, 
ta lập bảng E„z(ø,), tức là bảng số dư trong 
phép chia œ, cho 22. Ta có 

ỉ 0 123456178 9 10 11 12... 
man 3 1 0.. 
(lập tương tự như bảng trên : R.(ø,) chẳng 
hạn là số dư trong phép chia tổng 
R(a) + R„(ø,) = 2 + 8 = 5 cho 22, tức 
Ry(a) = 1). 

Tan thấy F;y(@)=Ry(@m) =... = 
= Re) = 0, tức đẹp 2?. Tiếp tục lập 
bảng và xét như trên, ta có ø„¡ 2Ÿ, tổng quát 
là gu. 2,a¡„: 2, tổng quát là Giạp Ì 21. 

Từ những kết quả đó, có thể dự đoán và 
chứng minh được. 

Định lí IL. Nếu ga ¡ r thì La ' 
tự nhiên tùy ý). 

Thực vậy, rõ ràng là định lí đúng với p = 1. 

Giả sử định H đúng với p, tức đa ï ?, tạ 
chứng minh đực + 1y ‡ ?. Th có, theo công 
thức () : 


r œ là số 


đớ vị = 8ạy +ị 8y Ÿ đu 0S ¡ 
mà 


Œ ¡ rvÀa ¡ r, nên đực vịy (dpcm). 


p° 





Trở lại các kết quả ở trên. Ta có : 

gyi 2,a,† 2, a¿: 23, a,, ¡2% hay 

9% 2i 20 nỉ 2a; nỉ 2a, ¡ị 2 

Quy luật là gì ? Chú ý rằng ta cũng có 
l2 33,a;„‡¡ 2“, nên có thể viết : 

8s! 2a, dt 2a, ai 2a; sỉ 2 
và từ đây có thể dự đoán : 

Ø; =1! 2" chăng ? 


G 


Ta chứng minh bằng truy toán. Rõ ràng 
là kết quả đúng với ø = 1. Giả sử kết quả 
đúng với », ta chứng minh cũng đúng với 
m + 1. Theo (5), 


#3, 2nE đa 2nnL đị 2n Lự } đx 2n—l_ jđa 2n~1 
E 8y mT1(y 2nnlự | Ê đa 2n~1— 1) 
Theo giả thiết truy toán thì đy „1i 2n 


còn 


Øy „m1.,, cố dạng #2 Ð mà 
tay +1) = 1 (theo bảng 1), cho nên tổng 
trong dấu ngoặc chia hết cho 2, từ đơ Suy ra 
Ø; ai 2P*1 (đpem), 

Vậy ta có 

Định lí II : đ; „n1! 2" (n là số tự nhiên 
tùy ý) 

Nếu chú ý rằng 

==. Ệ 3 
G,=đŒ ¡? 2 


¡8y = da ri 2, 


ta có thể đề ra và chứng mính dễ dàng định 
lÍ sau : 
Định lí II : 


đy m2! 2"qn > 2) 


Bây giờ ta chuyển sang việc tÌm các số 
hạng chia hết cho ð", Các bạn hãy lập bảng 
1;(a,), F¿(a,)... và dễ đàng thấy rằng ai ð, 
œ;¡ Õ, từ đó có thể đoán là đ„„¡ õ, Để 
tìm cách chứng minh điều này bằng truy 
toán, ta dùng công thức (ð) để biểu diễn 
đ„n+¡ theo œ¿s. Ta có 


#ạnt1= đến, đị vn y1 Ê đạn —cđ, an 
Tn lập bảng : 


1 2 3 4 5š 6 7 8 9 10 11 






2 3 0 3 3 1 4 0 4 


Quan sát bảng, ta thấy dãy R.(ø,) là đuồn 
hoàn, chu kÈ là 20, nghĩa là R(„ ¿j) = R,(@)), 





†Oˆ TCTH 


Mà theo (6) thì 
= g2 2 & 

#ạ sn+i =2 mn Tđ2 nụ = 
- z2 2 2 
= 2s † (tần ¿¡ + gần) 


và #} sp = đến gTcđẹn Ð đến. Ớcn _ 


- 
= sen + ¡ # đạn _ 1) 
g2 2 
nên ø¿ ;n+1= Gên (đến, 1} đẹn_ M† 


2 2 
+ (gần, ¡ + gần) 


Còn 
đa gnh1= G2 n2 ng T2 vn |0, ca = 
= ; sn(32 sny¡ Ÿ0y vn ¡) = 


= 8un(đồn, r† đọc ))(đẩn, ¡+ 2a$-+ đâu J) 
Do đó 
= 2 2 
đạn†1 = đẹn [đển(đen } ¡ + đạn _ J)“ + 
† (gân „ ¡ + gần)? + 
 đợn — 1 (Gạn „1 † đền _ 1) x 
X (gân „¡ + 2a» + ai _ J)] 

Gọi biểu thức trong dấu [] là 

Pu, đạn „ ¡), ta có 

Gạn +ị = GunP(Gẹn đến „ 1) Œ?) 
Bây giờ ta chứng minh rằng đạn i ðP, 


a) Kết quả đúng với „ = 1 (; ¡: B) 
b) Giả sử œ¿¡ 5", ta chứng minh 


g.tl 


đen†I H 


Theo biểu thức (7) vừa tìm được, để 
chứng minh điều này, ta phải chứng minh 
P(Œ„œ„a„) chia hết cho 5, Muốn vậy ta 


phải đi tÌỉm số dư trong phép chia đạn, ¡ cho 
ð tức là đi tÌm Rg(s ,¡ Rõ ràng là : 
Ra.) = 8. 

l3 14 15 l6 17 18 


19 20 21 22 23... 





3.2.0 2.2.8. 41:0 8P d1 47: 
tổng quát là (đo +0 = R;(œ), trong đó p 
là số tự nhiên tùy ý. Thực vậy, ta có 
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Ru(a„g) = Rz@,) 
R(œ;) = R;(a)) 
do đó 
đ(a) = R;(ap) + Rs(a„) = 
= R;(œ) + R;(œ) = R,(œ,), 
R;(a„) + R;(a;;) = 


0 
1, 


Ra) 


Vị vậy, do 
6ø" = B.õðX"Ì = (4 + 1)! = B(4M + 1) 
= 20M + 5, 


nên (0a, ¡) = ®;( 2a + (s + p) = 


= R,(œ„¡) = 3. 

Và ta cớ 

R,P(G„, da „ )]Ì = R;[02(3 + 3)2 + 
+ (32 + 02)? + 3(3 + 3)(82 + 2.02? + 82?) = 

= R,[9? + 18] = R,(42 + 32) = R„(26) = 0. 
tức P chia hết cho õ (đpcm). Ta đã chứng 
minh được 

Định lí TH : 

gọn Ì ð" với số tự nhiên m tùy ý. 

Từ các định lí I, II, IP, III, suy ra rằng 
tất cả các số hạng có dạng 

đạy sạn” em với M là số tự nhiên tùy ý, 
đều chia hết cho 2".ã" = 10"! ( : số tự nhiên tùy 
ý) ; tất cả các số hạng có đạng œ„„ „ ;s—2 s› đều 
chia hết cho 101, uới n„ > 2. 

Nói riêng trong trường hợp œ = 4, thì tất 
cả các số hạng dạng hy 322, s4 chia hết cho 
10, tức là tận cùng bằng bốn chữ số 0 ; đó 


1;(œ)) + R;(a;) = R;(g¿), vx... 


là các số hạng thứ 
8.22.54.M + 1 = 7B00M + 1, 


nghĩa là các số hạng thứ 7Bð01 (Aƒ = 1), 15001 
(M = 2),... tận cùng bằng bốn chữ số 0. 

Chú ý. 1 ~ Trên đây, ta chỉ mới làm được 
cái việc chỉ ra một lớp các số hạng chia hết 
cho 10 chứ chưa giải được bài toán tổng 
quát mà Ba-lai-sơ dã đề ra (tức là chỉ ra 
tốt cả các số hạng chia hết cho 10). Để giải 
bài toán tổng quát đó, còn phải chứng minh 
rằng chỉ có những số hạng đx „e-: „ mới chia 
hết cho 2! và chỉ có những số hạng đẹt.p 


mới chia hết cho 5“ (ngoài ra không còn số 
hạng nào khác). Muốn vậy, điều đơn giản 
(nhưng đòi hỏi kiên nhẫn !) là lập bảng 
Jt(a,) và H„(a,) và xét trong khoảng một 
chu kì của các dãy này. (Một cách tổng quát, 
có thể chứng mình được rằng #(œ,) bao giờ 


cũng tuần hoàn, và chu kì không lớn hơn ø?). 
Các bạn thử làm xem, và qua đó, các bạn 
thấy rằng bài toán mà Ba-lat-sơ tự để ra là 
một bài toán khá phong phú. 


2 - Trên đây, ta đã chứng mỉnh rằng số 
hạng thứ 7501 tận cùng bằng bốn chữ số 0. 
Tất nhiên, bạn sẽ đặt câu hỏi : tại sao trong 
đề ra, lại hỏi : "trong số 108 + 1 số hạng đầu 
tiên của dãy...” mà không lấy số 7ð00 + 1 
hay 10000 ? Con số 108 + 1 cớ quan hệ gì 
với bài toán đã ra ? Để trả lời câu hỏi này, 
các bạn có thể đọc lời giài bài toán số 16 
(§6) trong sách "Rèn luyện khả năng sáng 
tạo toán học ở trường phổ thông" của Hoàng 
Chúng (Nhà xuất bản Giáo dục, 1967), 


Đặng Viễn uà HC. 


VỀ MỘT VÀI PHƯƠNG TRÌNH ĐIÔPHĂNG 


LÍ thuyết các phương trình Đi-ô-phăng 
(còn gọi là giải tích Đi-ô-phăng) nghiên 
cứu việc giải các phương trình và hệ phương 
trình (với hệ số nguyên, nếu là phương trình 
đại số), trong phạm vi các số có dạng xác 
định : số hữu tỉ, số nguyên, số tự nhiên, số 
nguyên tố. Trong các bài toán của giải tích 
Đi-ô-phăng, số ẩn số thường nhiều hơn số 
phương trình, nên các phương trình này 
thường được gọi là phương trình uô định. 

Phương trình vô định gặp nhiều trong đời 
sống, trong nhiều vấn đề thực tế. Chúng ta 


146 


đã biết giải một số phương trình vô định qua 
các bài toán như "trăm trâu, trăm bố có”, 
"Hàn Tín điểm binh',... Việc giải bài toán 
4/52 trong số báo này cũng đưa ta đến việc 
giải phương trÌnh vô định. 

Ngay từ thời thượng cổ, các nhà toán học 
đã quan tâm giải các phương trÌình vô định. 
Chẳng hạn từ khoảng thế kỉ thứ 17 trước 
công lịch, các nhà toán học Ba~bi~lon đã biết 
giải các phương trỉnh x2+ y2 = z2 (phương 
trình pi-ta~go) trong phạm vi các số nguyên. 


Một phần lớn các thành tựu trong lí 
thuyết số cố thể đưa về giải tích 
Đi-ô-phăng. Chẳng hạn định lí nổi tiếng của 
Vi-nô-gơ-ra-đốp : "mọi số lẻ dương đủ lớn 
đều có thể viết dưới dạng tổng của ba số 
nguyên tố" là thuộc về giải tích Đi-ô-phăng : 
phương trình x + y + z = trong đó N là số 
lẻ dương đủ lớn là giải được trong phạm vị 
SỐ nguyên tố. Theo nhà toán học Sê-bư~sép 
thì Í thuyết số chính là khoa học về giải 
phương trình vô định trong phạm vi các số 
nguyên. 

Người đầu tiên nghiên cứu cớ hệ thống 
về phương trình vô định là nhà toán học Hi 
lạp Đi-ð-phăng, sống ở thế kỉ thứ II. 
Đi-ô-phăng đã biết giải một số đạng phương 
trình vô định (kể cả một số phương trình 
bậc lớn) trong phạm vi các số hữu tỉ dương, 
và tập sách "Số học" của Đi-ô-phang đã có 
ảnh hưởng rất lớn đến sự phát triển của lí 
thuyết số. 


Sau Đi-ô-phăng, nhiều nhà toán học lớn 
đã nghiên cứu về phương trình vô định : 
Phéc-ma (với "định H lớn Phéc-ma" nổi 
tiếng : phương trình x" + y? = z" (n là số tự 
nhiên > 2) không có nghiệm trong phạm vi 
số tự nhiên), Ó-le, La-gd-răng, Œao-xo, 
Cô-si, Cu-me, v.v... 

Trong lịch sử toán học, giải tích 
Đi-ô-phăng đã nêu lên nhiều bài toán lí thú, 
nhiều bài toán rất khó đến nay vẫn chưa ai 
giải được. 

Sau đây là một vài bài toán, liên quan 
đến nhà toán học nổi tiếng Ó-le : 

1. Trong khi nghiên cứu để đi đến phát 
mình ra một định lí cơ bản của lí thuyết số, 
Ó-le đã chú ý đến phương trình vô định 


4xy—-x—y=z2 q) 

Trong một bức thư viết cho bạn là 

Gôn-bách, năm 1741, Ó-le cho biết đã 

chứng minh được rằng phương trình (1) 
cũng như phương trình. 


4xy—-x—1=z? @®) 
đều không có nghiệm trong các số tự 
nhiên +, y, z. Để chứng minh điều này phải 
dựa vào một định lí của Phéc-ma (mà Ó-le 
cũng đã chứng mính được). O-le và 
Gôn-bách đều thấy rằng chứng mỉnh này 


quá phức tạp và nghÏ rằng có thể chứng 
minh đơn giản hơn và cả hai đều đi tÌm cách 





chứng minh đơn giản đó. Sau nhiều lần 
chứng minh dài dòng, có khi tối nghĨa và sai 
lầm, cuối cùng Gôn~bách đã đi đến được một 
chứng minh rất đơn giản và rất đẹp của định 
lí Ó-le về phương trình (2) không có nghiệm 
số tự nhiên. Chứng minh của Gôn-bách như 
Sau : 

Giả sử (2) có nghiệm số tự nhiên 1, ÿ, Z 
và giả sử ø là giá trị tự nhiên nhỏ nhất của 
z thỏa mãn (2), sao cho 


4mn — m — 1 = œ2 (3) 
với m và n là số tự nhiên, Cộng 
4m? — 4ma vào hai vế của (3) ta được 
Am (w — ø + m) — m — 1 = (œ— 2m)? (4) 
Dễ dàng chứng minh được rằng 
g<m (5) 
Thực vậy, không thể có ø = m, vì nếu 
œ = m thì vế phải của (3) chia hết cho m và 
vế trái thÌ không chia hết cho ?. Còn nếu 
a >m thÌ n—a +m <n, và do đó vế trái 
của (4) nhỏ hơn vế trái của (8), tức là 
(œT— 2m)? < a?, điều này trái với việc xác 
định số a là giá trị tự nhiên nhỏ nhất của z 
thỏa mãn (2). (Chú ý rằng từ (4) thì 
la — 2m| cũng là giá trị của z thỏa mãn (2), 
trong đó x = m, y = n ~ a +m), 
Bây giờ ta chứng minh tiếp rằng 


An —1>22 (6) 
Thật vậy, cộng (4n — 1)2~— 2ø (4n — 1) 
vào hai vế của (3), ta được 


(4ns~— l)ứn— 2a+ 4nT— 1)—~ 1= [ø— (4n— 1], 
hay là 4n (m — 2œ + 4n — 1) — 
(m~ 24 + Án — 1) + 1 = [a— (4n— 1)]? do đó 
z= |& — (4n — 1)Ì thỏa mãn (2) (với y = n, 
+x=m- 2a + 4n — ]). 
Vì vậy, theo sự xác định của số ø, ta có 
ø < |a — (ân — 1)|, từ đây, đễ dàng suy ra (6). 
Từ (3), (5), (6), ta có 


q2 + 1 = (Án — lyn > 3œ.a = 942, 


do đó ø2 < 1. Điều vô lí này chứng minh định 
lí của Ó-le. 

Ở-le rất thích thú với chứng minh đơn 
giản này. Trong thư gửi cho Gôn-bách để 
ngày lỗ tháng 10 năm 1748, Ó-le viết : 
"Thú thật là tôi không ngờ rằng định lí đó 
có thể chứng minh một cách để dàng và đẹp 
đẽ đến như vậy. Từ đớ tôi tỉn rằng phần lớn 
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các định lÍ của Phéc-ma cũng có thể chứng 
minh bằng cách tương tự, và vÌ vậy tôi càng 
cảm ơn ông đã cho tôi biết cách chứng mỉnh 
đẹp đẽ đó". Và cũng chính trong bức thư này, 
Ó-le đã áp dụng phương pháp của Gôn-bách 
để chứng minh định lí : phương trình (1) không 
có nghiệm trong các số tự nhiên +, y, Z. 

Sau đây là chứng minh của Ó-le : 

Giả sử (lI) có nghiệm trong các số tự 
nhiên +, y, z và giả sử œ là giá trị tự nhiên 
nhỏ nhất của z thỏa mãn (1), sao cho ta cố 


—n = d2 (?) 
trong đó mm và nœ là các số tự nhiên. Nhân 
hai vế của (7) cho 4 và biến đổi, ta có 
(4m — 1) (4n — 1) —1=4a2 (8) 
Cộng 4(4n — 1)2 — 8ø (4n — 1) vào hai vế 
của (8), ta có [4m — 1 — 8a + 4 (4n — 1)] x 
x (4n — 1) — 1 = 4(ø — 4n + 1)2(8) 
Đảng thức (9) giống đẳng thức (8), cho 


thấy rằng phương trình (1) có nghiệm là 
z = |œ— 4n + 1|. Theo sự xác định số ø, thì 


ø < |œ— 4n + 1| 


4mn — m 


hay 
g2 < (a— 4n + 1), 
do đó, từ (8) và (8) ta có 
[4m — 1 — 8ø + 4 (An — 1)] (4n — 1) > 
> (Ấn — 1) (Am — 1) vÌ vậy 4n — 1 > 2a. 
Vì (7) là đối xứng đối với m và nø, nên 


cũng lí luận tương tự như trên, ta có 
4m — 1 > 2a. 


Đặt 4m—L=2ø+p 
4n — 1= 2a+1 
trong đó p và q là số tự nhiên. Như vậy 


(Âm — 1) (Án — 1) = 4a2 + 2ø (p + 4) +pq. 


do đó, từ (8) ta suy ra 2ø (p +q) +pq = l1, 
với các số tự nhiên #, p, g. Điều vô lí này 
chứng minh định lí đã cho. 

2. Trong bức thư gửi cho Gôn-bách đề 
ngày 2 tháng 11 năm 1747, Ó-le đã chứng 
minh rằng phương trình 


2*~1=z? (10) 

có nghiệm hữu tỉ y, z, khi cho y = ], 

y = 13, y = 1525/1343, y = 2165017/2872159. 

Nhưng Ó-le cũng thú thật rằng ông không 

thể tìm được nghiệm số tự nhiên nào 

khác ngoài hai nghiệm : y = z = l và 

y = 13, z = 239, Về sau, Ó-le nêu lên một 
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cách để tÌm được vô số nghiệm hữu tÌ của 
phương trình (10) nhưng chưa chứng minh 
được rằng đó là /ốt cả các nghiệm hữu tÌ của 
phương trình. Sau đó nhà toán học nổi tiếng 
La-gơ-răng đã tÌm ra một công thức cho 
biết tất cả các nghiệm hữu tỈ của (10). Nhiều 
nhà toán học tiếp tục giải quyết vấn đề 
nghiệm trong các số tự nhiên của phương 
trình (10), nhưng mãi đến năm 1942 
Li-un-gơ-ren mới chứng mỉnh được rằng 
phương trình (10) chỉ có hai nghiệm tự 
nhiên mà O-le đã tÌm ra. 


Phương trình (10) có một vai trò quan 
trọng trong việc nghiên cứu nhiều vấn để 
của toán học. 


3. Ơ-le đã tổng quát hóa "định H lớn 
Phéc-ma" thành giỏ ¿huyết sau đây : 

Với mọi số tụ nhiên b 0uà n sao cho 
2 < k<n, phương trình 

tổ to + 3E SE vì 

không có nghiệm trong cóc số tự nhiên. 
Định lí lớn Phéc-ma ứng với trường hợp 
k = 2. Năm 1914, Vê-rê-bơ-ri-u-xốp đã 
nêu lên chứng mính giả thuyết Ó-le cho 
trường hợp k = 3, n = 4, tức là chứng minh 
rằng phương trÌnh 


4 + x5 + 13 = Z4 (1) 


không có nghiệm trong các số tự nhiên. 
Đích-xơn, trong cuốn sách "Lịch sử của lí 
thuyết số" (1920) đã kể ra công trình này 
của Vê-rê-bơ-ri-u-xốp. Nhưng thực ra 
chứng mỉnh của Vê-rê-bơ-ri-u-xốp là sai 
lầm ! Ra-di (1935), và sau đó, Bel (1936) đã 
tìm ra sai lầm trong chứng mìỉnh đó. Cho 
đến 1945, UÙ-ao-đơ mới chứng minh được 
rằng phương trình (11) không cố nghiệm 
trong các số tự nhiên, với z„ < 10.000 ! 


4. Còn có thể kể ra rất nhiều vấn đề lí 
thú chung quanh việc giải các phương trình 
Đi-ô-phăng, và có thể đề ra vô số các 
phương trình Đi-ô-phăng phức tạp, không 
dễ giải hơn so với các phương trình đã nêu 
ở trên. Nhưng phải chăng mọi phương trình 
đó đều đáng nghiên cứu ? Sê-bư-sép đã trả 
lời cho câu hỏi đơ : "Mọi phương trình chứa 
nhiều ẩn đều là đối tượng nghiên cứu của lí 
thuyết số. Nhưng không phải tất cả các 
phương trình đó đều có thể nghiên cứu được 
như nhau và không phải đều có tẩm quan 
trọng như nhau trong ứng dụng. Cho đến 
nay, lí thuyết số chỉ xét những phương trình 
đơn giản nhất và đồng thời có những ứng 
dụng quan trọng nhất. 

NGUYÊN VĂN 
(Sưu tầm) 


TÍNH MỘT VÀI THỂ TÍCH 


1. Lá mỏng và dây nhỏ 


Ta biết rằng thể tích một hình trụ (đáy 
bất kì) bằng diện tích đáy nhân với chiều 
cao. Như vậy thể tích của một lá mỏng 
(kính, sắt tây, ni lông, bằng diện tích nhân 
với bề dày, Điều đáng chú ý là mặt xung 
quanh của một lá mỏng không cần thiết phải 
là một mặt hình trụ (có thể xén vạt), nếu lá 
rất mỏng. 


Thể tích của một dây hình trụ (dây thép, 
đồng, ni lông) bằng tiết diện nhân với chiều 
đài, Điều đáng chú ý là dây có thể cong đôi 
chút (không phải hình trụ nữa), công thức đó 
vẫn đúng nếu như tiết diện của dây rất nhỏ. 
Chẳng hạn, dây cớ thể cuốn thành cuộn. 

2. Hình chóp 


TỈ số giữa thể tích của hai hình đồng 
dạng bằng lập phương của tỈ số đồng dạng. 
Điều này tất nhiên đúng với hai hình hộp 
chữ nhật kích thước axöxce và 
*ka x kb x he, cũng đúng với hai hình đồng 
dạng bất kì vì ta có thể coi hai hình này như 
cấu tạo bằng những hình hộp (những viên 
gạch nhỏ), với số viên gạch bằng nhau. 

Bây giờ ta coi một hình chớp đáy 9, cao 
h và một hình chớp cùng đỉnh cao # + ø hình 
thứ nhất coi như cắt ra từ hÌnh thứ hai bằng 
một mặt phẳng song song với đáy (hỉnh 1). 
Giả sử ø rất nhỏ, hiệu số giữa thể tích của 
hai hình là thể tích một lá mỏng diện tích 
5, dày a : 


V.=Y=s.n. 


Mặt khác hai hÌnh chớp đồng dạng phối cảnh 
với tÌ số đồng dạng (h + ø)/h, 


WˆW = [(h: + a)/h]3 
Do đó 
—V=V(V/W-lI)= 


= VỊ(h + a)) ~ h3]/n3 
= V(3h2a + 3ha? + 


% 
+ a3/h2=S.a 
Từ đó ta có 
V(3 + 3a/h + a2/b2) = x 
=S.h Hình 1 





NGUYÊN DŨNG 


Trong ngoặc đơn 3 d/h và a2/y? rất nhỏ 
không đáng kể so với 3, vậy V = S.h/8 


Đó là công thức tính thể tích hình chớp 
3. HÌnh đống cát 





Hình 2 

Nếu ta cất đống cát (hình 2) bằng các 
mặt phẳng thẳng đứng qua các cạnh của đáy 
trên thì ta đã chia đống cát thành một hình 
hộp ở giữa, thể tích ø.b.h, 4 hình trụ đầy 
tam giác, thể tích tổng cộng 

a(b` — b) hị2 + b(œ` — a) hị2 

và 4 hình chớp ở bốn góc, thể tích 
('—~ø)(b`=b)h/3. Vậy thể tích đống cát 
bằng 


V= (h/6)[6ab + 3a (ð* — b)+ 8b (œ' — a) + 
+ 2(ø` — a) (b° — b)] 

Biểu thức này có thể rút gọn thành 

V=h [qð + (a + a') (b + b*) + a'Ð"]/6 

4. Hình cầu 


“II me. 
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Coi một hình cầu bán kính # và một hình 
trụ bán kính E, cao 2F, cùng đặt trên một 
mặt phẳng nằm ngang (hình 3). Trong hình 
trụ lại có hai hình nớn có đỉnh ở tâm và 
cùng đáy với hình trụ. Mỗi hình nón này 
(cũng như mối hình nón đồng dạng với nó) 
có tính chất là bán kính đáy của nớ bằng 
chiều cao của nơ. 


Cát bằng một mặt phẳng nằm ngang thì 
tiết diện hình cầu là một vòng tròn bán kính 
r, diện tích $ — zr2 = x (R2 — b2), đồng thời 
tiết diện hình nón là một vòng tròn có bán 
kính š, theo tính chất nơi trên. 

Coi khối W giới hạn giữa hình trụ và bai 
hình nón. Tiết diện của W là một hình 
khuyên, diện tích xi? — zhk? = x (R2 — R2), 
bằng diện tích tiết diện hình cầu. 

Như vậy nếu chia hình cẩu với hình W 
bằng những mặt phẳng song song nằm 
ngang thành những lá mỏng thì mỗi lá của 
hỉnh cấu có thể tích bằng lá tương ứng của 
hình W do đó hình cầu có thể tích bằng hình 
W. Thể tích hình W bằng hiệu của thể tích 
hình trụ với thể tích hai hình nớn, tức là 
bằng z2. 2R — (2/3) xR2.R = (4/3) xR2 

Vậy thể tích hình cầu bằng 


Y=(4/8)xRŠ 
5, Hình xuyến (săm ô tô) 





Hình 4 


Chia hình xuyến thành những vòng dây 
(hình 4), mỗi đây đó, như nhận xét ở trên, 
có thể tích bằng tiết điện nhân với chiều đài. 
Nhưng chiều đài của một vòng dây tròn tỉ 
lệ với bán kính của nớ, và bán kính của các 
vòng dây thì hơn bù kém bằng Ö# (trong hình 
vẽ hai vòng đây az, ø' có bán kính trung bình 
bằng R). Do đó thể tích hình xuyến bằng 
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tổng tiết diện của các dây (tức xr2) nhân với 
chiều dài trung bình 2z của một vòng dây, 
tức là 
V= 2z?Rr? 
6. Hình chảo 





Hình 5 
Th giả thử tiết điện bổ đôi của một hình 
chảo là một hình parabol, phương trình 
y = œ+? (hình ð), như vậy trong hình vẽ ta có 
h=ar2,r2 = (La) h 


Tiết diện của chảo bằng mặt phẳng nằm 

ngang ở độ cao h có diện tích 
§ =zr? = (xiœ)h 
như vậy tiết diện tỈ lệ với độ cao. 

Trong mặt phẳng thẳng đứng coi một tam 
giác ABC cao h có đáy BC có số trị bằng 
diện tích tiết điện của chào ở độ cao b 
(miệng chảo) tức là 

số do BC = số đó xRˆ2 đ) 

Tiết diện của tam giác bằng mặt phẳng 
h là một đoạn thẳng có độ dài ¿ tỉ lệ với h. 

Do điều kiện (1) ta có 

số do Ì = số đo xrˆ = số do S 

Tạ hãy cất cà hai hình bằng những mặt 
phẳng nằm ngang song song để chia hình 
chảo thành những lá mỏng, đồng thời chia 
tam giác ABC thành những băng hẹp. Diện 
tích của mỗi băng hẹp bằng độ dài ¿ nhân 
với bể ngang, bề ngang này bằng bề dày của 
một lá mỏng (tương ứng) của hình chảo, như 
vậy số trị của diện tích mỗi băng hẹp bằng 
số trị của thể tích lá mỏng tương ứng. Kết 
quả là, về số trị, thể tích hình chảo bằng 
diện tích tam giác ABC. Diện tích này bằng 

S=(12)BC.k 
do đó thể tích hình chảo bằng 


V=(1⁄2)xR2h 





HAI TÍNH CHẤT ĐẶC TRƯNG CỦA 
TRỰC TÂM CỦA HÌNH TAM GIÁC 


Chúng ta đã biết rằng ba đường trung 
tuyến của một tam giác ABC đồng quy tại 
một điểm G gọi là trọng tâm của tam giác 
đó. Một trong những tính chất đặc trưng của 
trọng tâm G là chia tất cả các trung tuyến 
theo tỈ số 2 : 1 tính từ đỉnh. 

Đối với ba đường cao của tam giác ABC, 
ta cũng đã biết rằng chúng đồng quy tại một 
điểm 7ï gọi là trực tâm của tam giác đơ. Bây 
giờ ta hãy đi sâu phát hiện một vài tính chất 
đặc trưng của trực tâm H. 


Gọi Hị,H,, TI, theo thứ tự là các điểm đối 
xứng của điểm #7 đối với các cạnh ÖC, CÁ, 
AB (hỉnh 1). Dễ dàng nhận thấy rằng j1, nằm 
trên đường tròn ngoại tiếp tar tam giác ApC. 

Thực vậy AB = AHF mà AB? = 

= CH,H nên ANH,C + ABC = AH,C + 
+ CH,H = 1809. Vậy H, thuộc đường Trên 
(ABC). Tương tự H;, H, cũng thuộc đường 
tròn (ABC), Ta kí hiệu là *#. 

Ngược lại nếu ta gọi H,,H;,H, lần 
lượt là các giao điểm của đường tròn # với 
các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC 


thì cũng dễ đàng chứng minh được rằng 
1, H,, J; lần lượt là các điểm đối xứng 


của Hj qua BÒ CA, AB. (Bạn đọc tự làm lấy). 








PHAN BÁ CẤP 


Ta cũng nhận xét rằng : 

Vì H; thuộc & mà #ï đối xứng với 1; qua 
BC nên ta suy ra H thuộc đường tròn kị đối 
xứng với đường tròn š qua ÖC. 


Suy luận tương tự ta cơ : H thuộc đường 
tròn È, đối xứng với k qua CA và H thuộc 


đường tròn È„ đối xứng với š qua AB. 

'Túm lại : HH =kị.À;.kạ 

Từ nhận xét trên ta suy ra tính đuy nhất 
của điểm H. Nói cách khác nếu cớ 1 điểm 
1' đối xứng với các điểm thuộc đường tròn 
* qua các đường thẳng BC, CA, AB thì H' 
phải thuộc giao của cả ba đường trồn 
*\,l¿, k; tức là 1" = H. 

Vậy ta đi đến kết luận : 

Định lí 1 : 

"Các điểm đối xứng với trực tâm tam giác 
qua các cạnh nằm trên đường tròn ngoại tiếp 
tam giác đơ", 

Bây giờ ta gọi : M, N, P lần lượt là trung 
điểm các cạnh BC, CA, AB của tam giác và : 
Hụ., Hy ;Ep lần lượt là các điểm đối xứng 
của qua các điểm ẤM, N, P (hình 2). 

Th có : 


-_— 
CH 8 = _5HỜ (đối xứng qua Mì) 
BHC = BAC = 909 - ABTH 
do đó 
—_——— _>— 
CHỤP = BAC 


Tức Hạ, thuộc đường tròn &. 
Tương tự H,, và Hạ cũng thuộc đường 
tròn &È. 


Riêng đối với trường hợp líp, ta cần chú 
ý ở đây H, và C ở 2 phía khác nhau của AB 
nên ta ta cẩn chứng mỉnh : 


AH,DB = ÁCB = 180 
_—— 

Thực vậy y_AHpB = HA HẠ (đối xứng qua P) 

LG —S 

BHA + PCE = = 180 (CD = CEH = 9) 

-_———— -—— 

DCE =_ ACB (đối đỉnh) 

-——— —_—i 

do đó: AH,B + ACB = 180° tức HIp thuộc 
đường tròn *È. 
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Vậy ta đi đến kết luận : 

Định lí 2 : 

"Các điểm đối xứng với trực tâm tam giác 
qua trung điểm các cạnh nằm trên đường 
tròn ngoại tiếp tam giác đơ”. 

Tơm tắt cả hai định lÍ ta có thể phát biểu : 


"Sáu điểm đối xứng với trực tâm qua các 
cạnh và trung điểm các cạnh của một tam 
giác cùng nằm trên một đường tròn ngoại 
tiếp tam giác đó". 


Bây giờ ta hãy tìm hiểu thêm về đường 
tròn È xác định bởi 6 điểm đó : 


+ Về các điểm H,, H,, H, ta có : 
AH, = AH,; BH, = BH,; CHỊ = CH, 
(Bạn đọc tự chứng minh) 





Hình 2 


+ Về các điểm Hụ, Hạ, Họ, ta cổ : 

AH,, BH¿, CH, là các đường kính của 
đường tròn (È). 

Thực vậy : 

MD là đường trung bình của tam giác 
H,HH, mà MD L AH do đó AH,H,, = 909 
suy ra AH,, là đường kính của (È) 

Tương tự chứng minh đối với BH, CHỳ, 

+ Ta lại có : 

AH,HH, = AABC (do tính đối xứng 
qua tâm Ø của đường tròn È) và 

HA =2.OM; HB =2.ON; HC =2.OP. 
Gọi F, 5S, T lần lượt là trung điểm của AT, 
BH, CH. 

Rð ràng phép vị tự tâm H tỈ số 1/2 sẽ 
biến các điểm A, B, C, 1Ị, 1, H Hụ, Hộu Hp 


thành các điểm tương ứng R, S, 7; D, E, F; 
M,.N,P. 


1ã2 


Như ta đã biết 9 điểm : R, S, 7; D, E, F 
M, ÑN, P nằm trên một đường tròn (đường 
tròn 9 điểm). 

lKết quả trên chứng tỏ : đường tròn 9 
điểm là ảnh của đường tròn È qua phép vị 
tự tâm #ï tỈ số 1/2. 


Vậy đường tròn 9 điểm có bán kính bằng 
một nửa bán kính đường tròn #, và tâm 0, 
thẳng hàng với Ó và H. 

Bây giờ nếu ta lại thực hiện phép vị tự tâm 
G (trọng tâm tam giác ABC), tỈ số - 1/2 thì 
ba điểm A, B, C biến thành 3 điểm tương ứng : 


“ 





Hình 3 

M, N, P túc đường tròn & biến thành 

đường tròn 9 điểm. 
O,G:GO=1:2 

G thẳng hàng với Ó, Ớ,. 

Từ bai kết quả trên ta suy ra : 

Bốn điểm : Trực tâm H1, trọng tâm G, 
tâm Ó của đường tròn ngoại tiếp, tâm Ô, 
của đường tròn 9 điểm của một tam giác 
cùng nằm trên một đường thẳng. Đường 
thẳng đó được gọi là đường thẳng ơle 
(hình 8). 

Thế là từ việc nghiên cứu hai tính chất 
đặc trưng của trực tâm, chúng ta đã tìm lại 
được hai tính chất đã biết trong một tam 
giác (đường tròn 9 điểm) - và đường thẳng 
ơle - xem báo Toán học và tuổi trẻ số 
1-1964). 

Không những thế, hai tính chất vừa phát 
hiện ra nó còn cho phép chúng ta giải nhiều 
bài toán khác nhau. 

Ví dụ : 


1. Chứng minh rằng : Nếu các điểm đối 
xứng với điểm một điểm !í thuộc đường cao 


CF của một tam giác ABC qua các cạnh BC, 
CA (hoặc qua trung điểm các cạnh đó) nằm 
trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC thì 
H là trực tâm tam giác đó. 

2. Cho 8 điểm A, B, C trên một đường 
tròn. TÌm quỹ tích trực tâm của tam giác 
ABC khi A, B cố định, C thay đổi trên đường 
tròn. 

3. Dựng tam giác ABC biết : 


a) Trực tâm và các điểm đối xứng với trực 
tâm qua trung điểm các cạnh của tam giác. 


b) Trực tâm và các điểm đối xứng với trực 
tâm qua các cạnh của tam giác. 
4. Dựng tam giác ABC biết 


a) Trực tâm và tâm đường tròn đi qua 
chân các đường cao. 


b) Trực tâm và tâm đường tròn đi qua 
trung điểm các cạnh. 


c) Trực tâm, đỉnh C và trung điểm cạnh AB, 


d) Trực tâm, trung điểm cạnh BC và chân 
đường cao trên cạnh BA. 


VỀ TAM GIÁC PITAGO 


I. Các bạn đều biết định lí Pitago : Trong 
tam giác vuông bÌnh phương cạnh huyền 
bằng tổng bình phương hai cạnh kia : 
a2 = b2 + c2. Người ta thường gọi những tam 
giác vuông mà cạnh là các số nguyên là 
những em giác Piago. Chẳng hạn, vì 
B2 = 42 + 8? nên ta có tam giác Pitago [ð, 4, 8]. 
Bây giờ chúng ta thử tìm những tam giác đó. 

Trước hết, nếu có tam giác [5, 4, 3] thì 
chúng ta dễ dàng tìm được các tam giác đồng 
dạng với nó : [10, 8, 6}, [15, 12, 9], [20, 16, 
12], .... Trong số các tam giác đồng dạng với 
nhau này, tam giác [ð, 4, 3] có các cạnh nhỏ 
nhất ; chúng ta gọi nó là £œm gióc Piago 
gốc hay là tam giác Piiago nguyên thủy. 
Trong tam giác gốc rõ ràng là các cạnh phải 
đôi một nguyên tố cùng nhau, nghĩa là hai 
cạnh bất kì của tam giác gốc đều không có 
ước số chung với nhau. Thật thế, nếu tam 
giác [a, b, c] có œ và b chia hết cho n thì ta 
suy ra c cũng phải chia hết cho ø. Thật vậy, 
giả sử œ = n. a, b = nÐồ' thế thì, từ 
g2 = b2 + c2 ta suy ra : n2,a'2= n2.b'2 + c2, 
từ đây ta thấy ngay là c phải chia hết cho 
và như thế, [z, b, c] không phải là tam giác 
Pitago gốc. Cho nên để tìm các tam giác 
Pitago, ta chỉ cần đìm các tam giác Pitogo 
gốc là dủ, 


NGUYÊN ĐỨC DÂN 


H. Một vài tam giác Pitago gốc đặc biệt. 

1. Đầu tiên chúng ta xét các tam giác gốc 
mà cạnh nhỏ thốt ià các số lẻ. Chúng ta tỉm 
được một số tam giác sau đây : 

[3, 4, 5], [B, 12, 3], [7, 24, 25], [9, 40, 411,... 
Quy luật tìm các tam giác đó như thế nào ? 
Quan sát các tam giác này, chúng ta thấy 
một tính chất sau : 


[3,45] 32=9=4+5 


[ð, 12, 18] 52 = 2õ = 12 +13 
ˆ [7, 24, 25] 72 = 49 = 24 +95 I1 
[9, 40, 41] 92 = 81 = 40 +41 


2. Gọi p, q là các số nguyên dương, ta có : 


(p? + q?2 = (p2 ~ q2)? + (2pa)? 
Từ hệ thức trên chúng ta được một hệ 
tam giác Pitago sau 


[p? + 42, 2pg,p? — g?] [2] 
p, q như thế nào thì các tam giác [2] trở 
thành các tam giác [1] ? 


Chúng ta có các khả năng sau : 

a) Coi p2 — q? là cạnh nhỏ nhất, thể thì : 
œ3 ~ qŸ = (p ~ 4) (p + q = 

= @? + q) + 2pq = (p + q)2 

khi p — q = 1 hay là p =g + 1 

b) Coi 2pg là cạnh nhỏ nhất, thế thì : 

(2p4)? = (p? + 42) + (p2 — q2) = 2p? 
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khi 2q? = 1. Điều này không thể xảy ra được 
vÌ q là số nguyên. 


c) coi p? + q2 là cạnh nhỏ nhất. Điều này 
không thể xây ra được vì p2 + q2 > p2 — g2. 
Tớm lại, ta chỉ có một khả năng p = q + 1, 
lúc đó tam giác [2] trở thành 


[24? + 2q + 1, 2g (q + 1),2g+ 1] (3] 

Đó là tam giác gốc có cạnh nhỏ nhất là 
số lẻ. Các cạnh đó nguyên tố cùng nhau. 
Trong tam giác [3] hai cạnh lớn hơn kém 
nhau một đơn vị, vậy ta rút ra một quy tắc 
để tÌm các tam giác [3] như sau : 

3. Quy tác : Lấy một số lẻ bất kì làm cạnh 
của một tam giác vuông đem bình phương 
rồi trừ đi 1, một nửa của kết quả đó sẽ là 
một cạnh kề khác, một nửa kết quả đó cộng 
với 1 là cạnh huyền cần tÌm. 

117 — 121 = 60, 61 
182 —= 160 —> 84, 85 

4. Các tam giác đã nêu ở [1] đều cớ một 
cạnh là số chến (và chia hết cho 4). Rõ ràng 
là còn những tam giác vuông khác mà một 
cạnh là số chẳn. Ví dụ [8, 1õ, 17]. Có quy 
tác nào để tìm những tam giác đó hay 
không ? Từ [21 ta sẽ suy ra được một quy 
tác để tìm một số tam giác loại đó : 


ÖỎ [2] nếu đặt ạ = 1 chúng ta sẽ được 


tp + 1,2p, p2 — 1) t4] 


Quan hệ giữa các cạnh trong tam giác [4) 
như sau : 


(2p) = 4p? = 2 @2 + 1) + 8p? ~ 1) [B] 


Bay giờ chúng ta lại lưu ý rằng, nếu trong 
[4] p là số lẻ thì nớ lại trở về các tam giác 
đồng dạng với tam giác [3]. Thật thế, giả sử 
Pp =3 + 1, tam giác [4] trở thành 


|2(@n2+ 2n+ 1), 2/2n(n+ 1), 2(2n + D| @ 


Nhân đôi các cạnh của tam giác [3] ta sẽ 
được tam giác [4']. Như thế, để tạo các tam 
giác gốc, trong [4], p chỉ có thể là các số 
chẵn. Ta được 


[4n2 + 1, 4n, 4n2 — 1] 14'] 


Đó là tam giác gốc, có một cạnh là một 
số chia hết cho 4, các cạnh của chúng đều 
nguyên tố cùng nhau, cạnh huyền lớn hơn 
một cạnh kể hai đơn vị. Quan sát đẳng thức 
[B] chúng ta rút ra quy tắc tÌm các tam giác 
[4'”] như sau : 

ð. Quy tác : Lấy một số chia hết cho 4 
bất kì làm cạnh của một tam giác vuông. 
Một nửa bình phương của cạnh đó sẽ là tổng 
của cạnh huyển với cạnh góc vuông kia. Chia 
đôi nửa bình phương của cạnh đó, đem kết 
quả trừ đi 1 hoặc cộng thêm 1 ta sẽ lần lượt 
được cạnh kể và cạnh huyền của tam giác 
phải tìm. 


42>16—>8 —=38,5 [5, 4, 8] 
82 => 64— 32 —> 15, 17 [17, 15, 8] 
122? —> 144 = 72 — 35,37 (37, 35, 12] 
162 —»2ð6 —= 128— 63, 6ð (65, 63, 16] 


Ngoài [3] và [4''], chúng ta còn tÌm được 
những tam giác gốc khác nữa. 


DÙNG ĐƯỜNG TRÒN APÔLÔNIUT 
ĐỂ GIẢI MỘT SỐ BÀI TOÁN CỰC TRỊ 


Chúng ta đều biết rằng : cho trước hai 
điểm A, B, quỹ tích những điểm M trong 
mặt phẳng sao cho tỉ số MA : MB bằng một 
hằng số k z# 1 là một đường tròn gọi là 
đường tròn Apôlôniút. 

Cần chú ý rằng đường tròn Apôlôniút œ 
chia mặt phông thành hai miền các diểm 


154 


NGUYÊN CÔNG QUỲ 


mà tỉ số khoảng cách đến A uà B lớn hơn 
uà nhỏ hơn È, cụ thể là : uới h < 1, nếu điểm 
M' ỏ ngoài œ thì M'°A : M'B > k, nếu diểm 
M' ở trong œ thì MA : M'B < k; uới Ñ > 1 
thì ngược lại. 

Chứng minh điểu đó không có gÌ khó. 
Thật vậy, giả sử & < 1. Thế thì điểm A nằm 





trong đường tròn œ (hình 1). Nếu M” là một 
điểm ở ngoài œ thì đoạn thẳng M'A phải cắt œ 
tại một điểm M nào đớ (hÌnh 1). Trong tam 
giác MM'B ta có : 

M'B < MB + MM', do đó M'A : M'B > 
MA : (MB + MM') = (MA + MM') : (MB + 
MM). Vì MA : MB = k < I nên (MA + 
MM) : (MB + MM)') > MA : MB và do đó 
MA : MB > MA: MB, 

Các trường hợp khác (M' ở trong œ cũng 
như & > 1) cũng được chứng minh tương tự. 

Tính chất đó giúp ta giải các bài toán cực 
trị sau đây : 

Bài toán 1. Cho điểm M chạy trên một 
đường thằng m uà hai diểm A, B cố dịnh ở 
ngoài m. Tìm những uị trí của điểm M ở đó 
# số MA : MB đạt các giá trị nhỏ nhốt uà 


lớn nhất. 
A2 
2 


Hình 1 

Lời giải. 

a) Trước hết xét trường hợp m không 
vuông góc với đường thẳng AB, ta hãy vẽ 
đường tròn (Ở) qua A, B và có tâm O trên 
đường thẳng m (O là giao điểm của m với 
trung trực đoạn AB) ; Ta sẽ chứng minh 
rằng các giao điểm M,, M„, của đường tròn 
này với m là những điểm cần tìm (hình 2). 





Thật vậy, gọi ï là giao điểm của tiếp 
tuyến tại 1, của đường tròn (O) với đường 
thẳng AB. Nếu vẽ đường tròn œ tâm 7 bán 
kính ïM; cát đường thẳng AB ở P, Q thì ta 


có IM? = TA.JB hay IP? = TA .IB. Hệ thức 


này chứng tỏ rằng bốn điểm A, B, P, Q thành 
một hàng điểm điều hòa và do đó œ là đường 
tròn Apôlôniút của cặp điểm A, B ứng với 
tÌ số M:A : M,B. Vì 1M, và M„, ở hai phía 
khác nhau đối với đường trung trực đoạn AB 
nên trong hai tỈ số M,A : M,B uà M.A : M 
có một cái nhỏ hơn 1, một cái lớn hơn 1. Th 
giả sử M,A : M,B < 1,M,A : M„B> 1. Với 
giả thiết đó và để ý rằng m là tiếp tuyến của 
œ, ta thấy mọi điểm M z Mì trên đường 
thẳng m đều ở ngoài œ nên theo tính chất 
trên ta có : MA : MB > M,A : MB, tức là tỉ 
số MA : MB đạt giá trị nhỏ nhất tại điểm MỊ. 
Nếu để ý rằng nếu M„B : M.A < 1 thì 
tương tự trên ta thấy với mọi điểm M z M¿ 
trên đường thẳng m ta đều có : MB : MA > 
na: hay MA : MB < :M.B, tức là 
tỉ số : đạt giá trị lớn nhất tại điểm Mụ, 
b) Bây giờ xét trường hợp đường thẳng 
m vuông góc với AB. Nếu m là trung trực 
của đoạn ÁĐ thì tỈ số MA : MB luôn luôn 
bằng 1. Ngược lại, nếu m cắt đường thẳng 
AB tại điểm H và HA < HB thì với mọi 
điểm M thuộc m ta có MA : MB = 


= {(HA? + HMĐ:(HEP + HMĐ, 


Để ý ràng HA : HB < 1 ta thấy biểu thức 
trong dấu căn càng nhỏ nếu AM càng nhỏ 
và đạt giá trị nhỏ nhất khi M = 0, Như 
vậy nghĩa là tỈ số MA : AB đạt giá trị nhỏ 
nhất tại Hí và không có điểm nào ứng với 
giá trị lớn nhất, 

Còn nếu HA > HB thì W ứng với giá trị 
lớn nhất của tỈ số MA : MB và không có 
điểm nào ứng với giá trị nhỏ nhất. 

Từ bài toán trên ta suy ra những hệ quả sau : 

Hệ quả. 1. Nếu cố định đường thẳng m 
và cho cặp điểm A, B thay đổi tùy ý trên 
một đường tròn có tâm thuộc đường thẳng 
m thì cặp điểm tại đơ tÌỈ số MA : MB đạt các 
giá trị nhỏ nhất và lớn nhất vẫn cố định 
(nhưng có thể hai điểm ứng với các giá trị 
nhỏ nhất và lớn nhất hoán vị lẫn nhau). 

2. Nếu cố định cặp điểm A, Ö và cho đường 
thẳng m quay xung quanh một điểm thuộc 
đường trung trực của đoạn AB thì quỹ tích 
những điểm tại đó tỉ số MA : MB đạt các giá 
trị nhỏ nhất và lớn nhất là đường tròn tâm O 
đi qua A, Ö và đường trung trực đoạn AB. 


185 





Chú ý. 1. Ta hãy nghiên cứu thêm trường 
hợp đường thẳng m cắt đường thẳng AB tại 
một điểm # nằm /rong đoạn AB và giả sử 
EA < EB. Sau khi đã dựng đường tròn (OÓ) 
và có các điểm M p Äf; như trên, ta hãy vẽ 
qua Á đường thẳng AC đối xứng của AB qua 
AM/, cắt m ở C. Như vậy AM, là phân giác 
trong của góc BÁC (hình 3) và do AM, LAẠM, 
nên AM, là phân giác ngoài của góc BAC, 
chùm AZ, AC, AM:, AM, là chùm điều hòa 
và do đó chùm BA, BC, BM,, BM, cũng là 
chùm điều hòa. Vì BM, L BM, nên suy ra 
BM, và BM, là các phân giác trong và ngoài 
của góc ABC. Như vậy thì Ä; là giao điểm 
của đường phân giác trong của các góc ABC 
và BÁC. Từ đó thấy rằng z là phân giác 
trong của góc ACB. Như vậy tức là Mì và 
M, là tâm các 
đường tròn nội 
tiếp và bàng tiếp 
của tam giác ABC. 
Để ý rằng các 
điểm đó, như đã 
chứng minh trên, 
là những điểm tại 
đó tỈ số MA : MB 
đạt các giá trị nhỏ 
nhất và lớn nhất, 
ta đi đến kết luận 
sau đây : Hình 3 


Cho tam giác ABC (CA < CH). Nếu điểm 
M chạy trên đường phân giác trong của góc 
ACB thì tỷ số MA : MB đạt giá trị nhỏ nhất 
tại tâm đường tròn nội tiếp 0ù giá trị lớn 
nhất tại tâm đường tròn bùng tiếp. 

2. Trong trường hợp đường thẳng m cắt 
ngoài đoạn AB, ta cũng lập luận tương tự 
trên, chỉ khác là hoán vị các từ "phân giác 
trong", "phân giác ngoài" một cách thích hợp 
và đổi từ "nội tiếp" thành "bàng tiếp". Ta sẽ 
đi đến kết luận : 

Nếu diểm M chạy trên phân giác ngoài 
của góc ACH của tam giác ABC thì tỉ số 








Hình 4 
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MA : MB sẽ đạt các giá trị nhỏ nhốt uà lớn 
nhất tại tâm các đường tròn bùng tiếp trên 
phân giác đó. 

Như vậy ta lại thấy thêm một /ính chốt 
độc trưng của các tửm các đường tròn nội 
tiếp uù bùng tiếp của một tam giác ABC : 
đó là những điểm mà tại dó tỉ số MA : MB 
đạt các giá trị nhỏ nhốt uờ lớn nhốt bhi 
điểm M chạy trên phân giác trong hoặc 
ngoời của góc ACB. 

Bài toán 1 gợi ý cho ta bài toán sau đây. 

Bài toán 2. Cho điểm M chọy trên một 
đường tròn m uờ hai điểm cố dịnh A, B không 
nồm trên đường tròn đó. Hãy xác dịnh những 
uị trí của điểm M tại đó tỉ số MA : MB đạt 
các giá trị nhỏ nhất uà lớn nhất, 








Hình 5 


Lời giải. a) Trước hết xét trường hợp tâm 
của đường tròn m không thuộc đường thẳng 
AB. Tn hãy vẽ đường tròn (Ó) qua 4, B và 
trực giao với m (đường tròn (O) qua điểm A' 
liên hợp của A đối với m), cắt đường tròn ? 
ở M, và M, (Hình 5). Ta chứng mỉnh rằng 
đó chính là các điểm cẩn tìm. 

Thật vậy, gọi 7 là giao điểm của đường thẳng 
4B với tiếp tuyến tại M; của đường tròn (0). 
Nếu vẽ đường tròn œ tâm ï bán kính /M; cát 
đường thẳng AB ở P, @ thì ta có 1M? = TA .TB. 
Hệ thức này chứng tỏ rằng các điểm A, B, P, 
€ lập thành một hàng điểm điều hòa và do 
đó (O) là đường tròn Apôlôniút của cặp điểm 
A, B ứng với tỷ số M,A : M,B. Vì hai đường 
tròn œ và m đều trực giao với (Ơ) tại M, nên 
chúng tiếp xúc nhau tại M, ¡: Như vậy thì đường 
tròn m nằm vế một phía của đường tròn œ 
(trên hình vẽ m nằm ngoài œ nên với mọi 
điểm ÄXf z 3, trên đường tròn œ ta đều có 
hoặc MA : MB > MỊA : MỊB hoặc MA : MB 





< MỊA : M,B. Như vậy tức là tÍ số MA : MB 
đạt giá trị nhỏ nhất hoặc lớn nhất tại M và 
cũng tương tự như vậy đối với điểm Mỹ. 


Nếu giả sử M,A : M,B < MA : M„B thì 
M, ứng với giá trị nhỏ nhất, M, ứng với giá 
trị lớn nhất. 

b) Trong trường hợp đường tròn zn có tâm 
trên đường thẳng AB, nếu đường tròn zw 
chia điều hòa đoạn ÁB thì nó là một đường 
tròn Apôlôniút nên tỈ số MA :; AB không đổi. 
Còn nếu không chia đều hòa đoạn AB thì 
dễ dàng thấy rằng các giao điểm của nớ với 
đường thẳng AB là các điểm phải tìm. 


Chú ý : Bài toán l có thể coi là một 
trường hợp giới hạn của bài toán 2 khi đường 
tròn m có bán kính vô cùng lớn. 

Những vấn đề trên đây có thể mở rộng 
vào hình học không gian. Sau đây chỉ xin 
nêu lên một cách vắn tắt các kết quả và 
những bài toán có hướng dẫn và giải đáp. 


Trước hết cần biết rằng quỹ tích những 
điểm M trong không gian mà tỈ số khoảng 
cách đến hai điểm cố định A, Ø bằng một 
hằng số # # 1 là một mặt cầu có tâm trên 
đường thẳng AĐ, gọi là mặt cầu Apôlôntút. 
Mặt cầu này cũng chia không gian thành 
hai miền những diểm mà tỉ số khoảng cách 
đến A, B nhỏ hơn 0è lớn hơn k. 

Từ đó đi đến những bài toán tương tự như 
ở phần trên. 

Bài toán 3. (Tương tự như bài toán ] 
nhưng thay đường thẳng zøz bằng một mặt 
phẳng m). 


Huớng dẫn : Nếu tÌ số MA : MB đạt một 
cực trị nào đố tại điểm M; thì điểm đó phải 
là tiếp điểm của mặt phẳng m với một mặt 
cầu Apôlôniút của cặp điểm A, B. Vì tiếpdiện 
vuông góc với bán kính qua tiếp điểm nên suy 
ra M, nằm trong mặt phẳng P qua A, Ö và 
vuông góc với m. Do đó có thể đưa bài toán 
đã cho về bài toán 1 xét trên mặt phẳng P. 

Bài toán 4. Tương tự bài toán 2 nhưng 
thay đường tròn m bởi một mặt cầu. 

Hướng dẫn : Cũng phân tích như ở bài 
toán 3, ta sẽ đưa bài toán đã cho về bài toán 
2 xét trên mặt phẳng qua A, B8 và tâm của 
mặt cầu đã cho. 

Bài toán ð. (Như bài toán l nhưng xét 
trong không gian). 

Đáp : a) Trường hợp m không vuông góc 
với AB, các giao điểm của đường thẳng m 
với mặt cầu qua A, B và có tâm trên chính 
là các điểm phải tìm. 

b) Trường hợp  L AB, nếu mm thuộc mặt 
phẳng trung trực đoạn AB thì MA : MB 
bằng hằng số. Ngược lại một cực trị sẽ đạt 
được tại chân của đường vuông góc chung 
của m và AB. Cực trị thứ hai không có. 

Bài toán 6. (Như bài toán 2 nhưng xét 
trong không gian). 

Đáp : Các điểm phải tÌm nằm trên mặt cầu 
qua A, B và trực giao với đường tròn m (mặt 
cầu này có tâm trên mặt phẳng của đường 
tròn zz và đi qua điểm liên hợp của A đối với 
mặt cầu nhận m làm đường tròn lớn). 


MỘT PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH RA THỪA SỐ 


Trong quá trình giải toán có những lúc 
ta phải phân tích một đa thức nào đó ra thừa 
số. Chẳng hạn khi giải các phương trình đại 
số bậc 3, 4 hay 5, vấn đề biến đổi thành một 
tích là điều quan trọng. Hẳn bạn còn nhớ 
hàm số bậc 2 viết dưới dạng một tích : 


f9 = ax2 + bx +c = a(x - #i)Œ - #¿). 


BÙI QUANG TRƯỜNG 


Trong đó a z 0, x, và z, là hai nghiệm 
thực của ƒ#+) = 0. Bạn có suy nghĩ gì về các 
thừa số (+ ~ #ị), ( — x;) ? Phải chăng khi nó 
bằng 0 thì f+) = 0 ! Ta có thể mở rộng tính 
chất này cho hàm nhiều biến không ? Đó là 
vấn đề sau đây sẽ được trình bày. 

Nếu gứx, y, z, í...) là hàm đa thức bậc thấp hơn 
hàm đa thức f+, y, 2, (...) ; fx, y, z, t..) = 
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khí @í, y, z, ¿..) = 0 thì chắc chắn 


fa, y,z,..) Ì @ (%, v, #, t..). 
Thật vậy, ta có thể viết : 
ƒ=w.g†tr 


trong đó ø là hàm của các biến +, y, z, ¿... 
và r là số đư của phép chia ƒ cho ø. 


Bài toán 1. Rút gọn phân thức 


Đo khi @ = 0 thì ƒ = 0 nên z = 0, tức là 
ƒ = s8. 

Đây là cơ sở lí luận của lời giải các bài 
toán sau. Mời các bạn hãy bắt tay vào thử 
một công cụ mới trong việc phân tích ra 
thừa số. 


_ #(6 +cT— a)ˆ + b(c + a — b)” + c(@ + b — c} + (g + b — e)(b + e — ø)(@ + a — b) 


#Ÿ(b + c— a) + b2(e + ø — b) + cẴ(a + b — ở) — (a + b — e)(b + e — a)(e + œ — b) 


Việc rút gọn cho ta phân tích ra thừa số. 
Có bạn đã khai triển các hằng đẳng thức, 
nhân rổi tÌỉm các thừa số chung. Đớ là một 
công việc hết sức gian khổ. 

Trong phân thức M chúng ta hãy đặt tử 
là A và mẫu là B. Để ý rằng khi cho a = 0 
thì A = 0. Thực vậy, lúc ấy 


A = 0+b(c~b)2+e(b—e)2+(b—e)(b+e)(e—b)= 
= (b — c)2@® + e) — (b — e)2{b + c) =0 
VÌ vai trò của ø, b, e là như nhau trong 


A nên dễ dàng suy ra A = 0 khi b = 0 hoặc 
c =0. Tổm lại, ta có thể viết 


A = aabc . 
Hãy để ý rằng tử A không có số hạng bậc 
cao hơn 3, vì vậy œ không thể chứa ø, hoặc 
b, hoặc c. Rõ ràng œ là một hằng số không 
phụ thuộc aø, ð, e. Ta tÌm œ bằng cách cho a, 
b, c những giá trị cụ thể, chẳng hạn để tiện 
ta hãy cho ø = ö = c = 1. Có ngay a = 4. 
Hoàn toàn tương tự, ta xét mẫu Ö và có 


8 = ổabc lại tìm được 8 = 2. Vậy phân thức 
đã cho 


M=E= pc “2 (với a, b, e z 0) 


Bài toán 2. Với a, b6, e khác 0 và đôi một khác nhau, chứng minh rằng 


b—c ca q-b 




















bò e€ 





8 
Ti a + b lhới DEETMMLT-T- bức E } Đai 
Khi a+b+e =0 T\ =v¡( — b)( — ©)(e — a) 
Dạt P.= “TÊ+ 2 Sv 4 2 Cho ø = 1,b = 2,e = -8, tìm được y, = ~l. 
: Xét P„ : Cho a = 0, khi ấy từ ø +b +c = 0 
- ðe(b - c) † ca(c ~ a)+ab(a ~ b) có b = -e, tử của P; là T„ = 0. Với b = 0, 
aộc e = 0 cũng có 7, = 0 vậy 
a b € T., + y„abc = — Qabc. 
Tá & 2...2 
Ti on n7 


a(a—b)(e—a)*+b(b—c)(œ—b)+c(e—a)(b~c) 
(œ~b)(b—e)(e — ) 
Xét P, : Khi a- b = 0,b-c = 0 và 
c— ø = Ô thì tử 7, của P, đều bằng 0 ta có : 


~(@- ð)@- e)(— a) 
Vậy P= Pụự;= TH” ương: 
— Đabc 


x @œ=ĐB=9€=® =9 (đpcm) 


Bài toán 3. Với ø, b, c đôi một khác nhau, chứng mỉnh rằng 


T (a + b)(œ +c) _ ;(b + c)(b + œ) 
(œ — b)(œ — c) (b —e)}— a) 
Bài này có thể cho dưới dạng khác, thay 
ø, b, c bằng +, y, z và bắt tìm giá trị nhỏ 
nhất của ƒ (+, y, Z). 


Lấy mẫu chung là 
B = f(a~ b)(b ~ cÍ(c - da), tử A của S sẽ là 
A = đ?(a + ð)(œ + e)(b — e) + 
+ ð?(b + e)(b + a)(e — a) + 
+ e?( + a)(e + b)(ø — b) 
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„ (c + a)(€ +0) 
(e— )(e —b) 


> 0 


Th thử cho ø ~ ö = 0, tức ø = b. Lúc ấy 
A = 2a3(a3 — c3) + 2g3(e3 — a3) + 0 = 
= 2a3a3 — c3) — 2a3(œ3 — c3) = 0 
VÌ trong A vai trò œ, ð, e như nhau nên 
SUY TA. 
A = (a- b⁄(b - c)(c — œ) ƒ(aœ, b, c). 
A là hàm bậc 5 đối với ø, ö, c vÌ vậy ta 


dự đoán xem Á còn các ước nào nữa. Chấc 
chắn trong ước này quan hệ giữa ơ, b, c là 





bình đẳng. Tn nghỉ trước hết tới ø + b + e. 
Cho a +ö +c = 0, khi đớ 

A =efbc(b— e)+ ð2ea(e~ ø)+ c2gb(a— b) = 

= g0?91e — q2bc2 + ab2e2 — a2b2c + 

+ a2bc2 — ab2e2 = 0, 

Vậy A = À(œ - b)(b - c)(e( - g)(œ + b + œ) 

Biết A là hàm bậc 5 của ø, ö, e chắc chắn 
4 phải là hàm bậc nhất của ø, ð, c (Bài toán 
bắt ta chứng minh S z 0 vậy cớ thể S là 
lũy thừa bậc chẵn). Trong Â vai trò ø, b, c 
phải như nhau. Những suy nghỉ đó giúp ta 
khẳng định rằng Â = kíœ + b + c) và 

A = (ø- b)® - c)(e — ø)(a + b + eJ°k. 

Hiển nhiên *š là hằng số. Dễ dàng tìm 
được & = 1. Vậy 


s=S= (œ+b + e)2 z 0. Đớ là điều phải 
chứng minh. 


Trên đây là một vài ví dụ đưa hàm về 
dạng một tích bằng phương pháp tìm những 
giá trị khiến hàm triệt tiêu. Để kết thúc, mời 
bạn hãy rút gọn phân thức. 

(œ + b)(œ + c) 


9=#G=lg=e) 
( + e)(b + a) (c + q)(e + b) 
9= 0=ø c&=6 6=” 


Nếu kết quả gây cho bạn nhiều thú vị, 
bạn hãy thử xét phân thức 


(a + b)(a + c) 





dc l (œ — b)(q — e) 
Xã (b + e)(b — a) (e + a)( + b) 
(b — ©)@ — a) (€ — a)( — ð) 


Với n tự nhiên. 


MỘT VÀI TÍNH CHẤT ĐÁNG CHÚ Ý 
CỦA TỨ GIÁC PHẲNG 


Việc phát hiện và tổng kết một cách có 
hệ thống những tính chất đáng chú ý của tứ 
giác trong mặt phẳng giúp ta thấy được mối 
tương quan gữa những tứ giác, đặc biệt là 
các tứ giác nội tiếp và ngoại tiếp, từ đó giúp 
ta giải quyết được một số những bài toán 
hình học có liên quan. Chúng ta sẽ xuất phát 
từ những tứ giác bất kì, sau đó tìm ra những 
điều kiện để tứ giác đã cho nội tiếp được 
hoặc ngoại tiếp được. 





Hình 1 


Xét một tứ giác lồi ABCD (hình L) có các 
cạnh AB = a, BC = b, CD = c, AD = đ, có 


NGUYÊN CÔNG QUỲ 


diện tích S. Ta có 2S = œbsinB + cdsinD, 
từ đó 


1682 = 4a262sin2B + 4c222sin2D + 
+ 8abcdsinBsinD Œ) 
Mặt khác AC? = a2 + ð2 — 9qbcosB = 
= c2+ đ?— 2cdcosD. 
Từ đó suy ra 
a2 + b2 — c2— d2 = 9abcoaB — 9edcosD. 
Bình phương hai vế ta thu được 
(a2 + b2 — c2 — d2? = 
= 4a?b2oos#2B + Ac2d2cos2D — 8abcdcosBcosD 
Cộng vế với vế các hệ thức (1) và (2) ta được 
16S2 + (a2 + ¿2 — ¿2 ~ d2y2 = 
= A(a?2 + c2d2)2 — 8abcdcos(B + D) = 
;B+D 





=Á(a2b2+ c2đ2)— 8abcd ( 1— 2ãin ) = 
B+D 
2 





= 4(a?b2+ c2d2— 2abed)+ 16abcdsin2 
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= Á(ab — cđ)2 + 16œbcdsin2P. 
zB+D. _ 

LIÊN Sn 

= A(a6 — cd)? — (q2 + 2 — c2 — d2)2 

Đây là một công thức đúng cho mọi tứ 
giác (lổi) bất kì. 

Bây giờ ta hãy khai thác công thức (1) để 
ra những tÍnh chất của tứ giác ngoại tiếp 
cũng như tứ giác nội tiếp. 

Trước hết đối với tứ giác ngoại tiếp ta có 
a-~b =d-c. Bình phương bai vế ta được 





hay 16( ®2 — abedsin 


a2 ~ 9gb + b2 = d2 — Đcđ + c2 


hay gẺ + b2 — e2 — d2 = 3(qb ~ cđ). 


Bình phương 2 vế rồi chuyển vế ta thu được 

4(ab — cđ)2 — (a2 + b2 — œ?— d2)2 =0. 

Như vậy trong công thức (1) vế phải bằng 0 
nên vế trái cũng bằng 0. Do đó ta suy ra : 
Trong tú giác ngoại tiếp ta có 


+ 
s= Shin _ 





qđĐ 


Cần chú ý rằng công thức (II) không phản 
ảnh một tính chất dặc trưng của tứ giác 
ngoại tiếp. Nói cách khác, trong tứ giác 
ngoại tiếp diện tích được tính theo công thức 
(II nhưng ngược lại một tứ giác cớ điện tích 
được tính theo công thức (ID chưa chắc đã 
ngoại tiếp được. Thật vậy, ta hãy xét một tứ 
giác ngoại tiếp ABCD nhận dường chéo AC 
của nó làm trục đối xứng (hình 2). Dễ dàng 
tạo được một tứ giác như vậy. Diện tích của 
nó được tính theo công thức (ID. Nếu lấy 
điểm B' là đối xứng của 8 qua trung trực 
đoạn ÁC thì ta có 

AB' = CB, B'C = BA, ẤBO = ÄBC, 


8 ø 


Hình 2 
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vì vậy tứ giác AB'CD có diện tích tính theo 
công thức (II). Nhưng dễ đàng chứng minh 
rằng tứ giác đó là một hình bình hành nên 
nói chung nó không ngoại tiếp được. 
Trở lại công thức (U, ta có thể viết 
16S= 4(gb— cđ)2 — (a2+ b2~— c2— d3)2+ 


+ 16œbcdin __ 





Dưới dạng này ta thấy một khi đã cho 
trước œ, b, c, đ thì diện tích 9 của tứ giác 


B+D 
sẽ lớn nhất khi sin? 














.. 1 hay 
sin TT ”= 1 vì =_= < 180 nên 
sin 5 luôn luôn dương), tức là 
B+Db 





5 = 90 hay B + D = 180°. Ta suy ra kết 


quả quen thuộc sau đây : 

Trong tất cả những tử gióc có cóc cạnh 
liên tiếp bằng œ, b, c, d thì tứ giác nội tiếp 
có diện tịch lớn nhối. 

Bây giờ ta hãy khai thác công thức Œ) 
trong trường hợp tứ giác nội tiếp. VÌ 


B+D 





sin? = Ì nên ta có 


1692 = 4(ø — củ? + 
+ 16söeđ — (a2 + b2— c2— đ22 
= 40?62+ 4c2d2+ Babcd~ (g2+ b2— c2~ đ?)2 
= (2øb + 2cd)? — (g2 + b2 — c2 — d2? 
= (2ab + 2cd + d2 + b2 — c2 — d2) x 
x (2ab + 2cd — a2 — b2 + c2 + d2) = 
= [@ + ð)2— (e — đ)?[(e + đ)? — (œ — b}?] 
=(œ+b+c-đ)(a+b—c+d)x 
x(a-b+c+đ)ì(Taz+b+c+d) 
= l16(p ~ đ)(p — e)(p — b)(p — a), trong đó 
p=(œ+b+c+3)/2, tức là ta có 
§S=V@-ø)p—ð)p—2jœ@-đ (ID 
Công thức này thường được gọi là "công 
thức Hê-rông mở rộng cho tứ giác nội tiếp" 
vÌ nó có đạng giống như công thức Hiê-rông 
đối với tam giác. Hơn nữa nếu trong tứ giác 


nội tiếp ta cbo một cạnh dần tới 0 thì ta lại 
tìm thấy công thức Hê-rông trong tam giác. 








N 


Hình 3 
Trong tam giác ta có công thức 


4 _¬J @~ð)@ - ©) 
kh NCT TÊN 


( là nửa chu vi} 


Ta thử xét xem trong tứ giác nội tiếp cớ 
một công thức nào tương tự hay không. Th 
có (hỉnh 3) 


BD?= a&„+ đ2 — 2adcosA= b2+ c2~ 9bccoaC, 


Nhưng vì A + C= 1802 nên cosC = —cos4, 
Do đó ta có 


a2 + đ2 — 2adcosA = b2 + e2 + 2bccosA 


D.-- TAN:. TẾT lHệ 

2 4 l+cosA 
cos? 

4 _ xj 0 ~s)@~ 3) 

kh he 


NỔI TIẾP CÁC BẤT ĐĂNG THÚC CỔ ĐIỂN 


Các bất đẳng thức cổ điển (của Cô-si, 
Svác, Béc~nu-li, Trê-bư-sếp,...) đã tô ra rất 
có hiệu lực trong việc giải quyết các vấn để 
toán học. Nhưng tôi vẫn thường suy nghỉ : 
ngoài các bất đẳng thức đã biết, còn có bất 
đẳng thức nào cớ hiệu lực như vậy không ? 
Sau một thời gian loay hoay tÌm tòi, tôi đã 
tỉm ra bất đẳng thức sau và các trường hợp 
tổng quát của nó. 


1. Bất dẳng thức thứ nhất 


n 2 z "n 
>> (Nm)?/S4 @ 
(=U 4; ¿=1 ¿=] 

với ø, > 0 Œ = 1,2, ... n). 


Ta hãy chứng mỉnh (1) bằng quy nạp. 
a) Với n = 2, xét hiệu 

mỸƒa( + mộg, — (mị + m„)Ÿ(œ, + 4) 
VÌ mẫu số dương, nên ta chỉ cẩn chứng 

minh tử số không âm. Thật vậy, ta cớ : 
#;(m, + a,)m7 + ai(0, + a,)m2 — 
— aa,(mị + m„)? = (gym ~ aựưn¿)ˆ >0. 
Đẳng thức xây ra khi và chỉ khi 
mi lai = mạa,; (vì a, ø 0) 

b) Giả sử bất đẳng thức (1) đúng đến ø, 


ta chứng minh nó cũng đúng với n + 1. Thật 
vậy, ta cố 


‡1-T€Tn 


NGN  HEKBSSEMVAaạaäaããaaaaaagagagqgŒŒŒ=—=..--—_—-* 


LÊ QUỐC HÁN 





" 
2 
n1 m2 (3m) m2 + 1 
Ỷ =] ‡ 

—> F5 + 

¿=1 4, đượn 
»> G; 
¿=1 
n+] n+Ị 


> (>5 m)}> 8, 


i1 
(áp dụng với 2 phần tử). 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
ma, = mịa; với ¿ # j. 

Chú ý : Khi ø, = œ, =.... = a„ thì (1) trở 
thành bất đẳng thức trung bình bình phương 
quen thuộc : 

"' n 
3 mận > (3 mịn) 
í=1 ¿=1 

Như vật, bất đẳng thức trung bình bình 
phương chỉ là trường hợp đặc biệt của (1). 


Để thấy rõ vai trò của bất đẳng thức (1), 


ta sẽ dùng nó để giải các bài toán sau : Cần 


((1) Dâu xích ma dùng để ký hiệu một tổng : 
H 


5 xi}; + .. tưn ) 


i=l 
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lưu ý rằng trong những bài toán đớ, nếu ta 
không dùng (1) thì hoặc sẽ không giải quyết 
được, hoặc lời giải sẽ phức tạp. 


Bài toán 1. Nếu cho một hình hộp chữ 
nhật có kích thước là ø, b, e ; đường chéo là 
ở ; ba góc tạo bởi đường chéo với ba cạnh 
cùng xuất phát từ một đỉnh với đường chéo 
là a, Ø, y ; thì ta có : 
cosla/a + cosfổ/b + cosfy/c > l/(a +b +) ; 

cosÂa/a2 + cost8/b2 + cosly/c2 > 1/d2 

Lời giải : Vì 
cos2z+ cos2Ø+ cos2y= a2/d2+ b2/d2+ c2/d2= 
= (a2 + b2 + c2)/d2 = đ2/đˆ = 1, nên 

cosœfa + cosfÖƒb + cosfy/c > 

> (cos° + cos28 + cos2y)2/(a + b + e) = 

= 1/(œ +b+c). Đẳng thức xảy ra khi và 
chỉ khi cos2zj/a = cos?ổ/Ð = cos2yjc ©sø = b = c 
(vì cos2z = ø2/d2 = cos2a/a = a/đ2, tương tự 


cos26/b = b/d2, cos2yjc = cíd? tức là hình hộp 
chữ nhật trở thành hình lập phương. 


Ta lại có : 
cos°aj/a2 + coslổ/b2 + cosly/c? > 
> (cos2z+ cos28+ cos2y)2/(œ?+ b2+ c?)= 1/d2 
Đẳng thức xây ra khi và chỉ khi 
cos2zja2 = cos28/b2 = cos2y/e2 


Nhưng đẳng thức này bao giờ cũng đúng 
(đều bằng 1/2), nên bất đẳng thức thực sự 
không xảy ra. 


Bài toán 2. Chứng minh rằng nếu có : 
sinfœ/ø + cosfœ/b = 1/(ø + b) với œ, b > 0, 
(bài 





thì cũng có sin2œ/a2 + coslœ/b3 = 3 
+b) 
số 2, báo Toán học và Tuổi trẻ, số 54). 
Lời giải. Vì sinẾz/œ + cosÌa/a > 
> (8in2œ + cos2œ)2/(œ + b) = L/(œ + b), 
nên từ đẳng thức đã cho suy ra 
sinÃzj/a = cos2z/b = (sina + b) = L/(@ + b). 
Do đó 
sinŠœ/q3 + cosSz/b3 = 
= d/(a + b)! + b/(œ + b)` + bj/(œ + b)' = 
= 1⁄+6}*} 
Bài toán 3. Cho vòng tròn tâm Ó, bán 
kính r tiếp xúc với ba cạnh ĐC, CA, ÁB của 
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tam giác ABC tại M, N, P. Dựng các vòng 
tròn nội tiếp các tam giác cong lõm ANP, 
BPM và CMN và gọi các tiếp điểm trên các 
cạnh ÁP, BM và CN là H, ï, K. Đặt AH =+, 
BI = y, CK = z. Chứng minh rằng 
x+ay+tz> 2. 

Lời giải. Trước khi giải bài này, để nghị 

các bạn chứng mỉnh ; 





Hình 1 
1) tgatg8 + tgổtgy + tgytgœ = 
= 4õ° - A/4 ; 8 = 4ð9 - B/4, y = 459 ~ C/4) 


1 (với a = 


„4... B_ C\¿2 
2) (snz † sin 2 + sinz) < 9⁄4 
Tu gọi r„ rạ,„ lần lượt là bán kính các 
tam giác cong nêu trong đầu bài. Kẻ Ø@ L ỚP. 
Th có 
O@ = 00,sin 00; 


_A Tạ 
=(r — rạ) =(ứ+ rạ)sinz ~ 


đc Tọa 
2 „— Á 
mg Ung) 
l1 + sinz 
2 
hay ẲW„ = Ýr tga, với œ = 459 — AjA. 
Tương tự 


Ýr, = Ýr tg8, Ýr, = Ýr tgy 


với 8 = 45ã° - B/4, y = 45° - C/4 ; 


do đó 

= r(tgatg8 + tgổtgy + tgytgœ) = r 
(áp dụng 1). 

Từ đó : 


,A ,B 
xy +yz † zx = Tạrg/sir= sinz + 


,„B..C CA 
+, cainz sinz + rự,/sinz sing > 








my b Vy, H Vryr,)": 


`". Tn.. 
Í 2 Sing † sinz sim. sinz sinz ) > 





2 
> r?⁄(3/4) = - 


SE si + SIêP chứ ko ø Ã 
vÌ sinz sinz + sinz. sinz † sim  sinz « 
„4... B., ,C.¿ 
< (snz + sing +sine) /3 < 8/4. 


(áp dụng 2). Do đó & +y +z > 3y +yz+zx) = 4r2, 
hay z + y +z > 2r. Đảng thức xảy ra khi và 
chỉ khi ABC đều (A = B = C). 


Ấp dụng bất đẳng thức (1), các bạn hãy 
giải các bài toán sau : 

Bài toán 4. Chứng minh rằng các đường 
thẳng x +y + Vø + = 0 luôn luôn tiếp xúc 
với elÍp z?/ø + y2/ø=1 (với a, b > 0). 

Bài toán õ. Chứng minh rằng phương 
trình /#Œ)/ø + g2 (x)/=[ƒ(œ) + ø)Ï?/(a + b), 
với a b > 0, tương đương với phương trình 

ffUÖla = gG)jb 


Bài toán 6. Chứng minh rằng nếu dãy 
SỐ ø, thỏa mãn điều kiện 


JhS«. 


h) Ýa, > 

=1 ¿=1 

thì bất đẳng thức Na-sơ-bít mớ rộng : 
GI/(a„ + g2) + g./(œ„ + đ)+...+ 
+a„_/(a„ + Ø)) † du/(a¡ + a2) > nJ2 

luôn luôn đúng. 


Bây giờ ta mở rộng bất đẳng thức (1) theo 
hai hướng. 


2. Bất đẳng thức thứ bai 
n1 


mỹ c k k—I 
bệ ch (2m) (3s) (2) 


=1 t= 


= 


Với a, >0,mi>0Œ= 1,2,..,nm) và * 
tự nhiên (b > 9). 

Ta chứng minh (2) bằng quy nạp, 

1) Trước hết, ta chứng minh (2) đúng với 
n = 2. Thật vậy, khi & = 2 ta đã chứng minh 
(2) đúng (xem chứng minh (1). Giả sử (2) 
với w = 2 đúng với È, tức là : 
mi|at~1 + mŠJaE~! > mị+ m„ I(@¡+ aVTL, 
nhân hai vế với (mị + m„)/(Gị + a„), ta cớ. 


(mfJat~1+ mÃJaE~ 1) ,(m. + m)/(œ† a2) > 
> ứm + mŸ}l(ø, + a# 
Mặt khác, ta có 
m†1/zk+ m2JaE* lgk— (mffaf” 1+ mkja#~—Đ) x 
x mi + m2)/(@¡ + a„) 
vì mẫu số chung đương và tử số là ; 
ớị + ,)(6Öm£*1 + atmE*D) - 


Lm — q&~L 


z k— 
đi22(02 IL— ị 


m5)(mị + m„) 
= (8m) — aựn,)(a3m{ ~ d[mÉ) = 
= (gm: — gựn,)2 x [(œ„nm)#~! + 
+ (an,)*~2(a m.,) +..+ (mzzi~1 >0 
vậy mẶT1jyk + mắt Ug£ > 
> (mị + m*W(q, + a# 
tức là bất đẳng thức cũng đúng với & + 1. 


2) Bây giờ, ta chứng mính nếu bất đẳng 
thức (2) đúng với n, thì cũng đúng với ø + 1. 
Thật vậy, ta có : 





+ k &k & 

Di 
kTL — -1 k—1 

¡=1 !ị i=1 đẻ g 


n 
> (3X m)! (X1) + my 1a 
(giả thiết quy nạp) 
n+] 


P3 


n+1 
mị )*/ ệ3 LÔNG (áp dụng với 
¿=1 ¡=1 
hai phần tử) 
Đằng thức xây ra khi và chỉ khi 
múa, = mịa, với ¿ # jJ ;¡ú 7 =1, 2,..,n. 
Chú ý : Khi ø, = ứ; =... =d„ ta có bất 
đẳng thức trung bình bậc & quen thuộc 
n LÐ k 
> dhjn > (5 an ) 
¿=1 ¿=1 


Bài toán 7. Vòng tròn (O) tiếp xúc với 
các cạnh 8C, CA, AB của tam giác ABC tại 
M,N, P. Xác định các góc của tam giác đơ 
biết rằng 

APtIPB*~] + BMMCK—L + CNJNAk—1 - p 
(p là nửa chu vi tam giác ABC). Tn có : 

APIPB*~ + BMMCE—! + CNENAk—L » 
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> (AP+ BM+ CNJ!/(PB+ MC+ NA}~1= 
> pMjpF~l= p, 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : 
AP/PB =BMIMC = CNINA 
hay cotg(A/2)cotg(H/2) = cotg(B/2)/cotg(C/2) = 
= cotg(C/2)/cotg(A/2) = 
_ ©oig(1⁄2) + coig(⁄2) + cotg(G2 ˆ 
__ oolg(f2) + cotg(2) + colg(2) ˆ 





1 





Hình 2 


Suy ra 
cotg(A/2) = cotg(B/2) = cotg(C/2) 
hay A =B=C>=z/3 


Các bạn hãy áp dụng (2) để giải bài toán 
Sau : 


Bài toán 8. Chứng minh rằng với mọi ø : 


tự nhiên, ta đều có. 
1#/n*~l+ 2⁄J@q — 11+ ..+ n`/IÊ~Í> nÝn, 
3. Bất đẳng thức thứ 3 


*k " 


SN) 


t=l] 


„ 
mi BE S ø, (8) 


với mj, a > 0 Œ =1, 2,... n), 


Để chứng minh bất đẳng thức này ta sử 
dụng bất đẳng thức (2) bằng cách viết 





> (S my rŠ 


¿=1 ¿=1 


CÝTWa,~' (theo (2) 


" 
> (3Ö m)” LnÀ~? ) đ, 
=1 “=1 


vÌ theo bất đẳng thức trung bình bậc # - I 
ta có 


> điịn > (> EWam) 1 do đó 
í £=1 


n " 
nk~—2 » a3 (5 “W1 
;=1 £=] 


Bài toán . Chứng minh rằng nếu ø và 


8 là các góc nhọn của một tam giác vuông 
thỉ ta có : 


cosỐx/œ + cos58/8 > 1l/x 

(Báo Toán học và Tuổi trẻ, bài 6/86). 

Ta có : 

cosỐœjœ + coa68/8 > 

> (cosfœ + cog28)3/23 Nœ + đ) = líx 
vÌ cog œ + cos2Ø = œog2z + sin2z = l, ø +8 = 1/2. 

Rõ ràng, vai trò của các bất đẳng thức 
(1), (2), (3) trong toán học không nhỏ. Chắc 


chắn rằng các bạn còn cớ thể áp dụng chúng 
để giải quyết nhiều vấn để khác nữa. 


VÀI ƯỚC LƯỢNG HÌNH HỌC 


Khi học môn Hình học, trong chứng minh 
và tính toán, ta thường dùng đến những kết 
quả chính xác (chẳng hạn định lý về sự đồng 
quy của ba đường cao của một tam giác, ...) 
và những công thức, tức là những hệ thức 
biểu điễn bằng đẳng thức (chẳng hạn, công 
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thức tính điện tích một tam giác qua ba cạnh 
của nó...). 


Tuy nhiên, như mọi môn Toán khác, môn 
Hình học không thể tránh được các bất đẳng 
thức, chẳng hạn : điều kiện để ba số dương 
là độ dài ba cạnh của một tam giác, hoặc 


tính chất quen biết : tổng các góc phẳng ở 
đỉnh một góc tam diện phải nhỏ hơn 3609... 
Đặc biệt trong thực tiễn, khi áp dụng các 
kết quả hình học, người ta rất cần đến các 
bất đẳng thức để ước lượng. 

Đã có rất nhiều sách viết về các ước 
lượng hình học. Và có nhiều bài toán về ước 
lượng trong Hình học sơ cấp, cho đến nay 
chưa có lời giải thỏa đáng. 

Trong bài báo này, chúng tôi để cập đến 
vài ước lượng, tuy đơn giản nhưng khá lí 
thú, liên quan đến hai đối tượng hình học 
đơn giản nhất : tam giác trong mặt phẳng 
và tứ diện trong không gian. 

1. Vài ước lượng các yếu tố của một 
tam giác 

Ta để ý rằng một tam giác đều với cạnh 
bằng 1, có ba đường cao bằng 3/2, diện tích 
bằng V3/4, và bán kính (hình tròn) nội tiếp 
bằng 1/2/3. Nhận xét này là xuất phát điểm 
của bài toán sau đây về ước lượng. 

Bài toán I. Cho một tam giác, độ dài 
mỗi cạnh của nó không uượt quá 1. Chúng 
mình rằng tam giác ấy có : 

g) Í† nhất hai dường cao uới độ dời < 8/9, 

b) Diện tích < V8, 

©) Bán kính đường tròn nội tiếp < LJ2V8. 

Giải. a) Trong một tam giác, đường cao 
có độ dài không vượt quá độ dài của trung 
tuyến xuất phát cùng đỉnh, nên để chứng 
mỉnh a), ta chứng minh kết quả mạnh hơn : 
một tam giác thôa môn điều biện của bài 
toán, phải có ¡t nhốt hai trung tuyến uới độ 
dài < Vãj2. 

Quả vậy, gọi các độ dài các cạnh của tam 
giác đã cho là ø, b, c. Luôn huôn có thể coi rằng 
0 <c <b<a<&l. 

Gọi m., m., m„ là các độ đài của các 

a b 
trung tuyến ứng với các cạnh ấy. Theo công 
thức tính trung tuyến, ta có : 


2m2 = 62 + c2— 42/2 < 


< b2+c2⁄2 < 1+.1/2 = 3/2. 
2m? = a2 + e? — b1J2 < a?2+Ðb?2 < 
< 1+1/⁄2=32. 
từ đó suy razn, < V3/2 và m, < V3/2. 


Nhận xét. Tam giác cân với độ đài ba cạnh 
bằng 1, I, 2e có một đường cao (đồng thời 
là trung tuyến) cơ độ đài j1 — c2 > V3/8, 
khi e khá nhỏ. Điều đó chứng tỏ không thể 
cải tiến hơn kết quả đã phát biểu ở a). 


bì §=a.h/2 < V4. 


c) Dể đơn giản phép chứng minh và hình 
vẽ, trước hết ta nhận xét rằng một tam giác 
được chứa trong một tam giác (lớn hơn) đồng 
dạng với nó, với tỈ số đồng dạng k > 1 ; hơn 
nữa, nếu một tam giác được chứa trong một 
tam giác khác (không cần đồng đạng), thì 
bán kính nội tiếp của tam giác thứ nhất 
không vượt quá bán kính nội tiếp của tam 
giác thứ hai, bởi vÌ hình tròn nội tiếp của 
một tam giác là hình tròn lớn nhất được 
chứa trong tam giác ấy (bạn đọc tự chứng 
mỉnh điều đớ, lưu ý không... ngụy biện !). 

Như vậy ta hãy ước lượng bán kính nội 
tiếp r của một tam giác ABC thỏa mãn điều 
kiện của bài toán. Nếu cạnh lớn nhất a = BC 
nhẻ hơn 1, thì ta sẽ xét tam giác đồng dạng 
với ABC theo tỈ số đồng đạng È = 1/œ > 1. 
Thành thử ta có thể coi rằng ø = BC = 1, 
b=AC < 1,c= AB «1, 

Khi đó (xem hình 1) tam giác ABC được 
chứa trong tam giác "cong" BCD chắn bởi 
đoạn ĐC và hai cung BD, CD của hai đường 
tròn tâm B, C và bán kính BC = 1, 








h 

Í 

Ị 

8 7 
Hình 1 

Gọi I là trung điểm đoạn ÖC, Á' là hỉnh 
chiếu vuông góc của A lên DI, r' là bán kính 
nội tiếp của tam giác A'BC. Tam giác A'BC 
được chứa trong tam giác đều BCD (có bán 
kính nội tiếp bằng 1⁄2VŠ), nên ” < L/2V8. 
Vì vậy, để chứng minh c), ta chỉ việc chứng 
tỏ rằng r < ?', 

Để ý rằng ABC là tam giác cân có cùng 
đáy BC và cùng độ dài đường cao ÀÄ'I = AH 
như tam giác ABC. Bất đẳng thức r < r' là 
hệ quả của bài toán 2 sau đây : 

Bài toán 2. Chứng mình rồng trong tất 
cổ các tam giúc có cùng đóớy a uà chiều cao 
h„ tương ứng, thì tam giác cân có : 
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— Chu ui nhỏ nhất, 
- Bán hính nội tiếp lớn nhất. 
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Hình 2 


Giải. Với các kÍ hiệu ở hình 1 và hình 2, 

ta phải chứng minh rằng : 
AB+AC < AB +AC. 

Lấy C' là điểm đối xứng của C qua đường 
thẳng đ (đi qua A' và song song với BC), thì 
các điểm B, A, €' là thẳng hàng, và AC = AC”, 
AC = AC), do đó A'B + AC = A'B +A'C' = 
= BC) < AB +AC' = AB+AC. 

Gọi p, pˆ là nửa chu vi của các tam giác 
ABC và A'BC. Các tam giác này có cùng diện 
tích S, và ta đã chứng minh rằng p' < p. Vì 

Š=pr=p*' 
nên với p' < p, ta suy rar < 7', 

Bài toán 1 được chứng minh xong. 

Suy nghĩ về bài toán 1, ta thấy mục đích 
bài toán ấy có thể diễn tả dưới dạng sơ đồ : 

„ước lượng diện tích, 
ước lượng cạnh —> ước lượng đường cao, 
` ước lượng bán kính nội tiếp, 
Ta có thể đặt những bài toán kiểu : 
,ước lượng cạnh ? 
ước lượng điện tích “+ ước lượng đường cao ? 
` ước lượng bán kính nội tiếp ? 
hoặc 
„ước lượng cạnh ? 
ước lượng đường cao “+ ước lượng diện tích ? 
ước lượng bán kính nội tiếp ? 
vân, vân,., 
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Đớ là nội dung của các bài toán sau : 

Bài toán 3. Giá thử tam giác ABC có 
diện tích S < ÝãJA. Chúng mình rồng tam 
gióc ấy có ; 

œ) Í† nhất một đường cao < 5/9 

b) Bán kính nội tiếp r < 1/2V8. 

Giải. a) Với các kí hiệu thường lệ, ta có 


SẼ =p(p —a)@ —b)@ —e) < 
=8) †+(p=ð) + @ ~©) 
3 





4 
)'~ấ 


< P{ 
Mặt khác ta cớ 
6S =ah, + bh, + ch. > 


¬ 


> (a+b+c)min(h_, hy, h.} = 
= 2phin(h,, hy, hà), 
do đó 


1 _ 
2z ạ? Tmin?(h,„, hy, h¿) 


343 

> ĐỀ Smin20,, hạ, hị), 
từ đây suy ra 
min*h_, h„, h) < (8S < V8.V3/4 = 3/4. 
vậy 

mính,, h,, h) < ý3/2. 

thành thử trong tam giác đã cho, đường cao 
nhỏ nhất có độ dài < VB/2. 

Nhận xét. Tam giác vuông cân với cạnh gúc 
vuông bằng 0,9 có diện tích bằng 0,405 < 3/4, 
nhưng có hai đường cao là hai cạnh góc 


vuông bằng 0,9 > /3/2, do đó không thể cải 
tiến hơn kết quả a). 


b) Th có : 
®?=p?2 > 348872, 
đo đó 
r? < S/3ýã < 1/34/3.V3/4 = 1/12. 
hay 
r < 118 = 1/2V8. 


Bạn đọc lưu ý rằng xuất phát từ ước 
lượng diện tích, không thể ước lượng được 
các cạnh hay chu vi của tam giác ấy (lấy 
phân ví dụ). 

Bài toán 4. Chứng mình rồng nếu cỏ ba 
đường cao của một tam giác là < ãJ2, thì 
tam giác ấy có bán kính nội tiếp < 1/2V8. 


Giải. Kết quả của bài toán là hệ quả của 
bất đẳng thức 


1 
r< 5 max th, hy, hà). đq) 


Để chứng minh (1), ta để ý rằng 
6S=ah + bh, + ch. < 
< (ø+b+c)max(h,, hụ„, %*¿) = 
= 2p max (hà, hy, LÔ 
và do Š=pr, ta suy ra bất đẳng thức (1). 


Nhận xét. Bạn đọc hãy tìm ví dụ chứng 
tỏ rằng một tam giác có thể có câ ba đường 
cao rất nhỏ, nhưng cớ diện tÍch và các cạnh 
lớn tùy ý (đây là nội dung của một bài toán 
trong một kÌ thi toán ở Liên Xô). Bất đẳng 
thức (1) còn có thể coi là hệ quả của bất 
đẳng thức sau 


r< gB, + hụ + B,) (2) 

Để chứng minh (2), ta có thể coi rằng 

e<Sb<a,khiđóh < hạ < h¿, khi đó theo 
bất đẳng thức Trê-bư-sép, ta cớ 

6S = ah, + bh, + ch. < : x 

x (ø+b+e)(h„ + hý + hụ) = 


2 
= gP(„ + hụ + hộ), 


và do S = pr, từ đó suy ra (2). 


Bên cạnh bất đẳng thức (2), bạn đọc hãy 
chứng mỉnh bất đẳng thức 


1 
r< min (h„, hạ, hạ). 
Bài toán ð. Chứng mình từng nếu một 
tam gióc có bứn kính nội tiếp r < 1/23, thì 
nó có ít nhất một đường cao h < V39. 


Giải. Kết quả nêu trong bài toán ð chỉ là 
hệ quả của bất đẳng thức 


1 
gmin (h„, hy, h) <r. (3) 


Để chứng minh bất đẳng thức này, ta để 
ý rằng trong bài toán 3, ta đã gặp bất đẳng 
thức 


8S > pmin (h„ hụ h„), 
mà § = pr, từ đó suy ra bất đẳng thức (3). 


Nhận xét, Tam giác vuông cân, với cạnh 
góc vuông bằng 


` 2+ý2 
2453 
có bán kính nội tiếp r = 1/23, có hai đường 
cao là hai cạnh góc vuông œ > 3/2, vậy 
không thể cải tiến hơn kết quả bài toán 5. 

Bạn đọc hãy suy nghĩ về những bài toán 
tương tự với các bài toán trên, nhưng với 
dấu bất đẳng thức ngược chiều. 

2. Vài ước lượng các yếu tố của một 
tứ diện 

Trong không gian, tứ điện đều với độ dài 
cạnh bằng 1, cớ bốn đường cao bằng V6/3, 
thể tích bằng ý2/12 và bán kính (hÌnh cầu) 
nội tiếp bằng ý6/12. Từ nhận xét ấy, ta hãy 
đề ra bài toán sau đây. 

Bài toán 6. Cho một tứ diện uới độ dài 
mỗi cạnh không uượt quá 1. Chúng mình 
rồng tú diện ốy có : 

0) Ít nhốt hai đường cao < 8/3, 

ð) thể tích < Ý2/12. 

©) bán kính nội tiếp < 6/12. 

Giải. a) Th gọi một trung tuyến của một 
tứ diện là đoạn thẳng nối một đỉnh với trọng 
tâm của mặt đối, Độ dài của một trung tuyến 
không nhỏ hơn độ dài của đường cao xuất 
phát từ cùng đỉnh, vì vậy để chứng minh a), 
ta chứng mỉnh kết quả mạnh hơn : 

Một tứ diện thỏa mãn diều kiện của bài 
toán, phải có it nhất hai trung tuyến uới độ 
dài < {6/3. 

Phép chứng minh chia làm hai bước. 


4 





2 
Hình 3 

Bước 1. Tính độ dài trung tuyến AG của 
tứ diện ABCD, với G là trọng tâm tam giác 
BCD (hình 8). 

Gọi 7 là trung điểm đoạn CD. Vấn để quy 
về việc tính đoạn AG trong tam giác ABI, 
với BG = 2GI. 
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Hình 4 
Theo hỉnh 4, gọi #7 là hỉnh chiếu vuông 
góc của A lên đường thẳng B/. Vì H có thể 
nằm trong hay ngoài đoạn B7, nên ta sẽ 
dùng khoảng cách đại số. Một mặt ta có : 


AH= AR? — BH? = AH2~ (BG + GI? 
= AB? - BŒ? —- GH? - 2BG..GH, 
từ đó suy ra 
AGŒ? =AH?-— (4/9)BP- 3BG.GH. (4) 
và mặt khác ta có 
AH? = A ~ HP = AP - (HG + Š1°? 
= A2 - HG? — GP — 2HG.. GI, 
từ đó suy ra 
AG? = A†? — (1/9)B7 — 2HB. GI. (8) 
Vì BG=2GI, HG = —- GH, nên từ (4) và 
(5) suy ra 
8AG2 = 2A2 + AR2 — (2/8)BI2 (6) 


Vì A7 là trung tuyến của tam giác ACD, 
Bi là trung tuyến của tam giác ACD, nên ta 
có theo công thức tính trưng tuyến của một 


tam giác 
2APˆ = AC? + AD2 ~ (1/2)CD2 Œ) 
2B = BC? + BD2 — (1/2)CD2 (8) 


vậy cuối cùng, từ (6), (?), (8), ta suy ra 

3AG? = (AB? + AC? + AD2) — 

~ (18)(8CŒ? + CD + DB?). (9) 

Đó là công thức tính trung tuyến của một 
tứ diện theo các cạnh của tứ diện ấy (suy 
rộng công thức tính trung tuyến của một 
tam giác, bạn đọc hãy tự giải thích điều đớ). 
Trong công thức này, để ý rằng 

đ(A) = AR2 + ACŒ? + AD2 
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là tổng bình phương các cạnh xuất phát từ 
đỉnh A, còn 
s(A) = BC2 + CD2 + DE2 


là tổng bình phương các cạnh của mặt đối 
đỉnh A. 


Bước 3. Cũng như trên, ta kí hiệu đ(B), 
d(C), đ(D) lần lượt là các tổng bình phương 
các cạnh xuất phát từ các đỉnh B, C, D và 
kí hiệu s(), s(C), s(Ð) lần lượt là các tổng 
bình phương các cạnh của các mặt đối các 
đỉnh B8, C, D. Chẳng hạn 

d(Đ) = BA? + BC2 + BD?.s(B) = 

= AC? + CD2 + DA? ... 

Kí hiệu 2* là tổng bình phương của 6 
cạnh của tứ điện, tức là 
2k = AB! + AC? + AD2 + BC2 + CD? + DH2 
đi nhiên ta có 

đ(A) + s(A) = đ(B) + s(B) 

= đ(C) + s(C) = đ(D) + s(D) 

và 


2h, 


đ(A) + d(B) + d(C) + d(D) = 
= s(A) + s(ÄB) + s(C) + s(D) = 4k. 
Đạt 

đ(A) = k+a, d(B) = k+ 8, 

d(C) = k +y, đ(D) = k tố, 

thì ta có 

s(A) = k ¬ ø, s(B) = kh - Ñ, 

s(C) = b -ÿy, s(D) = b - ỗ, 

và ø+8+y+ö=0. 


Nếu cần, ta đổi tên các đỉnh của tứ diện 
đã cho, nên có thể coi rằng 


đ(A) < đ(B) < d(C) < đ(D). 


tức là 
œ<8<y <ð. 
Thế thì 

4z <az+8+y+ö=(0. (0) 
và 

œ+88 <a+8+y+ö=0 
do đó 

408 <8 -a. q1) 


Gọi m„ và m„ là độ dài các trưng tuyến 
của tứ điện, xuất phát từ các đỉnh A và Ø. 
Theo (9) và (10), ta có 


8m2 = đ(A) — (1/3)s(A) = 
=(+a)— (1/3)(k — œ) = 





= (2/8)k + (4/3)œ < (2/8)k < 2. a2) 
bởi vÌ theo giả thiết, độ dài của mối cạnh 
của tứ diện là < 1, vậy 2£ < 6. Từ (12) ta 
Suy Ta 

mụ < \ö/3 
Tạ lại có, theo (9) và (11) 
8m2= đ(B)— (1/8)s(B)=(&+ Ö)— (1/3)(& — 8) 
= (2/3)k + (4/88 < (2/8)k + (U38) - œ) 
= (1/3)œ& + 8) + (1/8)(k ~ a) 
= (1/8)đ(B) + (1/38)s(A) < 2. 
bởi vì do giả thiết của bài toán, ta có đ(B) < 3 
và s(A) < 3. Thành thử ta có 
mụ < Jöi3. 

Tơm lại, ta đã chứng minh được rằng nếu 
mỗi cạnh của tứ diện là < 1, thì tứ diện ấy 
phải cớ Ít nhất hai trung tuyến (và đo đó có 
hai đường cao) với độ dài < V8/3. 

Bạn đọc hãy kiểm nghiệm rằng tứ diện 
có 5 cạnh bàng 1, cạnh thứ sáu bằng ø, với 
œ > 0 khá nhỏ, có hai đường cao > V6/3 ; 
vậy không thể cải tiến hơn kết quả đã nêu 
ở phần a) của bài toán. 

b) Theo bài toán 1, mỗi mặt của tứ diện 
có diện tích < Ý3/⁄4, do đó nếu lấy mặt ứng 
với một đường cao < V6/3, thỉ ta ước lượng 
được thể tích của tứ diện đã cho 
1 V3 dễ v2 
34 8 12 

œ) Gọi 8 là diện tích toàn phần của tứ 
điện đã cho, thế thì 

3V = rs, 
với r là bán kính (hình cầu) nội tiếp của tứ 
diện ấy. Trong bài toán 9 dưới đây, ta sẽ 
chứng minh rằng với một tứ diện tùy ý, với 
thể tích V và diện tích toàn phần §, ta có 
bất đẳng thức 


216{8Y2 < &3 q8) 


(mở rộng bất đẳng thức 33 S < pˆ liên hệ 
điện tích S và nửa chu vi p của một tam giác, 
bạn đọc hãy tự giải thích điều đố). Theo b), 
ta có V < 2/12, vì vậy 


216(3V? < S3= 27V3/, 


V< 


do đó 
r! < V/8jã < L/18ý6 = (1/3ý6}3 
hay 
r < Võ/12. 





Để đi đến bất đàng thức (13), trước hết 
ta hãy giải quyết : 

Bài toán 7. Trong tất cả cức tứ điện có 
cùng thể tích V uờ có cùng đáy ABC cho 
trước, hãy xúc định tứ diện có diện tích toờn 
phần nhỏ nhất. 

Giải. Gọi Ó là đỉnh thứ tư của tứ diện, 
Hí là chân đường cao hạ từ Ở xuống đáy 
ABC, (hình ð). VÌ Ởƒ có thể nằm trong hay 
ngoài tam giác AĐC, nên hãy xác định các 
khoảng cách "đại số" từ Hí đến các đường 
thẳng BC, CA, AB như sau : 


? 


4 





ệ 
Hình 5 
|x| = HA, ly| = HB', |z} = HC'. 
với A, B), C' là các hình chiếu vuông góc của 
lên BC, CA, AB. Đối với dấu của x, ta coi rằng 
+z > 0 nếu ïƒ và A ở cùng về một phía đối 
với đường thẳng ĐC, 


0 nếu nằm trên đường thẳng BC, 


xz < 0nếu HH và A ở về hai phía đối với 
đường thẳng BC. 


Dấu của y và của z được xác định theo 
cách tương tự. 


Với quy ước ấy, và với 
œ = BC, bò = CA, c = AB, 


có thể thấy rằng trong mọi trường hợp, ta 
luôn luôn có 


0x + by + cz = 2s 
với øs là diện tích tam giác ABC. 


Theo giả thiết của bài toán, h = OH là 
không đổi ; hơn nữa 


2dt(OBC) = BC.OA' = 


= ajh?+z? = Ýaz?h? + a2? 


(4) 
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2dt(OCB) = CA.OB” = 


~ b{hZ+yÃ = {BSh7+ B52, 
2dt(OAB) = AB.OC)' = 


= c{»? +z7= {cỀh? + c227. 


Như vậy ta phải xác định +, y, z, thỏa 
mãn điều kiện (14), sao cho biểu thức 


T = Va?h?+a3x?+b2h?+b2y? + {cẦn?+c2z2 


đạt giá trị nhỏ nhất. 
Trong mặt phẳng tọa độ Ouo, xem các điểm 


P (ah, œx) 
Q fah + bh, ax + by), 
} (ah + bh + ch, ax + by + c2), 


do (14), ta thấy rằng # là một điểm cố định 
(không phụ thuộc +, y, z). và 


T = OP+PQ + QR > OR 


(bạn đọc tự vẽ hình), dấu đẳng thức chỉ xảy 
ra khi P, Q nằm trên đường thẳng OR, tức 
là khi 


axíah = by/bh = czịch, 


tức là khi x = y = z ; khi đó T đạt giá trị 
nhỏ nhất 


Tin Ý (a+ö+ c)2h?+ (ax+ by+ cz)2 
= 294p”? + s° 


với p là nửa chu vỉ tam giác ABC. 


Nhưng với x = y = z, ta thấy rằng H cách 
đều các cạnh của tam giác ABC, vậy H là 
tâm nội tiếp của tam giác ấy. 

Tứm lại ta kết luận : 

Trong tất cả các tứ diện OABC có cùng 
thể tích V, và có cùng đáy ABC cho trước, 
tứ diện có điện tích toàn phần nhỏ nhất là 
tứ diện có chân Öƒ của đường cao ÓH trùng 
với tâm nội tiếp của tam giác ABC. Diện tích 
toàn phần nhỏ nhất ấy bằng 


S,=s+ {p”h2 + s1, 
trong đó s, p là diện tích và nửa chu vi tam 
giác ABC, và 
h = OH = 9V. 
Từ bài toán 7, ta chuyển sang : 


Bài toán 8. Trong các tú diện có cùng 
thể tích V, uờ có cùng diện tích đáy s cho 
trước, hãy xác định tứ diện có diện tích toàn 
phần nhỏ nhất. 

Giải. Bài toán 8 chỉ khác bài toán 7 ở 
chỗ : không đòi hỏi đáy ABC là cố định, mà 
chỉ đòi hỏi diện tích se của đáy ấy là cố định. 

Với các ký hiệu ở bài toán 7, ta có, như 
đã biết 


S>aV3s, 


Dấu đẳng thức xây ra khi và chỉ khi đáy 
ABC là một tam giác đều, và tứ điện là một. 
hình chớp tam giác đều. 


VỀ MỘT BÀI TOÁN CỰC TRỊ HÌNH HỌC 


Chúng ta hãy xét bài toán sau : Cho một 
hình lập phương cạnh ø, và một mặt phẳng 
tùy ý trong không gian. Hãy chiếu vuông góc 
hình lập phương lên mặt phẳng P, ta nhận 
được hình chiếu của hình lập phương trên P. 
Tìm vị trí của mặt phẳng P, sao cho diện 
tích hình chiếu là lớn nhất. 

Lời giải : Bài toán này chia thành 3 bài 
toán. nhỏ, dược xây dựng từ những hiểu biết 
mà chúng ta thu được lần lượt trong quá 
trình tìm hiểu hình học không gian lóp 12. 

Bài toán 1. Khi chiếu vuông góc một đa 
giác phẳng xuống một mặt phẳng tùy ý, thì 
ta có công thức sau : 
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NGUYỄN HẢI THANH 


Scpjg, = Scosz 


trong đó S là diện tích của đa giác đã cho. 
5.„;z„ là diện tích hÌnh chiếu của đa giác, œ 


€ 
là góc phẳng của nhị diện tạo nên bởi mặt 
phẳng đa giác và mặt phẳng chiếu. 











Chứng minh bài toán này không có gì khó 
khăn. Không làm mất tính tổng quát, chúng 
ta hãy xét trường hợp khi đa giác ban đầu 
là AABC, và mặt phẳng chiếu P nằm ở vị trí 
tương đối như hình vẽ trên, Hạ AH vuông 
góc với P, và AK vuông góc với BC. Theo 
định H ba đường vuông góc ta có ngay KH 
cũng vuông góc với BC. Lúc này góc AKH 
chính là góc phẳng œ của nhị diện tạo bởi 
mặt phẳng AABC và P. 


1 
Š2xpc = gAK.. BƠ 


1 
Saypc = gHK ..BC 


vì KH=AKcosz, nên §$ 
Tức là Scgg„ = Scosz 


AHBC= SAxnc- Cosd. 


Bài toán 2. Cho tứ diện vuông ABCD, 
vuông tại Á (tức là các góc phẳng của tam 
diện đỉnh A đều là các góc vuông). Gọi œ, đ, y 
lần lượt là các góc phẳng của các nhị diện 
tạo nên bởi mặt phẳng ABCD với các mặt bên 
còn lại của tứ diện. Hãy chứng minh rằng : 


cos2z + cos2đ + cos2y = 1 








Tứ diện ABCD là tứ diện trực tâm, tức 
là tứ điện cớ các cặp cạnh đối vuông góc 
(chẳng hạn AD L BC vì AD vuông góc với 
mặt phẳng ABC). Cơ thể chứng minh tính 
chất sau của tứ điện trực tâm : đường cao 
của tứ điện xuất phát từ 1 đỉnh bất kì đi qua 
trực tâm của tam giác mặt đối điện, Thật 
vậy hạ ÁH vuông góc với mặt phẳng BCD, 
ta hãy chứng minh chẳng hạn DH L BC. Vì 
BC +1 AD, BC 1 AH nên BC vuông góc với 
mặt phẳng ẢADH, vậy DH +L BC. Tượng tự ta 
có CH L BD. Vậy H là trực tâm của ABCD. 

Kéo dài DH, cát BC tại K. Vì DK L ĐC, 
nên theo định lí 3 đường vuông góc AK L BC. 
Vậy gốc œ = DKA là góc phẳng của nhị diện 
cạnh BC tạo nên bởi 2 mặt phẳng BCD 


-———— 
và ABC. Ta thấy ngay œ = DANH, Vậy 


coz = AHJAD. Do đó cosz = AH2/AD2, 
Bằng cách làm tương tự, ta sẽ nhận được 


AH AH AH2 
cos2z + cos2 + cos2y tư + Tô + ¬œ 
lại dùng một phép chiếu song song thứ hai 
để từ P' trở về P, Như vậy, ba điểm A, B, 
C thẳng hàng trong P biến thành ba điểm 
A, B2 C' cũng thẳng hàng trong P° và A', 
B, C' lại biến thành ba điểm A', BH”, C” 
thẳng hàng trong P ; ngoài ra 
ABIAC = A'BJAC và 

TPRIAG = Ä"BĐA nem, 

Vậy ngay trong bản thân mặt phẳng P, 
ta có một phép biến hình giữ nguyên sự 
thẳng hàng của ba điểm và tỉ số đơn của ba 
điểm thẳng hàng. 

Trong mặt phẳng, ta sẽ gọi một phép biến 
hình một đối một (một song ánh) giữ nguyên 
sự thẳng hàng của ba điểm và tÌ số đơn của 
ba điểm thẳng hàng là một phép biến đổi 
afin. Nếu trong một mặt phẳng có một hệ 
tọa độ thì mối liên hệ giữa tọa độ (+, y) của 
một điểm Ä với các tọa độ (', +” của ảnh 
1' trong một phép biến đổi afin sẽ có dạng 
(a, b, c, đ, e, ƒ là các hệ số) : 

+*`=dx+ by +c 
ly” =dx + ey+ƒ 

Th sẽ không chứng minh nhưng bạn đọc 
có thể kiểm tra dễ dàng rằng nơ biến một 
đường thẳng thành một đường thẳng. Trong 
không gian những phép biến đổi có dạng : 


+z*'=dx +by +cz+d 

y'=@œ†+fy+gz+h 

z#' = k# + ly + mz +n 
sẽ gọi là những phép biến đổi afin. Sự mở 
rộng ở đây là tự nhiên, không cần viện đến 
không gian bốn chiếu. Bạn đọc cớ thể kiểm 
tra để thấy một phép biến đổi như vậy biến 
một mặt phẳng thành một mặt phẳng 
(phương trình dạng aør + y + >z + e = 0) do 
đó biến đường thẳng coi như tương giao của 
hai mặt phẳng) thành đường thẳng. TỈ số 
đơn của ba điểm thẳng hàng cũng được giữ 
nguyên qua một phép biến đổi afin. 

Bây giờ ta hãy xét một mặt phẳng cắt ba 
trục tọa độ Óx, Óy, Óz ở M, N, P (h.5). Nếu 
® là một điểm của mặt phẳng có tọa độ là 
*# y, z thÌ cũng giống như trường hợp 


171 


"phẳng", ta sẽ có xXÐM + yiÒN + ziÖP = 1 
phương trình mặt phẳng. Nếu ta biến đổi 
toàn bộ hình vẽ bằng một phép biến đổi afin 
thì tam điện Oxyz biến thành một tam diện 
O*x3y'zˆ (nói chung không có góc vuông vì 
"vuông" không phải là khái niệm afin) cồn 
các tỉ số đơn được giữ nguyên : 

x/OM = OSIOM = O'S'/O'M" 

yIỒN = OTION = OÔT/ON" 

ziQP => QUIOP = ÔƯ/G'PP 


% 





Hình 5 

Vậy ta có : Cho một tưm diện bất kì 
O%x3y'z' uà một điểm R`, qua F` có một mặt 
phẳng biến thiên cát O'x', O'y', O'z' theo thứ 
tự ở M), N, PL. Thế th có các số 
a=0%, B=OT uà y=ŒƯ, sao cho : 

aiO'M” + 8iÔ@°Ñ' + y/O'P' = 1 

Muốn œ =  = y thì hình hệp 
O'S'T"UV'W'2 phải có cóc cạnh bằng nhau, 
nghĩa là cả sóứu mặt đều là hình thoi. 

Đến đây xin mời các bạn tiếp tục để đi 
đến các bài toán khác trong [1]. Tôi xin tạm 
dừng bằng những nhấn mạnh sau đây : 

1) Lõi cốt của nội dung 10 bài toán trong 
[1] là phương trình đường thẳng và phương 
trỉnh mặt phẳng. Như vậy là cùng một bản 
chất mà hình thức biểu hiện ra ngoài thật 
là phong phú. 

3) Trong các phép biến đổi, có những cái 
được giữ nguyên như qua các phép biến đổi 
afn thì "thẳng hàng", "đường thẳng", "tỉ số đơn", 
"hình bình hành" được giữ nguyên, trong lúc 
những cái khác như "vuông", "hình vuông", 
"chiều dài” thì thay đổi. Cái thông minh của 
loài người là khi nghiên cứu một bộ phận 
tính chất nào đó ẩn trong một hình thì đi 
tÌm cho được những phép biến hÌnh biết chắc 
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là giữ nguyên bộ phận các tính chất muốn 
nghiên cứu nhưng thay đổi các tính chất 
khác. Khéo tÌm thì ở hình mới (qua phép 
biến hình) các tính chất muốn nghiên cứu sẽ 
hiện ra rõ rệt. VÍ dụ ở hình 3, thoạt nhìn 
khó ai mà thấy được hệ thức (2), nhưng qua 
một phép biến đổi afin để trở về hình 2, thì 
hệ thức (1) lại là một kiến thức cơ bản có 
trong sách giáo khoa. Đây là một tư tưởng 
"lớn" trong toán học hiện đại. 


Vì 1/AH2 = 1/AD2 + 1/AK2 (Hệ thức lượng 
trong A vuông DAK). 


mà 1⁄4K” = I/AH? + L/AC? (Hệ thức lượng 
trong Á vuông CAB). 





nên ` ¬ Ẻ + : : 

AH ADP? AH AC? 
AH2 AH2 AH? 
AD2 ` ARê ` Aœ 


Cuối cùng ta có 
cos#2z + cos2 + cos2y = 1. 


Bài toán 3 : Cho hình lập phương 
ABCDAB'C'D'. Hãy tìm điện tích của hình 
chiếu nhận được khi chiếu vuông góc hình 
lập phương ABCDA'B'C'D' lên mặt phẳng 
song song với mặt chéo tam giác BOC', biết 
cạnh của hỉnh lập phương bằng a. 


Đầu tiên ta hãy chứng minh AC" vuông 
góc với mặt phẳng BDC'. Ta thấy ngay BD L AC 
và BD L AA, nên BD vuông góc với mật 
phẳng AA'C, vậy BD +1 AC. Tương tự 
BC' 1L ÁC. Do đó : A'C vuông góc với mặt 
phẳng BDC? 








Một cách tương tự, ta cũng chứng minh 
được Á'C vuông góc với mặt phẳng AB'D'. 
Vậy hình chiếu vuông góc của hình lập 
phương lên mặt phẳng P sẽ có dạng như 
hình vẽ đưới. Trong đớ hình chiếu của A và 
C trùng vào tâm của lục giác đều 
B,B.C.D.D,A,,B,, B., C' D',D, và Á, theo 
thứ tự là hình chiếu của B,B,C)ỒD,D 
và A. Dễ thấy diện tích của hai lục giác đều 
bằng 2 lần diện tích A đều 8 D C, 


S 


chiếu của hình lập phương 


=22oV8 .a(Z. XÃ = „3ä 





Bài toán I là bài toán quen thuộc, có 
trong sách giáo khoa còn các bài toán 2 và 
3 khó hơn một chút, nhưng cũng quen thuộc 
đối với các học sinh thường tÌm hiểu thêm 
về hình học không gian. Trong khi tìm cách 
giải bài toán đặt ra ban đầu, chúng ta suy 
nghỉ và tìm tòi trong các điều đã biết, những 
điều gì có thể vận dụng được và nhớ lại các 
bài toán 1, 2, 3 trên đây. Trước hết chúng 
ta xét : 

Hệ quả của bài toán 1 uờ bài toứn Ð ; Ta 
xét bài toán sau. Cho mặt phẳng P cắt ba 
cạnh CB, CD, CC' tại các điểm nằm ở phía 
trong của 3 cạnh đó, hoặc nằm trên các cạnh 
đó kéo dài về phía B, D, C', Hãy tìm vị trí 
của mặt phẳng P sao cho hÌnh chiếu của 3 
mặt của hình lập phương nằm kế nhau, và 
có đỉnh C chung cớ diện tích lớn nhất. Gọi 
các điểm mà P cát các cạnh của hình lập 
phương là X, M, N, và gọi ø, 8, y là các góc 
phẳng của các nhị điện, tạo nên bởi mặt 
phẳng KMN với các mặt còn lại của tứ diện 








€ KUÀ 


vuông CKMN (vuông tại C). Theo kết quả 
của bài toán 2 thÌ cosfz + coz2Ø + cos2y = 1, 
Theo kết quả của bài toán 1 thì điện tích 
của hình chiếu của các mặt bên của hình lập 
phương có chung đỉnh € sẽ là 


Scpug„ = đ?(cosx + cosổ + cosy) 


trong đó ø là cạnh của hình lập phương. 

Vấn đồ đặt ra là tìm giá trị lớn nhất của 
COSZ + cosổ + cosy với điều kiện 
cos2z + cos2# + cos2y = 1, trong đó cosơ, 
cosổ, cosy không âm (dễ dàng chứng minh 
được điểu này) Theo bất đẳng thức 
Bunhiacôpxki, ta có : 


(cosz + cos3Ø + cos2)(1 + 1 + 1) 


> (cosx + cosổ + cosy)2 
(Bất đẳng thức này cũng để dàng chứng 
minh được dựa vào bất đẳng thức Côsi cho 
2 số œ+b>2Ýab,a >0,b >0). Dấu bằng 
xảy ra khi cosz = cosổ = cosy = 1ö, lúc này 
cosz + cosổ + cosz lớn nhất và bằng 
83 = Vã và S ,.„„ lớn nhất là ø2V3, 


Vậy hình chiếu tạo nên bởi 7 đỉnh A, B, 
C, D, B, C, D' xuống mặt phẳng P sẽ có 
diện tích lớn nhất là a2V3. Ta hãy chứng 
mỉnh rằng khi chiếu vuông góc hình lập 
phương ABCDA'B'C'D' xuống mặt phẳng 
tùy ý thì hình chiếu cớ diện tích lớn nhất 
bằng ø⁄3, lúc đó mặt phẳng P song song 
với một trong các mặt chéo tam giác. 

Muốn vậy ta chỉ cần chứng minh khẳng 
định sau : "khi xét mặt phẳng P tùy ý trong 
không gian, và hình lập phương 
ABCDAB'C'D, thì ta luôn luôn tịnh tiến 
song song mặt phẳng ?P về được vị trí P' sao 
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cho tồn tại một đỉnh nào đó của hình lập 
phương, chẳng hạn đỉnh C, mà mặt phẳng 
P' cát 3 cạnh xuất phát từ C tại các điểm 
trên 3 cạnh ấy, hoặc trên phần kéo dài của 
3 cạnh ấy về phía các đỉnh kề đỉnh C", 
Chẳng hạn, nếu P'cát CB, CD tại các 
điểm ở trong cạnh CB, CD, còn cắt cạnh CC? 
ở điểm nằm trên phần kéo dài của CC' về 


phía C, thì ta không xét đỉnh Œ nữa, mà sẽ 
xét đỉnh C' thay cho đỉnh C. Khẳng định 
trên được chứng minh tương tự. Nếu các 
điều kiện như trong khẳng định được thực 
hiện thì A' luôn có hình chiếu rơi vào trong 
hình chiếu tạo nên bởi 7 đỉnh A, B, €, D, 
B, C, D, và do đó ta đã giải xong bài toán 
đặt ra. 


TỪ MỘT BẤT ĐẲNG THÚC TRONG TẠM GIÁC 


I. Một số kÍ hiệu 

Cho AABC bất kì. M là 1 điểm bất kì nằm 
bên trong tam giác ABC. Gọi các khoảng 
cách MA, MB, MC tương ứng là Ra, ®Rb, íc. 
Khoảng cách từ A đến các cạnh đối tương 
ứng BC, AC, AB là đ.,d,, d.. 

Đối với tam giác ABC ta giữ nguyên các 
kí hiệu như ở trường phổ thông đã học. 
Chẳng hạn : 


+a, ö, c, — các cạnh đối diện với các đỉnh 
A,B,C. 


+8 ~ diện tích tam giác ABC. 

+ ?,r, p kÍ hiệu lần lượt là bán kính 
đường tròn ngoại tiếp, bán kính đường tròn 
nội tiếp, nửa chu vi của tam giác ABC. 

+ña ,m „8, lần lượt là độ dài các đường 
cao, trung tuyến, phân giác của tam giác hạ 
từ đỉnh A. 





Đối với tam giác, các đỉnh được kÍ hiệu 
là Á,,C, thì các kÍ hiệu tương ứng sẽ 
được gắn thêm kí hiệu 1 : để, @ạ, Ðị, €ị... 

Giữa th đà Tị và đà đụ, d. có một số 
liên hệ 
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Ta để ý 2 bất đẳng thức cơ bản trong 
chúng : 


Ra + Rb + Re > 2(d, + d, + d.) q) 
ai, + bRụ, + cl. > 2(ad + bd,+cd 3 (2) 
Dưới đây ta nêu ra một số quy tắc "biến 
đổi" đối với các kí hiệu R„ R„, Ö ,đ „d,, d.,, 


dựa vào chúng ta sẽ chứng minh (1) và (2) 
và dẫn ra một số bất đẳng thức khác là hệ 
quả của (1) và (2). 

II. Thành lập các quy tác : 

1. Gọi chân các đường cao hạ từ Aƒ xuống 
các cạnh đối diện với các đỉnh A, B, Ơ, là 
Ai, BỊ, Cj. Ta sẽ thành lập sự liên hệ giữa 
tam giác ABC và A,B,C,. 


Rõ ràng MA; =d_= M 


Vậy ta có liên hệ đầu tiên 


Ry, md, () 
1 


Hạ MH + CB, vậy MH = d„. 
1 


Từ hình vẽ ta có : 


MH = MB;sinz =MB, "MA = _ 
Vậy ta có liên hệ thứ hai : 
đ, = dyd/JR„ (4) ; Từ (4) ta có : 


đụ tư đụ 








8 4; 2 
Ta lại có 8,C¡ = AMsin ( Ố,ÄB,) = 
BC ` 
= AM. Mà B,C= ị, AM= R ĐBC=ø 
vậy ta có : 
œ, =aFt /2R (5), Từ (4') ta Suy ra công 
thức ngược của (8). 
xã 


tụ đ 


1 1 


g=Â 





(5) ở đây 1 = 2ñ. 


Một cách tương tự ta có các công thức 
đối với b\, c¡. Các công thức (8) - (B) cho ta 


một "quy tắc biến đổi", được phát biểu như 
sau : (KÍ hiệu là Q) 


La ¬>ỏ ; đ, ¬ddJR. H-) —>aR,/2R (Q) 
Các công thức (3), (4), (5') cho ta một 
quy tắc khác : 
La hd ;đ H 
gđ 


a4 


th kết 





œÀ 


Kéo dài các đoạn MA,, MB), MC, và lấy 
trên đó các điểm A„ 3, C, thỏa mãn : 


MA,. MA, = MB,. MB, = MC, MC, = k2 (6) 


Ở đây # = const z 0 cho trước (có thể 
điểm 4; nằm trong MA,). Các đường MA, 
MB, MC cắt các cạnh của tam giác A,B,C, 
lần lượt tại Đụ Đụ. 

Dễ kiểm tra thấy rằng ĐỊ, Eị, F¡ chính là 


chân các đường vuông góc hạ từ ẤM xuống 
các cạnh B;C, AC, và AB, hơn nữa ta có 


đẳng thức : 
MA..MĐ, = MB. MB, = MC. MỸ, = k2 (1) 
(các bạn hãy tự kiểm tra điều này) 
Đảng thức (7?) cho ta MA = Ä&?/MD, hay 
R, = ki, (8) 





4 


(6) cho ta: MA, =42/MA, 
hay d.=kÈ⁄R , 


(9) 


Từ hình vẽ ta có : BC/E,F, = MB/ME, (vì 


2 AMEC, AMEFI đồng dạng). 
Nhưng (công thức (5) trang 1) : 
EJƑ, = B,C;. MA J2R, Vậy 








Thay thế ÖE, = k2/db, ta có : 


F22 


a= „q đ 
2h, NHƯ 2, + 





Các công thức ngược của (8), (8), 
được tính như sau : (9) cho ta : 
R„ = kg, 
(8) cho ta : 
=*2 
d, =k3⁄R, 
(10) cho ta : 
tơ, d, 2B, 
đ;= 


kˆ.R„ 
2 


Thay thế (8), (8°) ta có : 


a #2 #2 .. 
# g 2 Ry R. z2 
sở, 
.- 


q0) 


q0) 


(8) 


(9) 
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Vậy : 


L 
g SHỦ 


€ 


e. 





(10) 


Các công thức (8), (9), (10) và (8), (9°), 
(16) cho ta một quy tắc biến đổi nữa, kí hiệu 
là 7 : (ta lấy  = 1 cho tiện) 

1 I 


1 >—;d —> 


đ, - 1 





Œ) 


a 


_R,R, 





qr>À 


Œ) 


IH. Bây giờ ta sẽ áp dụng các quy 
tác trên để chứng minh các công thức 
(1), (2) trong T : 


iõ ràng ta có : 
R,+d.>hụ 
= al, + ad, > ah, = 2S = ad, + bở, + củ, 
Suy ra : 
ah, >bd, + cá. @®) 
Viết thêm 2 bất đẳng thức tương tự (*) 
cho bRÏ,,cf, và cộng từng vế của 3 bất đẳng 
thức được (2). 
Bây giờ áp dụng Q cho (*) ta được 
ah, „.„°® dạt, „eR định 
2R +” 2R' R, 2R Tụ 


hay aR,>bđd, + cả, (**) 


b ,c 
hay tu > ` đ s d. 
Viết thêm 2 công thức tương tự cho 
hy, R, rồi cộng từng vế của 3 bất đẳng thức 
ta được (1) 


IV. Trong phần này ta sề áp dụng các 
quy tắc trên vào các bất dẳng thức (1) (2) 

Ấp dụng 7' vào (1) ta cớ ngay : 

1 1 1 1i 1 1 

F,*Ty! E8 Ệ REZ- NET) (1) 


a a 
Ấp dụng @ vào (1) ta sẽ thu được : 
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dụ, + d, + d, >2 ( 


hay dưới dạng khác : 
1 1 1 


1 1 1 
>2 La + LXN + Ra.) 
Theo quy tác 7' thì (12) dẫn đến : 
R,R,+ R„R, + R„R, > 
>2(R„d, + Rụd, + R4.) lí: 


q2 


Bây giờ áp dụng Q* vào (1) ta có : 


lụt, Rh RR 
bˆ”c € b 
3 lắc tác 22712. 2)16¡, 


a 


hay 





1 _ 1 + 1 
đd, Tuở, tủ, 
1 1 5 
>2Ís—+=>+— 
(By, ° RR, * RUN ) 
Ấp dụng 7 vào (14) ta thu được : 
R„d, + Ryd, + Rd, > 


> 2(d,d,+d d_ + dd.) (1õ 








> 


14) 


Ấp dụng quy tắc Q vào (2) ta có : 
oRd, + bR,d, + cR d_ > 
> 2(ad,d, + bd d_ + cd d,.) (16 
Theo 7 thì (16) dẫn đến ; 
đ FT.) tở 
d”a b”b Cốc 
a+b+c>2|(#—>+bc-+†+c=—-) (I7) 
( 1ụ,h. RR RR, ) 
Trong HII ta đã chứng mình được bất đẳn; 
thức (*) 
Từ đây suy ra : 
P ở đ, 


đa b C SE 
sự >b tre 


a a ä 
Từ đớ có : 
Pr) tị đề. 
eatb ctco>z2(+b+e) q18 


a b c 
Ấp dụng 7' vào (18) ta cơ : 
aR2+ bRỆ+ cR?>2(aR,d.+bR,d,+eR d.) (19 
Ấp dụng Q° vào (18) ta có : 
aR,R, +bR„R, + cR„R, > 
> 2(aRd, + bR,d, + cR.d.) (20) 





Lại áp dụng @(*) vào (19) ta có : 








a b: b đó, Ẽ 
tư, kụ Ta, : 
a e 
>2 (2) 
(RP., * RƑã, * Rượ) 
b 
Từ () ta cũng có R > dụ .=# đc.= hay 


YE, > ` dụ .c+d... > 
> da, .Veiø + Ýd,.. {bïa)N2 


Th cũng có các bất đẳng thức tương tự 
cho VR, và VR,_ và đi đến : 


VR,„ +ÝR, + R, > 2({đ, + Ýđ, +Ýd,) (22) 
Ấp dụng các quy tắc Q, Q*, 7 vào (22) ta 
sẽ thu được (các bạn thử lại I) 
l4 < 
VR, VR, VR, 
1 1 1 1 
<S—Í + —+-— 
TP, Vay Vấp) 
VR„d, + (R,d, + {R,d_ > 
> Ý2 (Wd,d, + Ÿđd, + ad d,) 
VRy, + VR Tục + VhLh, > 
>2 (VR d„ + lu +R.d.) 


28) 





(242) 


(28) 


VR . tư + ý RE. b 





























“Na, Vụ, 
Từ (°) trong HII ta cớ 
1 1 1øa 1 
SR, “ Bá +eá, E4 ( bẩy * ad.) 
và các bất đẳng thức tương tự cho L0, 
lE, vậy ta có 


(28) 


l2 - TCTn 


Ấp dụng @ vào (28) ta có 








1 1 1 
—=— †c.—+——< 
aRd, ` bR)d, ` cRđ, 
1 1 1 1 
S5 +——*+_—- (29) 
2 (g, bả 4, a., ) 
Ấp dụng 7' vào (29) ta sẽ có : 
1.1 1 1 R,t, 
3 PC Tan ng 
x: NGHLỜI 1 R2, tổ) 
5 Rịa, c Rud, 
Bây giờ ta áp dụng Q@* vào (°) thu được 
Rỳ 1 
ah, > bđ, =— + cm 
c b 
Từ đó : 
1 1 
dit, +ðR, +cR, >aR d. (mg *g) + 
b L3 
1 1 1 1 
+ðR,d, (+ g—) + cRu4, ng 
a € a b 
11 
Ấp dụng bất đẳng thức v4 sp 
ta có ; 
aR, + bÑ, + cR, > 
: aRd, — bR,d, „_°Ret, đi 
tin cn RE n "+y) (0U 


Theo quy tắc Q thì (31) cho ta 


€ 


——+ +——n 

đ,d, duy 
4Í? (82) 
#4 ng th ng tà đa) 


Ấp dụng 7 vào (31) ta thu được : 
aR, + bR, + cR. >» 
duđ, đud, d„d, 
An cơ Ni x3 cơ ) 
Ấp dụng 7 vào (32) ta sẽ có 
a+b+cz 
ca bđd, cđ. 
4Í pm. p †+pn xe †t-.=)34) 
(+, R„+TR, R, + Rụ) 
Cuối cùng ta trở lại (*) : øl, > bd, + cd, 


(33) 


Suy ra : 
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\+z > J!Ztsz > 
đ„ d„ % 


> (Wb .{dJd„ + ýe . d 74-2. 


Từ đó có : 
Ýa.{Rjd„ + {6 .ÝRj/dy + Ýc .VR,Jd, > 
> 2 (Jø + ýð + ýe) (38) 


Từ (*) ta suy ra : 


\ kg )nE6, Thấy ion ../0 0 ÊUỢ, 
ah, ` Ý bdy +cổ, vba, + Ýc4, 


TIẾN In 
2z ( bd,, s, ) 
Và đi đến bất đẳng thức 


1 1 
+—< 
VbR, Ýcd, 





1 
——+ 
ÝaR, 

=“íœ . =) 
Ý2\ ad vòa,  ýcäd. 
Dùng các phép biến đổi đã thiết lập trong 


II ta có thể thu được nhiều bất đẳng thức 
thú vị khác nữa. 


(36) 


TÌM ĐA THÚC VỚI NGHIÊM CHO TRƯỚC 


Hãy xét bài toán : Tìm một da thức uói 
hệ số nguyên có bậc nhỏ nhất nhộn một số 
ø cho trước làm nghiệm. Dây là một bài toán 
cổ điển cớ liên quan chặt chẽ đến việc phát 
triển một số khái niệm cơ sở của toán học. 
Ngày nay người ta biết rõ phải giải quyết bài 
toán này như thế nào. Tuy nhiên với trình 
độ phổ thông đó vẫn là một bài toán khớ. 

Có thể mỉnh họa điểu này qua trường hợp 
œ =2 + *ö. Đây là một đề bài của kì thi 
học sinh giỏi toán lớp 12 toàn quốc vừa qua. 
Hầu hết thí sinh đều tìm thấy : 

P(Ä) = X° — 6X — 6X + 12X2 — 86X + I 
là một đa thức với hệ số nguyên nhận 
Y2 + *J3 làm nghiệm nhưng không ai chứng 
mình được đó là đa thức có bậc nhỏ nhất 
thỏa mãn điều kiện trên. 

Việc tìm ra P(X) hoàn toàn đơn giản và 
dựa vào nhận xét sau : Tích của một đa thức 
có nghiệm là œz với một đa thức bất kì vẫn 
là một đa thức có nghiệm là ø. Đa thức có 
bậc nhỏ nhất (với hệ số thực) nhận 
Ý2 + *3 làm nghiệm là X - V2 — 3⁄8. Để 
lại căn bậc ba ta nhân nó với 
(X-Ý2)?+(X-Ý2)3Jã +39 và nhận 
được đa thức 


(ŒX- Ý2)3- 3 = X3- 3{2X2+ 6x — 2(2~ 3. 
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NGÔ VIỆT TRUNG 


Để loại căn bậc hai ta lại nhân tiếp với 
4+ 6X~ 3+ V2 (8X2 + 2) và nhận được : 


PŒ = (X + 6X - 8)2 — 2(3X2 + 2)2 


Sau khi tìm được P(X) nhiều thí sinh 
nhận xét là : vÌ 2 và 3 nguyên tố cùng nhau 
nên 6 = 2.3 phải là bậc nhỏ nhất của các đa 


thức với hệ số nguyên nhận V2 + 33 làm 
nghiệm. Do đó P(Z) là đa thức cần tìm. Kết 
luận liều nhưng rất gần sự thật. Tại sao 
không tiếp tục một cách bình thường bằng 
vViệC giả sử có một đa thức 


9Œ =aø,+aiX+..+ø XỔ với hệ số 
nguyên nhận V2 + ®Š làm nghiệm rồi 
chứng mỉnh a_ =...= ¿=0? 

Điều kiện duy nhất ràng buộc các số 
nguyên với nhau là 


Q({2 + 3{3) =0. Vấn đề là phải loại được 
các căn bậc hai và ba. Để làm việc này ta 


hãy khai triển các lũy thừa của V2 + 3ã 
trong Q(VZ + #8) rồi viết lại phương trình 
Q({2 + 38) = 0 dưới dạng 


b„ + b2 + b3 J3 + b,3/8 + b,{š3ƒ3 + 
+ð„J2 . 3/9 = 0. 


Bạn đọc có thể dễ dàng thử lại để thấy : 
b„= a, + 2ø, + 8a: — 4a, + B0, 


đạ, ad, 








bị =ai + 24; + 128, + 4a, 
by = a, + 6a, + 3a, + 200, 
b„ = 3a, + 12a, + 3a, 

bạ = 2a, + 8a, + lỗa, 

b, = 8a. + 200, 


Loại căn bậc hai ta nhận được phương 
trình 


(„ + bã + b,3ƒ832 — 

— 2(6, + 6,3Ÿ3 + 6,%ƒ8)? = 

= b2 + 66,b„ — 2b? — 12b,by + 

+ (2b,b; + 362 — 4bb, — 6b2) 3ƒ + 

+ (2b bạ + b2 — 4bjb, — 2b2) 3Ƒ3 = 0 

Tỉnh ý sẽ thấy phương trình trên cho ta 


một đa thức bậc hai AX2 + BX + € với hệ số 


nguyên nhận 3ð làm nghiệm. Điều này dẫn 
đến liên tưởng 3 là bậc nhỏ nhất của các đa 


thức nhận 33 làm nghiệm và do đó A, B, © 
phải bằng không. Chứng minh điều này không 
khơ. Từ giả thiết A33 + B33 +C=0 ta 
có : 

(A39 + Bã + C›(A3äã — B) = 

= 8A2 - BC —(B2 - AC3äã = 0. 

Khử căn bậc ba sẽ nhận được 

(3A? - BƠ — 3(B2 — AO = 0 

Đặt m = 3A? - BC và nø = B2 ~ AC. Ta có 
thể thấy ngay là m, n phải chia hết cho 3 
nghĩa là m = äm,, n =n, với mị, nị là 
những số nguyên. Ta lại có mj — 3nj = 0, từ 
đây lại suy ra mạ, n, phải chia hết cho 3, v.v... 
Như vậy mm, n sẽ chia hết cho mọi lũy thừa 
của 8. Điều này chỉ xẩy ra khi m = n = 0. 
Từ điều kiện 342 — BC = 0, B?~— AC = 0 ta 
lại có 3A) — B2 = 0 và do đó A, E phải bằng 
không như ở trên. Quay lại với giả thiết 
AXŠ + B5 + C= 0 ta có thể kết luận là 
A=B=C=0. 

Với chứng minh trên thì 


2 — 9hb2 —_ ¬ 
b2 + 6b;by — 2ÒJ — 12bjb, = 0, 
2%„6; + 8b) — 4b¡b, — G02 = 0, 
225 _ sa 
2b; + bộ — 46,b, — 2B2 = 0. 


Các 
B22 by 


ơi 


phương 
phải là 


cho 
chăn. 


trình này 
các số 


thấy 
Đặt 
b„=2b,,...b, = 2b, rồi thay vào hệ phương 
trình trên và giản ước số số hạng đồng dạng đi 
ta lại được một hệ phương trình tương đương 
với ẩn là b,....b,. Từ đây lại suy ra ĐỀU, ...bt, 
phải là các số chãn v.v... Tớm lại LẮ b, chia 
hết cho mọi lũy thừa của 2. Điều này chỉ xảy 
ra khí ô =...= b;¿= 0. 

Như vậy là từ điều kiện 


Q(V2 + ?JŠ) = 0 ta đã suy ra được 6 phương 
trình sau : 


g„ + 2a, + 3ø, + 4ø, + 50a, = 0 


øị + 9a, + 12a, + 4d, =0 
ø, + 6a; + 8ø, + 20a, = 0Ô 
8a, + 12a, + 8ø, =0 
2a, + 8a, + lBa, =0 
3a; + 20a, =0. 


Bạn đọc có thể đễ dàng giải hệ phương 
trình này và nhận được kết quả 
d,=..= da; = 0. Bây giờ ta có thể kết luận 
6 là bậc nhỏ nhất của các đa thức với hệ số 
nguyên nhận V2 + 33 làm nghiệm. 

Trong trường hợp tổng quát không 
phải với số œ nào ta cũng tìm được một đa 
thức với hệ số nguyên nhận œ làm nghiệm. 
Ví dụ như các số z, e không thể là nghiệm 
của bất kì một đa thức với hệ số nguyên nào, 
vÌ vậy người ta gọi chúng là các số siêu uiệt. 
Ngược lại người ta gọi œ là một sổ đợi số 
nếu có một da thức với hệ số nguyên nhận 
œ làm nghiệm. Số ảo ¿ cũng là một số đại số 
vì nó là nghiệm của phương trình 
X?+1=0. 
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Các số đại số thường cớ thể biểu diễn qua 
các căn bậc tự nhiên của các số nguyên với 
các phép tính thông thường. Không phải việc 
xác định các đa thức với hệ số nguyên bậc 
nhỏ nhất nhận chúng làm nghiệm lúc nào 
củng dễ dàng như trường hợp 
œ =Ý2 + 3Š. Sau đây là một cách xác định 
các đa thức này dựa theo các kết quả của 
toán học cao cấp. 

Giả sử P(X) là một đa thức với hệ số 
nguyên bậc nhỏ nhất nhận một số œ làm 
nghiệm. Nếu bậc của P(Œ) là n thì người ta 
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có thể tìm thấy w số ở, .., œ„ khác nhau sao 
cho : 

PŒ) = a(X ~ ai)... (X — a,). 
ở đây ø là hệ số của X” trong P(X). Tất nhiên 
nằm trong các số đi, ..„ đ„ VỀ đ),... ở, có thể 


là các số phức. Bạn đọc chưa quen với số 
phức cớ thể hiểu chúng là các số có dạng 
a+ b với a, b là những số thực mà phép 
nhân hai số phức thực hiện được nhờ tính 
chất ¿2 = —1. Các số đ,,... 4, được gọi là các 
số liên hợp của œ. Việc tìm P(X) có thể quy 
về việc tÌm các số liên hợp của a. 





SỐ PHÚC, MỘT CÔNG CỤ GIẢI TOÁN HÌNH HỌC 


Số phức, từ khi ra đời, đã thúc đẩy toán 
học tiến lên và giải quyết được một số vấn 
để về khoa học kỉ thuật. Riêng trong hình 
học, số phức củng có những ứng dụng quan 
trọng. Bài này sẽ giới thiệu việc áp dụng số 
phức để giải một số bài toán hÌnh học. 

1) Lí thuyết số 
phức đã được 
trình bày trong 
sách giáo khoa 
phổ thông. Cũng 
nên nhắc lại việc 
biểu diễn hình 
học các số phức 
vì đó là cái cầu 
nối liền lí thuyết 
số phức với hình 
học. Trên mặt phẳng quy về hai trục tọa độ 
vuông góc Óx và Oy, một số phức 
z=a+* bị được biểu diễn bởi một điểm Z có 
hoành độ a và tung độ b. Nếu số phức được 
viết dưới dạng lượng giác z = r(cos2 + isinø) 
th môdun |z| =r>={a?+b2=QZ, còn 
agumen ø là góc giữa trục hoành và OÓZ 
(hình 1). Như vậy, ta cũng có thể biểu diễn 
số phức z bởi vectơ OZ. 

Để tiện việc trình bày sau này, ta sẽ kí 
hiệu các điểm bằng các chữ lớn A, B, C,..., 
Z, còn các số phức tương ứng theo thứ tự 
được kí hiệu bằng các chữ nhỏ ø, 5, c,..., Z. 

2) Trước hết cần làm quen với các phép 
biến hình thường gặp. Th sẽ thống nhất kí 
hiệu Z'(z') là ảnh của điểm Z(z). (Những điều 
không khó lắm, xin dành việc chứng mình 
cho bạn đọc), 





Hình 1 


NGUYÊN CÔNG QUỲ 
(Hà Nội) 


- Phép đối xứng qua gốc tọa độ : 
z'= =¿. 
- Phép đối xứng qua trục Ó+x : z' = z (liên 
hợp của Z). 
_ 
~ Phép tịnh tiến theo vectơ OA (hình 2) : 
Z=z+a q) 
(vì OZ = O0Z + OA) 
- Phép quay gốc œ xung quanh gốc tọa 
độ ÓO : 
z'=gz 2) 
trong đó q = cosz + isinz (hình 3). Điều này 
suy ra dễ dàng nếu nhớ lại quy tắc nhân hai 
số phức : khi nhân hai số phức thì môđun 
của tích bằng tích các môđun, còn agumen 


của tích thì bằng tổng các agumen của hai 
thừa số. 





Hình 3 





Hình 4 
- Phép vị tự tâm O tỈ số k : z' = kz. 


Hình 5 


~ Phép quay góc œ quanh Ở rồi tiếp theo, 
phép vị tự tâm O tỈ số ¿ (hình 4) : 


z` =pz với p = k(cosz + isina). 
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- Phép đối xứng qua điểm A. VÌ A là 
trung điểm đoạn ZZ' (hỉnh ð) nên 
ÓA = (1/2)(0Z+ 0#), từ đó ø = (1/2)Œ + z') 
hay Z` = 2ø ~ z. Đó là công thức của phép đối 
xứng qua điểm A. 

- Phép quay 
góc œz xung quanh 
điểm A. Nếu thực 
hiện một phép 
tịnh tiến theo 
vectdơ OÁ thì rõ 
ràng điểm A biến 
thành điểm O 
(hÌnh 6), còn các 
điểm Z và Z' theo 
thứ tự biến thành 


các điểm Z¡ và Z) xác định bởi z¡ = 





Hình 6 


z-avà 
z¡ =#` — ø (theo công thức (1). Nếu Z' là ảnh 
của z trong phép quay góc œ quanh A thì 
z, sẽ là ảnh của Z, trong phép quay góc ø 
quanh Ó, và ngược lại. Theo công thức (2) 


ta cổ z¡ = gz, hay 


z—aø=dq(z - 0) (8) 
với q = cosơ + isinz. Đó là phép quay góc ø 
quanh điểm Á. 

Bằng phương pháp tịnh tiến về gốc như 
trên ta suy ra công thức các phép biến hình 
sau : 

- Phép vị tự tâm A tỈ số & : 

z—a=k(z- a) 

- Phép quay góc ø xung quanh điểm A4, 

rồi tiếp theo, phép vị tự tâm A tỈ số È : 


z'—qa =pŒ ~— q) 4) 
P = k(cosa + isinz) 
IH. Để chuẩn bị cho việc làm toán, ta hãy 
tập dượt diễn đạt những tính chất hình học 
quen thuộc bằng những biểu thức số phức : 
— Nếu Aƒ là điểm cha đoạn thẳng 4 theo tỉ số 
MAIMB = k thì ta có (OÄ—OÑ)/(GŠ- Oï)= * 
hay OÄf = (OA ~ k OB)/(1 — k). Từ đó có hệ 
thức số phức : 


m = (œ — kb)/(1 — È) (ð) 
Đạc biệt nếu M là trung điểm của đoạn 
AB thì m = (ø + b)/9. 
- Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì 
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với 


= (GÄ + ðB + 0/8 
Từ đó có 
=(a+b+‹y8 (6) 
~ Điều kiện cần và đủ để tứ giác ABCD 
là một hình bỉnh hành là các đường chéo AC 
và BD của nó có trung điểm trùng nhau, hay 
œ+c=b+d Œ@) 
- Điều kiện để hai đoạn thẳng AM và AN 
vuông góc và bằng nhau là 
m~c= +i(n ~— q) 
(áp dụng công thức (3) trong đó 
q = cos (+ 90) = +j) 
- Điều kiện cần và đủ để hai tam giác 
ABC và A,B.C, đồng đạng và cùng hướng là 
(œ — ð)/(e — b) = (ø ~ b))/(@ —b.) (9) 
Thật vậy, nếu 
thực hiện phép 
quay góc œ quanh 8 
điểm B (hỉnh 7) 
rồi tiếp theo đó, 
phép vị tự tâm B “ 
tÌ số k = BA/IBC 4 
thì C biến thành 
A. Theo công thức (4) ta có 
œ—b=u(c — b) 
Ð = k(cosa + iaina). 
Hai tam giác ABC và A,B,C, đồng dạng 
và cùng hướng khi và chỉ khi 
CBA = C.BỊA; = z (cùng hướng), và 


(8) 


Hình 7 


q0) 
với 


ABC, = BA/BC = k, 
ơi — b¡ =p(G) — Ð)) q1) 
Từ các hệ thức (10) và (11) ta rút ra 
(œ — bJ( ~ ð) = (ai ~ b)/( — BỊ) 
Đó chính là điểu kiện cần và đủ để hai 
tam giác đã cho đồng dạng và cùng hướng. 
Chú thích. Hai tam giác ABC và A:B:€, 
được gọi là cùng hướng nếu trong khi đi trên 
chu vi của tam giác ABC từ A đến 8 rồi đến 
C và trở về A cũng như khi đi trên chu vỉ 
của tam giác A,B,C, từ 4, đến Bị rồi đến 
€, và trở về A, ta cùng đi theo chiều kim 
đồng hồ hay cùng đi ngược chiều kim đồng 
hồ. Nếu không thỏa mãn điều đó thì hai tam 
giác đã cho gọi là ngược hướng. 
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4. Bây giờ ta hãy vận dụng những điều 
trình bày trên để giải một số bài toán hình 
học phẳng. 


lỐỒ Cho hai hình bình hành 
AIBiC,Ð,, A„B,C.D, và các điểm A, B, C, D 
theo thứ tự chia các đoạn 


AiA„, B.B;, C.C,, D,D; theo cùng một tỈ số &. 


Chứng minh rằng tứ giác ABCD là một hỉnh 
bình hành và tìm quỹ tích giao điểm các 
đường chéo của hình bình hành này khi * 
thay đổi. 


Lời giỏi. Theo giả thiết ta có (áp dụng 
các công thức (7) và (Bð) 
ø + =b¡ Ti, d, +e, = 
=b, + d„,a = (øi — ka,)/(1 — k), 
b= (bị— Rb2)/(1 ~ &)e = (eị— kez)/(L— k), 
ở = (đị — kd,)/(1 — k). 
Từ những hệ thức trên để dàng rút ra 


a+c=b+dđ, chứng tỏ rằng tứ giác ABCD 
là một hình bình hành. Gọi M),M, và M là 
giao điểm các đường chéo của các hình bình 
hành A,B,C,D,,A;B;C.D, và ABCD. Cũng từ 
các hệ thức trên ta rút ra 
m = (œ + c)/2 = [(œ; + e,)/2 — 

— k(œ;+ c2)/2]/(L— k) = (mịT— km.)J/(1— &) 

Hệ thức này 
chứng tỏ M nằm “ 
trên đường thẳng 
M.M, và chia đoạn 
M,M, theo tỉ số &. 
Khi *¿ thay đổi, quỹ 
tích của M là đường ‹ 
thẳng M.M,. # 8 

2. Người ta dựng 
ở phía ngoài tam 
giác ABC các tam giác đồng dạng ABX, BCL 


và CAM. Chứng minh rằng các tam giác 
KLM và ABC có trọng tâm trùng nhau. 


Lời giải. Theo công thức (9) ta có 
(hình 8) : 


(œ — Èk)/(b — k) = (b — Đf(€ — Đ)= 

= (€( — m)Í(@ ~ m) =p 

(p là một số phức nào đó). 

Từ đó rút ra & = (œ — pb}/(1 ~ p), 

t = (b ~ p@/( — p), m = (c = pa)/(1 — p). 


Hình 8 


Ta có 1/8 (k + š + m) = 

= l/ồ(a ~ pb + b — pc + c — pa)/(1 — p) = 

= l/3ầ(a +ð +c), 
điểu này chứng tỏ rằng trọng tâm của các 
tam giác KLM và ABC trùng nhau. 

Chú ý. Nếu dựng các tam giác ABK, BCL, 
CAM ở phía trong tam giác ABC thì kết quả 
trên vẫn còn đúng. T6ớm lại chỉ cần các tam 
giác đó cùng hướng là được. 

3. Người ta dựng phía ngoài tứ giác lôi 
ABCPD hai hình vuông ABMN và CDKL. Chứng 
minh rằng các trung điểm các đường chéo của 
các tứ giác ABCD và MNKL, là các đỉnh của 
một hình vuông hoặc có thể trùng nhau. 

Lời giải. Theo công thức (8) ta có (hỉnh 
9) n—a =i( — ø),a ¬ b = im — b). Từ đó 


rút ra n=a+i(b ~ø),m =b + i(b ~ a). 
Tương tự có /=c+idđ-c) và 
k=d+i(d- c). 





Hình 9 


Gọi U, Vị S, 7 theo thứ tự là trung điểm 
các đường chéo AC, BD, KM và LN. Tn có 

u =(œ+)/2,u = (b + d)/2. 

s=l +đ+i@ td—aø~ c)/2 

t=[a+c + i(b + đ— ø— c)]/2 Ta có 

u+t=[a+b +c+ đt i(b+ đ~ a— c)Ì/2 = 
=u+s, 

0o—f=(b+d—-a-—c\(1 - 0/2, 

„—s=(a+e—b_—đ)(1 +j/2 

Giả sử b+d—a—cz0. Ta có 

(0 — Ð/@¿ — 3) = T(1T— ĐÁ +j)= 

= (1 Ø3 + Đ(1 — Đ] =¡ 

Các hệ thức (0—#)/(¿—s)=¡ và 
0u+¿=u+s theo thứ tự chứng tỏ rằng các 
đường chéo V7 và ỨS của tứ giác UVST 
vuông góc, bằng nhau và có trung điểm 
trùng nhau, tức là tứ giác UVST là hình 
vuông. Trong trường hợp 6 + —ø=c= 0, 
tức a + e = ð + ở, tứ giác ABCD là hình bình 
hành. Lúc đó ta có u — ý = w — s = 0, và cùng 
với u + =ư + s, ta rút ra w =0 =s =¿, tức 
là các điểm Ư, V; $ và 7' trùng nhau. 
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MỘT CÁCH SÁNG TẠO CÁC BÀI TOÁN MỚI 


Để phát huy được sự suy nghĩ sáng tạo 
trong quá trình học tập toán học, các bạn 
cần tập luyện đề ra những đự đoán, những 
già thiết mới, biết cách rút ra những kết 
luận khác nhau từ việc giải bài toán, biết 
khảo sát các trường hợp riêng có thể xảy ra 
hay mở rộng bài toán. Sau đây xin giới thiệu 
làm thí dụ một loạt bài toán suy ra được từ 
việc giải một bài toán nhằm giúp các bạn 
yêu toán có thêm một phương pháp tư duy 
để phát huy khả năng độc lập nghiên cứu và 
khả năng sáng tạo toán học. 

Bài 1. Trên cạnh AB và ở về phía trong 
của hình vuông ABCD dựng một tam giác 
cân AFB có góc ở đáy là 15°. Hãy xác định 
dạng của tam giác CFD, 

Khi giải bài toán này, có thể nẩy ra 
những cách suy nghỉ nào ? Nhiều bạn có thể 
suy nghỉ như sau : tam giác CFD cân và có 
thể đều. Tính chất cân dễ dàng chứng minh 
được căn cứ vào tính chất  › 
đối xứng trục của hình 
đã cho. Vấn để còn lại 
cần giải quyết là tam 
giác đó có phải là đều #2. „ 
hay không ? Muốn vậy, 4 La 
ta cố thể dùng cách Hình 1 
chứng minh bằng phản chứng như sau : 

Để được tiện lợi, ta sẽ đưa vào các kí hiệu 
sau đây : 


AB=a,DF =b, DFỀ = ø, 
ẾDỀ= 8, ẤPE = ọ 

Giả sử rằng ö>ø. Lúc đó << 75” và 
œ >6 còn 8< 6Œ. Từ đó suy ra b < a. 
Điều này mâu thuẫn với giả thiết để ra. Như 
vậy b không thể lớn hơn a. 

Bây giờ lại giả sử rằng 6 < a. Lúc đó ø > 
7BĐ và œ < 60 còn ổ > 60°. Cho nên ð > a. 
Điều này lại mâu thuẫn với giả thiết trên 
nên mệnh để b < z không đúng. 

Vì vậy ta đi đến kết luận 6 = ø tức là tam 
giác CFD đều. 
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NGUYÊN VĂN BÀNG 
(Vinh - Nghệ An) 


Bài toán trên còn có thể giải quyết theo 
một cách khác như sau : ta hãy dựng trên 
cạnh CB và ở trong hình vuông ABCD một 
tam giác CNB bằng tam giác AFB (hình 1), 
Trong tam giác BNF ta có : BN = BF (cạnh 
tương ứng của các tam giác bằng nhau) và 
góc NBF = 60°. Từ đó suy ra WC = NB = NF, 
CNB = CNF = 1ỗ0° tức là các tam giác 
CNB và CNF bằng nhau. Vì vậy CF' = a nghĩa 
là tam giác CFD đều. 

Để cho cách chứng minh trên đây được 
chặt chẽ, ta cần chứng minh thêm rằng điểm 
X chỉ có thể nằm trong tam giác FCF. Thật 
vậy, trong trường hợp ngược lại, góc FNC 
sẽ bằng 2109, điểu này không thể xảy ra 
được. 

Từ bài toán này, nếu phát biểu mệnh đề 
đào lại, ta thu được bài toán đơn giản hơn 
sau đây : 

Bài 2. Trên cạnh CD và ở trong hình 
vuông ABCD, ta dựng một tam giác đều 
CFD. Tính các góc của tam giác AFB. 

Từ bài toán 2, nếu suy nghĩ sáng tạo một 
tí đấy điểm F không phải ở trong mà ở ngoài 
hình vuông) ta sẽ thu được bài toán sau : 

Bài 3. Trên cạnh CD và ở ngoài hình 
vuông ABCD, ta dựng một hình tam giác đều 
DE\C. Tìm giá trị các góc của tam giác 
AB. 


Từ bài toán 3, nếu phát biểu đảo lại, ta 
lại có bài toán : 

Bài 4. Trên cạnh CD của hình vuông 
ABCD, ta dựng một tam giác cân AF,B và 


các góc ở đáy bằng 7ð9, Nếu đỉnh F¡ nằm về 


cùng một phía đối với AB, CD thì tam giác 
DF;C đều. 


Như vậy, bằng cách lấy đảo đề và thay 
đổi một vài giả thiết của bài toán 1, ta lại 
có thể thành lập thêm được 3 bài mới. Bây 
giờ ta hãy thử xét đến một số tính chất của 
các bộ phận của hình 1. Chẳng hạn ta hãy 
xét đến các tam giác ADF' và BCF cân và 





bằng nhau trong đó đường cao ứng với cạnh 
bên có độ dài bằng nửa độ dài của cạnh bên 
đó. Đó là một tính chất đặc trưng cho loại 
tam giác cân có gốc ở đỉnh bằng 30° và căn 
cứ vào đó ta có thể phát biểu bài toán sau 
đây : 

Bài õ. Dường cao của một tam giác là 
hai lần nhỏ hơn cạnh bên tương ứng với nó 
và một trong các góc kề với cạnh đó bằng 
7°. Hãy tính các góc của tam giác đơ. 

Nếu khảo sát tỉ mỈ trên hình 2, ta sẽ thu 
được một bài toán tương tự với bài toán ð 
như sau : 


Bài 8. Hãy xác định các góc của một tam 
giác sao cho chiều cao của nó là hai lần nhỏ 
hơn cạnh tương ứng và một trong các góc 
kế bằng 159, 

Chú ý rằng việc nghiên cứu các tính chất 
của hình tam giác cân với góc ở đỉnh bằng 
30° có nhiều điều \{ thú, tương tự như khi 
nghiên cứu các tính chất của tam giác vuông 
có một góc bàng 309. Thật vậy nếu trong 
tam giác ABC nới trong bài 5 (hình 2) mà 
ta vẽ đường cao CD phát xuất từ đỉnh Œ ứng 
với góc 30° rồi lấy trên CD kể từ điểm C 
một đoạn CM = AB thì ta " 
sẽ được tam giác đều AMB. 

Mệnh đề này suy ra từ việc 

giải bài toán trên đây và dựa 

vào một trong các tính chất 

của tam giác cân (hoặc có 

thể dựa vào các tính chất Ị ' 
của góc nội tiếp). Hình 2 

Từ đơ, ta có thể phát biểu bài toán sau 
đây : 

Bài 7. Tính đáy của một tam giác cân 
nếu cạnh bên của nó bằng đơn vị còn góc ở 
đỉnh bằng 309, 

Tính ra ta được AB =2-— Võ. Nhưng 
AB là cạnh bên của một tam giác cân đáy 
bằng đơn vị và góc kể với đáy bằng 159. Từ 
đó có thể thiết lập được bài toán mới như 
Sau. 

Bài 8. Biểu thị độ dài cạnh bên của một 
tam giác cân có góc ở đỉnh bằng 150° theo 
độ dài của cạnh đáy. 

Từ hai bài toán trên, ta lại có thể suy ra một 
số bài toán khác. Các bạn hãy thử nghỉ xem. 

Bây giờ ta trở lại bài ð, 6 và hãy chú ý 
nghiên cứu tính chất của các tam giác trong 


đó chiều cao bằng nửa cạnh đáy. Từ đớ, có 
thể phát biểu được bài toán sau đây. 


Bài 9. Chiều cao của một tam giác bằng 
nửa đáy. Có thể kết luận được những gì về 
độ lớn của góc đối diện với cạnh đáy đó. 


Góc ACB rõ ràng là không lớn hơn 909, 
Từ bài toán này, ta có thể nghỉ ngay đến bài 
toán sau. 


Bài 10. Trên đường thẳng MA song song 
với đoạn thẳng AB, hãy tìm một điểm C sao 
cho góc ACB có giá trị lớn nhất. 


Nếu xét về mạt hệ thức lượng giác thì bài 
toán 9 còn có thể phát biểu như sau ; 


Bài 11. Các góc A và B của tam giác ABC 
lên hệ với nhau theo hệ thức 


cigA + cíøgB = 2. Chứng mìỉnh rằng C < 90. 


Nếu thay đổi đi một Ít các giả thiết của 
bài toán 9 chẳng hạn nếu cho : 


1) h_:c=V8:2 

20: =1:92ý5 
ta sẽ thu được các bài toán sau : 

Bài 12. Chiều cao h_ và cạnh c của tam 
giác ABC liên hệ với nhau theo hệ thức : 
h„:c = Vễ :2. Chứng minh rằng C < 60. 

Bài 18. Các góc A và B của tam giác ABC 


lên hệ với nhau theo hệ thức 
ciøA + cígH = 28. Chứng mình rằng 
C <120. 


Các tính chất nêu trên đây của các tam 
giác cân với góc ở đỉnh 30° và 1509 cho phép 
ta giải được bài toán sau. 

Bài 14. Tính tang 15° mà không dùng 
đến bảng lượng giác và các công thức. 

Để kết thúc ta hãy trở lại hình vuông ban 
đầu. Các bài õ, 6, 7 gợi cho ta thấy rằng nếu 
lần lượt vẽ qua các đỉnh và h 
ở trong hình vuông những Ủ _ 
cát tuyến tạo với các cạnh 4Ÿ 
hình vuông góc 152 thì 
những cát tuyến này sẽ 
vuông góc với nhau từ đó có „— 
thể thành lập bài toán mới 
như sau : 


Bài 1ã. Qua các đỉnh của một hình vuông 
đơn vị và ở về phía trong hình vuông đó, ta 
lần lượt vẽ các cát tuyến 
AA,, BBỊ, CÓ, DD), tạo với các cạnh tương 





*; 
Hình 3 
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ứng của hình vuông góc lðỡ°. Chứng minh 
rằng các cát tuyến này tạo thành hình vuông 


: 1 
AzB;C,Ð, có diện tích bằng 7 (hình 8). 


Chú ý rằng các đoạn thẳng 
AD,,BA,CB,,DC, bằng 2— S và hình 


vuông mà có các đỉnh Ax B„, C, D; lần lượt 


là điểm giữa của các đoạn thẳng 
AA,, BB,, CƠ,,DD, cũng có điện tích bằng 
2-3. 

Cuối cùng nếu thay khái niệm hình vuông 
bằng hỉnh bình hành và xác định vị trí của 
các cát tuyến không phải theo góc 15° mà 
theo tỈ số của những đoạn thẳng được phân 
ra trên các cạnh hình bình hành thì sẽ đề 
xuất được bài toán có tính cách tổng quát 
hơn sau đây mà các bạn hãy tự chứng minh 
lấy. 

Bài 16. Từ mỗi đỉnh của một hình bình 
hành và ở về phía trong hình đơ, ta lần lượt 
vẽ các cát tuyến sao cho chúng chia các cạnh 


tương ứng của hình bình hành theo tỉ số 
1:(1 + Ý3). Chứng minh rằng : 

1) Các điểm giữa của những đoạn cát 
tuyến nằm ở phía trong hình bỉnh hành lại 
là các đỉnh của một hình bình hành mới, 


2) TÍ số diện tích của hình bình hành mới 
so với hình bình hành đã cho bằng 2 ~ V3, 


3) Diện tích của hình bình hành tạo thành 
bởi các cát tuyến bằng một nửa điện tích của 
hình bình hành đã cho. 


Tớm lại, đứng trước một bài toán, các bạn 
nên đào sâu suy kÏ cố gắng tìm được một 
phương pháp giải gọn ghê, hợp lí và chính 
xác nhưng không nên tự thỏa mãn với công 
việc này mà phải tiến lên, từ bài toán đã giải 
được đi sâu khai thác các khía cạnh và các 
trường hợp lí thú của bài toán, biết thay đổi 
giả thiết, lật ngược vấn đề, khái quát hóa 
bài toán để có thể đề xuất được nhiều bài 
toán mới mẻ. Đó là con đường tập dượt sáng 
tạo tốt nhất đối với các bạn. 


Viết dụa theo tạp chỉ 
"Tbán học ở nhà trường" Số 5/196. 


LIÊN PHẬN SỐ 


Cách biểu diễn số bằng phân số thập 
phân, mà các bạn quen biết, đã tỏ ra rất hiệu 
lực. Chẳng hạn trên các số biểu diễn bằng 
phân số thập phân ta thực hiện khá thuận 
tiện các phép tính. 

Nhưng một cách biểu điễn số, dù ưu việt 
đến đâu, cũng không thể biểu hiện được đây 
đủ bán chất các số và không tránh khỏi sự 
phụ thuộc vào hình thức biểu diễn. Bởi vậy 
trong khi nghiên cứu các số ở khía cạnh này 
hay khía cạnh khác, người ta còn dùng 
những cách biểu diễn khác thuận tiện hơn. 

Đưới đây chúng tôi giới thiệu với các bạn 
một công cụ biểu diễn số, có nhiều ứng dụng, 
gọi là liên phân số. 

Trước hết ta hãy xét các số hữu tỉ. Một 
số hữu tỈ có thế biểu diễn được bằng phân 
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LẠI ĐỨC THỊNH - NGUYÊN TIẾN TÀI 
(ĐHSP Hà NộU 


sốt (œ, b nguyên, ð > 1). Với cặp số nguyên 


œ, ð, b > 1 sẽ tổn tại duy nhất cặp số đọẹ rị 
nguyên sao cho ø = bq, +), Ö < rị < b. 
Cũng thế nếu rị # Ô thì với b, rị ta cổ g¡, r„ 
để b =rị qy †rạ, 0 < rị < rị. Tương tự nếu 
rạ # 0 có q,„ rị để rị = r„ q; +ry 0 < rị < R,, 
v.v... VÌ b > rị > ry >... > 0 dãy các số 
dương ở, rạ, r;... giảm dần, nên quá trình 
trên sẽ kết thúc sau một số hữu hạn bước, 
và ta có hệ thức : 


œ = bq, + 0<n<b 
b = nụ †r; 0 <ry<m 
rị = rạq; + rạ 0 <ry<r; 
Toa=Tg—g8—| ty Ô << Hy 
TT = nấy q, > ]. 





Nhưng hệ thức trên còn có thể viết : 














a— M) 1 
b“%a*y “+ 
- 
LẠ Ộ 
nh n 
& 
Mộc, h 
1 T8 24 7WMP 
Tụ 
TrTi — 
m„r — *& 
b3 1 
hay + =g, † ñ () 
q† 1 
qy † ——— 
thọ 
4< 
qy 


ta có một dạng biểu diễn mới của số hữu tỉ „ ! 
Gọi biểu thức bên phải của (1) với q,„ 

nguyên, g, ( = Ì, 2,... š) nguyễn dương và 

q„ > 1 là một liên phân số bậc & và kí hiệu 





là [g,; đụ... › đạ). 
Thí dụ : 
2) T8 = 2# —*T—— = l8; 8, 1,2, 4] 
3+ ï 
i1+—— 
2+2 
bì Tả =~8# “T=I-8;8,3] 
jrp 


Như vậy một số hữu tỉ bất kì biểu diễn 
được dưới dạng một liên phân số bậc š nào 
đó. Người ta còn chứng minh được sự biểu 
diễn đớ là duy nhất. Ngược lại nếu cho một 
tiên phân số bậc È, sau khi thực hiện các 
phép tính trong biểu thức (từ đưới lên) ta 
được kết quả là một số hữu tỈ. Vậy có thể 
đặc trưng một số hữu tỈ bằng một liên phân 
số bậc &. 


Đến đây chắc các bạn nghỉ ngay đến biểu 
thức vô hạn 


q#*———— @) 





là sự biểu điễn số vô tỈ. Đúng, ta sẽ gọi biểu 
thức (2) với g,, nguyên g\, 4;... nguyên dương 
là một liên phân SỐ vô hạn và kí hiệu [g, ; 
đạ› đ;...]. Nhưng bây giờ vấn đề không đơn 
giản nữa, ta có một biểu thức gồm vô hạn 
các phép tính hữu tỈ, trên các số hữu tỉ mà 
chưa có ý nghĩa gì. Để đạt được mục đích 
đã đề ra, ta hãy nghiên cứu các tính chất 
của liên phân số ! 


Giả sử đã cho một liên phân số hữu hạn 
hoặc vô hạn Íq, ; đụ; đạ...Ì (@®) 
Xét biểu thức 


4 


d.—= 
Sạ 

(nếu (3) là liên phân số hữu hạn bậc # thì 

w < k). Thực hiện các phép tính trong (4) 

(từ dưới lên) ta được kết quả là một phân 

số, kí hiệu là 


P 
ô,= ¡ nó là giỏn phân bậc n. Vậy 
n 
P, đẹ 
ĐT hếo đọ Sa 
P qq ¿+1 
ỡ¡= Ti TIÔN SóE) = 
Qị qì đị 
4/,+1_ ÍP,=qd„+1 
49,+0” 9¡=q9,+0 
h ? : 1 4;Pị + P, 
ÔNG. -.. 43:9, + 9, 
LỦq, 
=c 22 H71 su v.v 
9;=4;6@, + 9, 
Nếu đặt P_; = 1, Q_; = 0 có thể chứng 


minh được công thức truy chứng để tính các 
giản phân 
P .” qP, #1 +P._ 
9,=9,,_¡ +9,-; 
Tn nhận thấy, với chỉ số càng tăng thì 
giản phân càng gần đến biểu thức của liên 
phân số. Trong trường hợp liên phân số hữu 


hạn bậc È, thì rõ ràng giản phân bậc & bằng 
giá trị của liên phân số. Điều đó gợi ý cho 
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s21 (5) 








ta là trong trường hợp liên phân số vô hạn 
ta có thể coi giới hạn của dãy các giân phân 
khi chỉ số tăng vô hạn là giá trị của liên 
phân số. Nhưng vấn đề đặt ra là đây các 
giản phân có giới hạn hay không ? Nghiên 
cứu dãy các giản phân người ta thấy : Các 
giản phân bậc chẵn làm thành dãy đơn điệu 
tăng ỏ, < ð; < ổ,... còn các giản phân bậc 
lẻ làm thành dãy đơn điệu giảm ð, <ð; < 
ở,... và mối giàn phân bậc chắn nhỏ hơn một 
giản phân bậc lẻ bất kÌ. Cuối cùng người ta 
chứng minh được là khoảng cách giữa hai 
giản phân liên tiếp dần đến 0 khi chỉ số của 
chúng tăng vô hạn. Những điều đó chứng tô 
dãy các giản phân bậc chẵn và dãy các giản 
phân bậc lẻ đều tụ và cớ cùng một giới hạn, 
tức dãy các giản phân hội tụ. Ta gọi giới hạn 
của dãy các giản phân là giá trị của liên 
phân số vô hạn. Người ta chứng minh được 
giá trị của liên phân số vô hạn là một số vô 
tỈ và ngược lại mỗi số vô tỉ biểu diễn được 
duy nhất dưới dạng một liên phân số vô hạn. 


Vậy mỗi số thực biểu diễn được dưới dạng 
một liên phân số, liên phân số là hữu hạn 
nếu là số hữu tỈ và vô hạn nếu là số vô tỈ. 

Trên đây chúng ta đã giải quyết về 
phương diện lÍ thuyết sự biểu diễn số thực 
bằng liên phân số, và qua đó chúng ta cũng 
biết cách biểu diễn một số hữu tỉ thành liên 
phân số. Nhưng làm thế nào để biểu diễn 
một số vô tỉ thành liên phân số ? 


Để giải quyết vấn đề, ta đưa ra khái niệm 
phần nguyên của một số. Cho số thực ø, gọi 
là phần nguyên của œ kí hiệu là [œ] là số 
nguyên lớn nhất không vượt quá œz. Chẳng 
hạn ø = 7,152 thì [œ] = 7 ; œ = -6,15 thì 
[z] = -7; œ = Ý2 thì [z] = 1, gọi là phần lẻ 
của œ và kí hiệu {ø} là hiệu {a} = œ- [ø], 
rõ rằng 0 < {øz} < 1. 

Th có thể viết : œ = 


z] + {z} đạt 
ta} = a- (nếu {œ} z 0) thì ø, > 1 và ta lại có 
1 
a; = [ail+ {ơi} v.v... 


Nếu đặt [z] = q„ (z¡} = gụ,... thì ta có 
thể viết 


1 





œ=qạ+ 
q+— 


với g,„ nguyên, g,, g„ nguyên dương. 
Bằng cách như vậy ta có thể biểu diễn số 
thực bất kì thành liên phân số. 
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Chẳng hạn với 
z =YŠ có q„ = 2] =1 
1 


đy 


¬2=1+ 


1 
—*#¡ “Tz—T = Ý2 + 1 — [ai] =2 


—YZ+1=2+„— 
2 


1 
"*#;“V5-—T1 “2i — lœ;] = lz¡] =2... 
Tiếp tục ta sẽ có đ;y = Œ; = ơi, VÀ V.V. 
cho nên có : 
1 
1 
L. xà, 


a=Ÿ2=1+ 
2+ 


=[1;2,2.. ] 





Một liên phân số như trên (các phân tt 
của nó lặp lại thành chu kì) gọi là một liên 
phân số tuần hoàn. Vậy liên phân số biển 
diễn số V2 la liên phân số tuần hoàn. Nhưn; 
không phải bao giờ ta cũng gặp may máắi 
như vậy, người ta đã chứng minh rằần; 
những số đại số bậc 2 (nghiệm của phươn; 
trình đại số bậc hai và không nhái là nghiện 
của phương trình đại số bậc nhỏ hơn hai) vi 
chỉ chúng mới biểu diễn được dưới dạng liên 
phân số tuần hoàn. Cho nên với những s 
vô tỈ không phải là đại số bậc hai, nơi chun/ 
ta chỉ biết được một số phần tử đầu tiên củi 
liên phân số biểu diễn nó. Chẳng hạn z = [3 
7, 1, 1, 292,...] 2 = [1; 8, 1, ð, 1, 1,...]. 

Bay giờ chúng tôi trình bày một vài ứn; 
dụng đơn giản của liên phân số. 

I. Giải phương trình vô định ax + by = 
với q, b, c nguyên, a # 0, ö > 0. Bao giờ tị 
cũng có thể giả thiết ø, b nguyên tố cùn/ 
nhau (tức ước số chung lớn nhất của chún; 
bằng 1) và nếu phương trình này có mộ 
nghiệm nguyên riêng là z = +o và y = y„ th 
nghiệm nguyên tổng quát của phương trìnÌ 
này là : 

z=+,+bi 


y =#¿ — a¿ 
(các bạn tự chứng minh điều này). 


a + 
Giả sử sˆ Íq„ ; đụ... đ„Ì và ð,= LẠ 


P 
ð„= $ là các giản phân của nó. Xét hiệt 
" 


P,9,_ ¡— QựPy_ ¡ Theo công thức (5) ta c‹ 
T,9,—¡ ~ QỰP,_¡ = 


KT... _____ ỄẺỄẺỄẺỄẼỄẼễ .............._.._........._. 


= (Qựy _¡ +, ~2)Q,T—r~ 

~ (QQ,_¡ + Q_2)P, _ 
= ~Œ), _ 1y - ; — 9, _ rPy — ;) 

“Ta thấy biểu thức trong dấu ngoặc ở vế 
phải là biểu thức ở vế trái mà thay chỉ số * 
bởi ¿ - 1. Nếu áp dụng liên tiếp phép biến 
đổi đó thì ta được : P.9¿_¡— Q.P,_¡= 


= CC ỨP, - ¡9y - ¿ — Qự— #Py - ;) 

= (TUÊŒ, _ ;6, _ ; — $— zPy — 3) 

= C1,” 'Œ,g, - 9P) 

s. (T1 lq,P,, MỞ CC 4P,), 

Vậy Đ@ySìT 9Œ ~¡ = (C1 (6 

Đẳng thức (6) chứng tỏ : 

1) (P„,Q,)= 1 : VÌ nếu ở là ước chung 
của P¿, Q¿ thÌ nó phải là ước của vế trái (6) 


do đơ là ước của vế phải, Suy ra đ = 1. Vậy 
giản phân là phân số tối giản. Từ đó nếu 


a 


ÿ là phân số tối giàn thì từ 2 


Tạ 
p "họ ra 
a=P,,b=Q.. 
Đặc biệt lấy & = m thì (6) có thể viết : 
#29, —¡T Quy Sẽ,” 1~ 
¬* th ĐT tm-y=( 
và do đó 
a[(—I'~ !sq,_J] + 6{(~Ƒ'eP„_ ¡] =e. 
Rõ ràng là x„ = (—1}'~ lọ 


n—[ 
J2“ (TUƑcP„,_ 1 
là một nghiệm của phương trình. 
Ví dụ : Giải phương trình 
43x + 37y = 21. 


3 
Khai triển Ÿ thành liên phân số theo 
phương pháp trên, để cho gọn ta viết 


43, 37 
I5 —- 
37 i6 1T 
LS—— 
43 
6|1 6 Vậy z7 =[1;6, 6] 
6 


Để tính các giản phân ta lập bảng sau : 








xa. 
1 | 8. 
[8=] | 
dòng thứ nhất ghi chỉ số *È, dòng thứ hai ghi 


các giá trị q„ tương ứng ở đây đ$¿= 1, 4= 6, 
4; = 6. Dòng thứ 3 ghi P, bằng cách sau : 
ta ghỉ P_, =1,P,=q,= 1 còn P, với È > 1 
có được bằng cách lấy g ở đồng trên nhân 
với P,_¡ cộng với P,_ ;: Chẳng hạn P.= 
=6x 1+] =7. Cũng như thế đòng thứ 
tư gồm các Q¿ tương ứng. 


Ö đây n = 2 Q„_,= Qi=6,P, 


" 


-1Ð ?ị= 1. 
Vậy theo trên ta cớ một nghiệm của 
phương trỉnh là : 
o= 121 x 6 = ~126 
#¿ = C221 x 7 = 147. 
Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là : 
z =x„ + 87 = 37—126 
ý =y„ — 48 = 147 — 48 


L3 


1. Biểu diễn xấp xi số thực bàng các giản 
phân. 


P 
Cho ø là số thực, -~ là giản phân bậc „ 
Ll 


của liên phân số biểu diễn số đ, 
thấy 


người ta 
1 ' Tạ . 

=—=—=——_«la-=—* — 

S6;..+ 6) |“— S, |“ gy, 

Như vậy, nếu dùng giàn phân để biểu 

điễn gần đúng số thực thì ta biết được cả 

cận trên và cận đưới của sai số, Người ta chứng 

P 

mình được rằng mỗi giản phân bậc n, —— biểu 

" 


diễn xấp xỈ œ tốt nhất so với các phân số cớ 
mẫu số nhỏ hơn hay bằng Q„. Có nghĩa nếu 


ö<@, thì 
Lư 
|z~@)*|=~ | 


với mọi phân số - Như vậy ta cớ thể dùng 
giản phân để biểu điễn xấp xỉ số thực với độ 
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chính xác cao, bằng những số không lớn lắm. 
Chẳng bạn ta biết x = [3 ; 7, 15, 1, 292,...} 


các giản phân của nớ là xỐ =3 Bế “oi 
` S9,” 
Fy _ 883 F3 _ 966 D laNg 
Q; ° 106 Q; ” T18' @„ “ '33102 
do đó 
__2!_Ix— 9921. 
r- si |*~ | 
Đụ 
“ TTãx 33102 “ 0.0000003 , 


như vậy dùng giàn tà HS F biểu diễn số 


z ta mắc sai số nhỏ hơn một phần triệu. 
Muốn biểu diễn bằng phân số thập phân 
với sai số như vậy, phải dùng số 3,1416926 


15707968 
hay phân số "5000000 


Trên đây mới chỉ là vài nét sơ lược về liên 
phân số. Nhiều công trình của các nhà toán 
học lớn như Ole, Lagơrăng, Galoa... về liên 
phân số, đã làm cho liên phân số trở thành 
một công cụ có hiệu lực trong nhiều lĩnh vực 
toán học. 


NGUYÊN LÍ DIRICHLET 
"NHŨNG CHIẾC LỒNG" VÀ "CÁC CHÚ THỎ" 


Khi chứng mính các bài toán thường 
người ta dùng một phương pháp rất thuận 
lợi, đó là phương pháp Dirichlet (Pête 
Gutxtap Legien Đirichcơlê (1805 ~ 1859) 
nhà toán học Đức nổi tiếng). Dạng đơn giản 
nhất có thể phát biểu như sau : Không thể 
nhốt 7 chú thỏ ào 3 chiếc lồng, sao cho 
trong mỗi lồng có không quá hai chú thỏ. 

Bây giờ ta sẽ giải một số bài toán bằng 
cách chọn các chú thỏ thích hợp và nhốt vào 
những chiếc lồng tương ứng. 

1. Trong lớp có 30 học sinh. Khi viết 
chính tả em Xuân phạm 13 lỗi, còn các em 
khác ít lỗi hơn. Chứng minh rằng có Ít nhất 
là 3 em học sinh đã mắc một số lỗi bằng 
nhau (kể cả những người viết 0 lỗi). 

lô) đây "thỏ" tức là các em học sinh, còn 
"lồng" là lỗi đã phạm phải. 

Trong "lồng" 0 ta nhốt tất cả những em 
viết chính tả không lỗi, trong "lồng" 1 nhốt 


tất cả các em phạm 1 lỗi, trong "lồng" 2 nhốt 
tất cả các em phạm 2 lỗi, v.v... cho đến chiếc 
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LÊ ĐÌNH THỊNH 
(dịch) 


"lồng" thứ 13 ta chỉ nhết mình chú "thỏ" 
Xuân. 

Bây giờ chúng ta ứng dụng nguyên tấc 
®Đirichcơlê (chú ý là chỗ này rất quan trọng). 

Ta sẽ chứng minh bài toán bằng phản 
chứng. Giả sử rằng không có ba em nào viết 
chính tả phạm cùng số lỗi như nhau, điều đó 
có nghỉa là trong mỗi lồng 0O, 1,..., 12 có Ít hơn 
3 học sinh, khi đó trong mỗi lồng có không 
quá 2 học sinh và trong số 13 lồng cá không 
quá 26 em học sinh, cộng thêm em Xuân nữa 
cũng chưa đầy 30 em : Điều đó mâu thuẫn. 

Cơ thể khẳng định rằng có đúng ba em 
học sinh cố cùng số lỗi như nhau không ? 
Tất nhiên là không. Có thể là trừ Xuân ra, 
còn tất cả các em đều viết chính tả không 
lỗi. Có thể nơi rằng Ít nhất là có 4 em ở 
trong cùng một lồng hay không ? Cũng 
không. Lớp học có 3 người viết không lỗi, 3 
người viết 1 lỗi, 3 người viết 2 lỗi, 2 người 
viết 3 lỗi,.. 2 người viết 12 lỗi và 1 người 
viết 13 lỗi thỏa mãn đầu bài toán. 





- 9. Ở Matxcdva có khoảng 7,1 triệu dân, 
Trên đầu mỗi người có không quá 100.000 
sợi tóc, chứng minh rằng ở Matxcơva có ít 
nhất là 70 người có số sợi tóc trên đầu như 
nhau. 


SỰ QUEN BIẾT 


Ta xem sự quen biết là đối xứng giữa mọi 
người, có nghĩa là nếu Mai quen với Hồng, 
thì Hồng cũng quen với Mai. 


ở. Chọn ö người tùy ý. Chứng minh rằng 
Ít nhất là 2 người trong số đó có số người 
quen (trong ð người đã chọn) như nhau, 

Th dựng 5 "chiếc lồng" O, 1, 2, 8, 4. Giả 
sử số thứ tự của những "chiếc lồng" bằng số 
người quen của người ở trong lồng đó. Có 
hai trường hợp có thể : Có người không quen 
với 4 người còn lại hay là không có người 
như thế. Trong trường hợp đầu trong chiếc 
lồng 4 không có ai cả (không thế thì những 
người ngồi trong lồng 4 và lồng 0 quen nhau 
mất) và 5 người bị nhốt trong 4 "lồng". Trong 
trường hợp thứ hai họ cũng bị nhốt như thế 
(vỉ "lổng" 0 trống). Theo nguyên tác 
Đirichcơlê ít nhất là có hai người ở trong 
một lồng. 

4. Trong cuộc thi đấu bóng đá có 10 đội 
tham gia. Cứ hai đội trong số đó phải đấu 
với nhau một trận. Chứng minh rằng, trong 
mọi thời điểm của cuộc đấu đều có hai đội 
đã đấu được một số trận như nhau. 

TÍNH CHIA HẾT 

6. Chứng minh rằng trong số 12 số tự 
nhiên bất kì có thể chọn hai số có hiệu chia 
hết cho 11. 

Khi chia cho 11 ta cớ một trong 1] dư số 
là 0, 1, 2,..., 10 ta cớ tới 11 số, do đó theo 
nguyên tắc Dirichcơlê phải tồn tại hai số có 
cùng dư số. Hiệu của hai số đó sẽ chia hết 
cho 11, 

6. Người ta viết 5 số tự nhiên vào một 
hàng : Ø, đ„, ở;, đy, d,. ChỨng mính rằng, 
hoặc một trong các số đó chia hết cho 5, hoặc 
tổng một số số tự nhiên kề nhau chia hết 
cho 5, 

Xét 5 số 


đi, 
ay +a,, 

đi +a, +, 

ki +a, +ơa + dạ, 


ai †+ơy+a, +a¿ tức, 


Nếu một trong các số đó chìa hết cho ð 
thì bài toán đã giải xong. Trong trường hợp 
trái lại, khi chia cho 5 mỗi số cớ ] dư số nào 
đó trong 4 số : 1, 2, 3, 4. Theo nguyên tác 
Dirichcơlê ít nhất 2 trong ð số đó có cùng 
dư số. Nhưng hiệu hai số đó hoặc là 1 trong 
những số đã cho trong đầu bài, hoặc là tổng 
một số số kề nhau. 


7. Chứng minh rằng trong 52 số tự nhiên 
có thể chọn hai số, sao cho tổng hoặc hiệu 
của chúng chia hết cho 100. Mệnh đề đớ cớ 
đúng không, nếu ta chỉ lấy 5] số ? 


HÌNH HỌC 


8. Trong hình vuông cạnh 1m lấy ð1 điểm 
tùy ý. Chứng minh rằng tổn tại 3 điểm trong 
một vòng tròn bán kính 1/7.m. 

Chia hình vuông thành 95 hình vuông 
nhỏ bằng nhau (với cạnh 1/5.%). Th sẽ chứng 
minh rằng trong một hình vuông nào đó cớ 
Ít nhất là 3 điểm trong số 51 điểm đã cho. 
Ứng dụng nguyên tắc Dirichcơlê : nếu như 
trong mỗi hình vuông (ở trong hay ở trên 
cạnh) có không quá hai điểm thì tổng số các 
điểm trong hình vuông không quá 2 x 25 = 50 
điểm mất. 


Ngoại tiếp hình vuông nhỏ cớ ít nhất 3 
điểm đã cho đó một vòng tròn, bán kính của 
vòng tròn đó bé hơn 1/7.m. 


9. Trong hình vuông cớ cạnh là 1 lấy 101 
điểm tùy ý (không nhất thiết là các điểm 
trong) ; không cớ ba điểm nào thẳng hàng. 
Chứng minh rằng tồn tại một tam giác với 
đỉnh tại các điểm đã cho, có diện tích không 
lớn hơn 1/100. 


Bây giờ là một số bài toán mà khi dùng 
nguyên tắc Đirichcơlê phải biến về dạng 
hình học. 

10. Một số cung của một vòng tròn được 
sơn đen. Tổng độ dài của các cung sơn đen 
đó bé hơn nửa vòng tròn. Chứng mỉnh rằng 
tổn tại một đường kính có hai đầu không bị 
sơn đen. 


Ta sơn xanh những cung đối xứng với các 
cung đen qua tâm của vòng tròn. Vì tổng độ 
dài của các cung xanh bằng tổng độ dài của 
các cung đen, nên tổng độ dài các cung bị 
sơn bé hơn độ dài của vòng tròn. Điều đó có 
nghia là (nguyên tắc Điricheơlê) tồn tại một 
điểm chưa bị sơn. Đường kính đi qua điểm 
đó, chính là đường kính cẩn tìm. 
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"Xét đoạn thẳng AB. Giả sử trên đó có 
một số đoạn đen với tổng độ dài là 1,ỗ AB 
khi đó một điểm nào đó của đoạn AB sẽ nằm 
trên Ít nhất là 2 đoạn đen". Biện luận đớ 
giúp ta giải bài toán sau đây : 

11. Trong hình vuông ABCD với cạnh 
lem có một số vòng tròn, tổng bán kính của 
nó là 0,6cm (các vòng tròn có thể giao nhau 
hay trùng nhau). Chứng mình rằng tổn tại 
một đường thẳng song song với AB, cớ các 
điểm chung với Ít nhất là hai vòng tròn. 

SÓM HAY MUỘN SẼ PHẢI LẶP LẠI 


12. Cho dãy số 1, 1, 2, 3, ð, 8, 13, 21, 34, 
55, 89,..., trong đó mỗi số bát đầu từ số thứ 
ba bàng tổng hai số đứng trước nó. Có tìm 
được trong 100.000.001 số hạng đầu của dãy 
số đó một số tận cùng bằng 4 số không hay 
không ? 

Xét dãy dư số của những số đã cho, khi 
chia cho 10.000. Kí hiệu dư số của số thứ ø 
là a„:đi = Ì, a; = 1,ø, = 8, Gịạ = ðð, v.v... 
Có tất cả 10.000 dư số khác nhau. Số cặp 
dư số khác nhau là 10.0002 = 100.000.000. 
Xết các cặp G0 ¡ G20 ì Giữ, ; ... ÿ 
#loo000001 7 20ooooooa Theo nguyên tắc 
Đirichcơlê, trong số 100.000.001 cặp dư số 
đó, có Ít nhất là hai cặp trùng nhau : 


MỘT PHƯƠNG PHÁP 


Khi giải phương trình 
16z! - 32x) + 8x2 + 8x +1 = 0 


bằng cách chia cho z2 và đặt y = 4x = -lx, 
ta đưa được nó về một phương trình bậc hai 
đối với y. Phương pháp này có vai trò quan 
trọng khi giải toán vì nó đưa việc giải 
phương trình bậc cao về giải phương trình 
bậc thấp hơn. Tuy nhiên cũng có phương 
trình không giải được bằng phương pháp đó, 
ví dụ phương trình 


z9 + 2x2 - 12x2 ~ 18x + 43 = 0. 


Vấn đề được đặt ra là : Các phương trình 
có các hệ số như thể nào thì áp dụng được 
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0 = đ„uy, „¡=0 ,ị, trong đó k và m bể 
hơn 100.000.002, * bé hơn m. Theo đư số 
của tổng và của một số hạng, dư số của số 
hạng thứ hai được xác định duy nhất (hy 


kiểm tra xem), bởi vậy 
G Ty t„—ịc0,—2 S0, v.v... cho đến 
dạ= 1=a„_y;.ữ =1=d„_„.¡. Bây giờ 


thì rõ (tại sao ?) là a„ =0 
13. Chứng minh rằng tồn tại một lũy thừa 
của số 29 tận cùng bằng các chữ số 00.001, 
BẢNG 
Trong bảng n x œ ô đặt các số tự nhiên 


từ 1 đến ø?. Người ta quan tâm đến mệnh 
đề sau đây : 


"Với mọi cách xếp đặt đều tồn tại 2 ô có 
chung cạnh, sao cho hiệu các số ở hai ô đơ 
lớn hơn 5". 


14. Chứng minh mệnh đề đó 


8) với n = 10 
b) với mọi n > 10 
c©) với n = 9 


15. Phủ định mệnh để đó khi n = B 


Tác giả không biết mệnh đề đó có đứng 
cho n = 6, 7, 8 hay không ! 


GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 


TẠ VĂN TỰ 
(Hà Nệi) 


phương phép trên ? Kết luận sẽ được nêu 
bằng các mệnh đề sau đây : 
Mệnh đề 1. Cho phương trình bậc 2n 
fŒ) = dự?” +ax?t TT +... + a2 +... + 
† ay„ ¡xay =0. 
Nếu có số £ z 0 sao cho 


g.„ 


q n +j 


H~ƒ = 
thì phương trình trên có thể đưa được về 
một phương trình bậc n. 


Chúng minh. Theo già thiết : 8, = gu", 
nên từ ø z# 0 và ¿ z 0 suy ra ø„„ z 0. Như 


với mọi j = Ì, 2,... n, 


vậy z = 0 không phải là nghiệm của phương 
trình, ta có phương trình tương đương (bằng 
cách chia cho +?) : 





đu  đờy 
+ „=1 Tam h 
hay 
(sz”+-)+ +(22) + 
+ (a, + c—) +ay=0 


Theo giả thiết : ø, _, =d„ + (1 <7 « n), 
nên phương trình trên tương đương với : 


đa. [ (Œxỳ'+ 2] +«-+an„ ,Ï (@x}+ 7] +..+ 


hay 
đ„Y„+... + đu. /.† .. †đ„2 JŸ,† a= 0 
với 

Y.= (S +— (1 <&j Sn) 

¡= (tay . <j <sn). 


Theo nhị thức Niu-tơn 
(a + bỷ = C?a) +... + Cai — tụ + ...+ G/, 
Ta có 
( + Äj/= (x}+iC|(SỶ” ?+C?@uỷT “+..+ 
4 1 
- 
với È là số tự nhiên và 0 < & < j. 
Từ đó ta có 





+#O(„ý +... +#Ø~* 


_=: 1\ý 
MU TỦ (AE) ế 


- [“2J@y=?+d~!'—S] —..— 


„T2 
h h 1 
= —2 _—— 
[#đe@ +0 7-#1- 
hay 
= Y/ — ¿ƠI ¬^ ~ 
Ýị= VỊ ~ (CÝY) _; T— .. ST PCỦY,_„— a. (1) 
Từ (1) với j = 3 và j = 2 ta có 
Ÿ‡ = YỆ — !C}Y, (2) 
l5-T€TH 


.--=Ặ-DỤ..1...,....1. 


Y, = Yƒ T— tC} (3) 
Từ (1), (2), (3) bằng cách truy hồi ta có 
thể biểu diễn được mọi Ÿ; qua Ÿ; với số mũ 


cao nhất của Y, là ø. Vậy phương trình đưa 
được về dạng fŒ\)) = 0 với số mũ cao nhất 
của Y¡ là z. Đớ là điều cần chứng minh. 

Ví dụ 1. Giải phương trình 

16zŠ ~ 8x” - ö6xŠ + 16xŠ + B2x4 — x2 _ 
- 142 +x +1 = 0. 

Th thấy với £ = -3 = X.. G;jg„ = (3), 
đjÍa; = (~2)2, a qÍay = (-2)”, thỏa mãn giả 
thiết của mệnh đề 1, Vậy có thể đưa phương 
trình về một phương trình bậc bốn. 


Th có phương trình tương đương 
1 1 
bà Ta = —\—= 
(1& +.) + ( 8+) 


~14(42+ Š)-8 (+z)+52=o 


nên phương trÌnh trên tương đương với 
1 1 1 

(2-5) **(2-%)=*(2¬3)'- 
_ 2(š~%) tá=0 


1 
Đặt Y = — — 2z thì có 


Y†+Y2-6Y?-2Y+4=0 
Ta lại có ý = -1/2 thỏa mãn giả thiết của 


mệnh đề 1. Vậy ta có phương trỉnh tương 
đương 


(2+3) +(Y-)-6=0 
đưa được về 
Z?2+Z- 9= 0với 2 = Y- 9/Y. 
Phương trình có nghiệm Z = 1 và Z = -2. 
Từ Z tìm ra Y và cuối cùng tìm ra 8 
nghiệm của phương trình là : 
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-1+Ý5 


#ị = 1%; = -Ủ2,x;„=——2 


_1-V3+Vi2-38 


#6 4 
1+3 +V12+ 2/8 
RE. ng 
Ví dụ 3. Giải phương trình 
96x + 24{3x3 — 5x2 + 6x + 2 = 0. 


Ta thấy ¿= 43 thỏa mãn giả thiết của 
mệnh để 1, nên đưa được về việc giải phương 
trình bậc hai. 

Để hoàn thiện phương pháp, các bạn hãy 
tự chứng minh mệnh để sau đây. 


Mệnh đề 2. Phương trình bậc 2z 
f@) = œx”t + ax?!TÌ +... +a =Ô 


muốn đưa được về một phương trình bậc 


bằng cách chia cho +” thì điều kiện cẩn là 
có số £ # 0 sao cho 


=. +j với mọi j = 1, 2,..., m. 


Một số chú ý : 

1. Cần chú ý dấu của các hệ số : g„„ và 
ở„„_ „„ phải cùng dấu thì mới sử dụng được 
phương pháp trên. 

2. Nếu có thể thì dùng phép thế dạng 


y=+“ sau đó mới dùng phương pháp trên. 
Ví dụ phương trình 


16x12 - 82x? + 8x5 + 8x3 + 1 = 0 
nên đưa về 
16y° - 82y) + 8y? + 8y +1 = 0 
rồi mới áp dụng phương pháp này. 
Cuối cùng xin đưa ra vài phương trình để 
các bạn áp dụng phương pháp trên : 
1) xẾ + 2x3 - 2x? + 10x + 25 = 0. 
2) 5ý8x† + x2 — 10 7Tx2 — 2x = 47B = 0 
3) 5x12 + 4x? - 18x6 - 12x2 + 45 = 0 
4) 8x5 - 16x) + 2x' + 12x? + 8x2 - 36x + 
+97 =0. 
B) 2x8 + 9x7 + 20x65 + 33x) + 48x! + 
+ 66x? + 80x2 + 72x + 32 = 0. 


VÀI VẤN ĐỀ VỀ SO SÁNH CÁC SỐ 


So sánh các số, nhất là các số lớn là một 
việc rất khó khăn và phức tạp. Đặc biệt các 
số đó lại ở dạng không cố định thì việc tìm 
các dấu bất đẳng thức giữa chúng lại càng 
khó khăn. Thế nhưng trong chương trình 
toán ở trường phổ thông lại rất ít đề cập đến 
vấn đề này. Qua bài báo này tôi muốn trao 
đổi với các bạn phương pháp giải một số bài 
toán đạng đó. 

Bài toán 1. Số nào lớn hơn trong hai số 


Làng 2100 


2 sà38 


Lời giải. 'Ía sẽ chứng mình rằng 23” > g2”, 
Thật vậy, từ (3/2)? > 2 
ta suy ra 


(3/2190 > 2 hay 3100 > 2.2100, 
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NGUYÊN VIẾT THÀNH 


Từ đó 


310 219 


229x428 y g2 (đpem) 
Bài toán 2. Số nào lớn hơn trong hai số 
B!10 + 619 uy 710 
Lời giải. 
Cách 1 : Tu chứng mỉnh rằng 
B10 + g10 „ 710 
Thật vậy, ta có ð!2 + 619 < 2.610 


Vậy điều cần chứng mình tương đương 
với 


2.610 < 710 gay (7/610 > 2 

Theo bất đẳng thức Becnuli, ta được 

(7/6110 = (1 + 1/6)19 > 1 + 10. 1/6 > 2 
đó là điều phải chứng minh. 





Cách 2 : Ta có 5° + 6? = 341 < 843 = 72 
hay (5/7)? + (6/73 < 1 

Mặt khác 

(6/719 < (ð/7)3 uà (6/719 < (6/73 . 

Từ đó 

(5/7)! + (6/710 < 1 
nghĩa là 
B10 + @10 < 710 : 

Bài toán 2 không phải là bài toán quá 
khó, song lời giải của nó là cơ sở để ta suy 
nghĩ giải các bài toán tổng quát hơn. 

Bài toán 3. Số nào lớn hơn trong hai số 
1U+2?+..+9! oà 101, 

Lời giải. Trước hết ta nhận thấy rằng nếu 
có một số # nào đó sao cho 

12+27+..+!< 10 
thì với mọi số m > œ ta đều cớ 
1t +2 +... ƠP c 100, 

Bây giờ, bằng phép thử trực tiếp, ta được 

1+2..+9> 10,12+22+..+92 > 102, 

1+2?+..+9Ø > 82+? = 720 +B12 > 10, 

Như vậy, với n tương đối bé thì bước thử 
đó làm cho các ước vọng sử dụng các nhận 
xét của ta mất hiệu quả, song với n = 7 ta 
Có : 

Iĩ +37 < 8Ï, vì thế l? + Ø' + 8? < 28† < 47, 
tiếp tục quá trình đó, bằng cách sử dụng bất 
đẳng thức Benuli thì 1” +27 +... + 87 < 2,87, 
2.87 < 9? và 2.9? < 107, tức là 17 + 27+, 
+ 8 < 107, Với n = õ thì lỗ+ 25+ .,.+ 95 > 105 
do có bất đẳng thức 0,9% + 0,8 + 0,72 >1. 
Các bạn hãy tỉm lấy trường hợp n = 6. 

(Trả lời : 15 + 25 +...+ 9 < 10%) 

Vậy ta đi đến đáp số là 

¬ _ Với 1 < " < 5 
1?+?2+..+ 9> 10 

- Với n > 6 thì !1+2'+..+9!< 10 

Bài toán 4. Số nào lớn hơn trong hai số 


thì 


+ 
1+22+82+.. + 10001999 gy 22 
Lời giải. 
Ta có 





vì 219 = 1024 > 103 


và 2 = 64 nén 216 > 64000 
2 
2z 
nghĩa là 22 > 264000 
Mặt khác 
1+22+ 83+... + 10001990 < 1000, 10001900 


= 10001001 { (221001 ~ 210010 
Do 264000 _ 210010 


2 

z 
Nên 1+22+ 82+... + 10001000 ~ 22” 
Bài toán õ. Số nào lớn hơn trong hai số 


2 22...2 
2 ? n 
2 và 22....2 
——>›— 
n 


Lời giải. Ta hãy đặt 


m—— 
và b,=22...2n 
c—— 
„_r 


Khi đó 
a =2, =4, da = 16, œ, = 65536; 
ð¡=4. 
Như vậy dễ thấy rằng 
øi <ðI, đ;<Ò2, gay <Ð‡, d,< bự 


Th hãy xem a, uờ b,, ta có : 


ũ; = a24 — 265536 : bẹ = 929222222 
Ta chứng minh ø, < bc. 


Thật vậy, vì 22222 > 1024 = 210 
nên 
999922222 - (21022222 = 3222220 -, 265536 


tức là by >a. 
Ta hãy chứng minh rằng với n > 6 thì 
đu >ÐU. 
Ta có 22... 2 < 10n 


—>— 
TL 


bạ < (1091) = 1ợ9”) < (2997 
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nên 


= 9.22 ¿g2 


2n 


tức là b„< 92", 


Mặt khác ta luôn có ø, _ „ > ðn với n >6 


2n —2 


do đơ a, =9” 7 x22” xi, 


Vậy ta cố kết quả 
~Với 1 <n < ð thìa <b„ 


— Với 6 < n thÌ a„ >ö,. 


Bây giờ bạn hãy chọn lấy một dãy số tự 
nhiên liên tiếp &, # + 1,..., & +n với š > 2 
và lập các số theo quy luật sau : 

k*n (+ 
#Œ*I} và (@&+1)&@*2 

Bài toán 6. Hai số vừa lập được thì số 
nào lớn hơn. : 

Lời giải. Ta sử dụng bất đẳng thức : 

với k<n thì # > Nn 


mà đã có lần chứng mỉnh trên báo Toán học 
và tuổi trẻ, 


Trở lại bài toán, ta hãy đặt 
kin 
a=(@&+1j&+2 

thì bài toán đưa về so sánh hai số È2 uờ a# 
với È, a > 1. 
Rõ ràng #2>ø# (vÌ nó tương đương với 
{WE > ẢNn ). 

Bây giờ cũng với dãy số đó, song ta lập 
các số theo một quy luật phức tạp hơn. 


Bài toán 7. Số nào lớn hơn trong hai số 


kèn 
@+i—p†£#£D 
@œ+i#C©Ð 
ktn 
q27 
về @+i+iy€9 
trong đó k > 1, l1 < ¡ <n. 
Lời giải. Ta hãy đặt 
* +i—1 
a=g&+ 
* +ta 
và b=(E+i+y@tit3ỷ 


thì rõ ràng ø > 2 uờ b >2, và bài toán đưa 
về so sánh hai số 


&+i+ 1) &+1” 


6 
(+ và ( ti + U# 
Trước hết ta hãy chứng mỉnh rằng với 
k>l,ơ>2,b>2thl 


aŒ+¡+ Ð” „ 2y@+ 0° 


Thật vậy, do ( +¡ + 1 >(&+ÙP +1 
nên 


ga +‡* Ù° „ gŒ&+j)°+1— 


=ø.a(+Ð° „ sak+T? 


Trở lại bài toán ta thấy : 
¡+ nổ ô 
k+i+ I k+I 
& + 0# ng >(@k+02“ v” 


k b & b 
=@2+ 2M +7) y + + 1y 8 
Bài toán được giải quyết xong. 


DÙNG HỆ THÚC VECTƠ ĐỂ XÁC ĐỊNH CÁC ĐIỂM 
ĐẶC BIỆT TRONG TAM GLIÁC VÀ TRONG TỨ DIỆN 


Trong nhiều bài toán hình học phẳng 
cũng như không gian, phương pháp vectơ tỏ 
ra rất có hiệu lực. Để giúp các bạn có thể 
vận dụng được phương pháp đó, bài này sẽ 
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NGUYÊN CÔNG QUỲ 
(Đại học Sự phạm T'P. Hồ Chí Minh) 


nêu lên cách xác định bằng vectơ một số 
điểm đặc biệt như trọng tâm, tâm các đường 
tròn (hay mặt cầu) ngoại tiếp, nội tiếp, bàng 
tiếp... của tam giác (hay tứ diện). 





I - Trước hết chúng ta bát đầu bằng 
những bài toán trong mặt phẳng. 


1. Xét bài toán sau đây : Cho một điểm 
M nằm trong một tam giác Ai 4; A+. Hãy xác 
định các số thục kị, hạ và hy không dồng 
thời bồng 0 sao cho. k, MÀ, = 0 


(kí hiệu 2` ở đây và suốt trong mục 1 được 


3 
hiểu là tổng » }› 
¿=1 

Trước hết ta thấy rằng nếu (ị, È*;, #3) 
là một bộ số thực thỏa mãn hệ thức đã cho 
thì mọi bộ số thực (4#,, Ak„,#;) trong đó Â 
là một số thực khác 0, đều thỏa mãn hệ thức 
đã cho. Vì vậy nghiệm của bài toán được xác 
định sai khác một thừa số khác 0. 

Để giải bài toán này, ta hãy gọi 3, là giao 
điểm của đường nối M và đỉnh A, với cạnh 
đối diện @ = 1, 2, 8) ; 9.628 theo thứ tự 
là diện tích các tam giác 
MA.A+, MA,A, uà MA;¡A, (hình l), 
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Hình 1 
Nếu N, uà X; lần lượt là chân các đường 


vuông góc hạ từ A; uừ A; xuống AB, thì 
~ ANJA2N;= — (1/2) A2N, . 
MA/(1/2) AM; MA, = — sg/s,, 


Nếu P là một điểm bất kÌ trong mặt 
phẳng thì hệ thức 


_ —_> 
BỊA//BIÁ+ = — Sa/82. 


BỊÃB.Ã„= 


ÖẨcó _„ thể viết thành 
Œ, — PR)/ŒÁ, -PỀ )=— #;/ê; từ đó rút 


ra (8; + sa) PŠ, =9; P, +ø2PA,. (1) 

Ta hãy chọn P là điểm chia đoạn _A¡ 
theo tỉ số — (s;†s;)/e, , tức là BÀ J/PẰ, = 
= — (8;† s2)/e¡ hay 


_—> ~ 
ø,PÁ; + (s; + a2) PB, = 0 


Hệ thức này cùng với Ga) cho ta 
s,PÄ,+ a,PÄ.+ s,PÄ =0 hay Ÿ s;PÄ = 0 (2) 

Như vậy, điểm P xác định bởi bệ thức (2) 
nằm trên đường thẳng A,B,. 


Để ý rằng trong hệ thức (2), các chỉ số 1, 
2, 3 có vai trò như nhau, nên bằng cách 
tương tự ta cũng chứng mỉnh được điểm P 
xác định bởi hệ thức (2) cũng nằm trên các 
đường thẳng A,B, ờ AzB;. Nơi cách khác 


điểm P xác định như vậy chính là điểm M 
đã cho. ® 


Như vậy là ta đã chứng minh được rằng 
k, tỈ lệ với ø @ = 1,2, 3), và uới mọi điểm 


M nằm trong tam giác AA2A, ta có hệ thức 
SuÏÀ,~o 


Nếu ØO là một điểm tùy ý trong mặt 
hẳng _tỊ thì hệ thức trên có thể viết thành 
Su (OÄ3-ØÏD=0 từ đó rút ra 
OM = Sas,OÀJ)s,= sÕÄJS với S là 
điện tích tam giác A;A;A;. Để cho gọn ta 


sẽ quy ước kí hiệu theo vectơ bán kính tức 
là viết OM = M. ÓA, =4,. Như vậy hệ thức 


trên có thể viết thành 
=4 
M=SsA/S Œ) 
2. Trường hợp điểm Aƒ nằm ngoài tam 


giác AA;A; . Bằng đường lối tương tự trên 


ta dễ dàng đi tới kết quà sau đây. Nếu ta 

đánh số các miển của mặt phẳng như ở hình 

„ thì trong trường hợp M thuộc miền œ, hoặc 
đ`) thì hệ thức VI được thay thế bởi. 


- s/A ¡†+ 9;MÃ, + sMÃ, = 0, còn (T) 
thì được thay, thế bởi các Ì hệ thức 

M= TẮn 8 >rr + s;Ã + s;Ã2/S nếu M € øi, 
hoặc M⁄= (+ T— s„Ä2— 8ạ Aa)/S nếu M € z`, 
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Trường hợp M nằm trong các miền khác 
cũng được giải tuyết tương tự. Còn nếu AM 
nằm trên một hoặc hai trong những đường 
thẳng A.A., A+x4,, Á, 4, thì các hệ thức () 
và (I') vẫn đúng. Lúc đó sẽ có một hoặc hai 
trong những số s, bằng 0. 


3. Bây giờ ta hãy vận dụng các kết quả 
đã thu được để xác định các điểm đặc biệt 
trong tam giác. 


a) Nếu điểm Ä trùng với trọng tâm GŒ 
của tam giáí A;4A4, thÌ rõ ràng 
8; =8; =s¿ và ta thu được các kết quả quen 
thuộc 

SG, =0 sờ đ= VAjJ8. 

b) Nếu điểm M trùng với tâm 7 của đường 
tròn nội tiếp tam giác A,A4;4; thì 
9Ị /Øị = 8;Í0; = saja„ = r/2 trong đó 
0øị=A;A+, đ, = A;zÂ¡, 0+ = A/A„ và r là bán 


kính đường tròn nội tiếp. Hệ thức (D trở 
thành 


=> 
SajÄ,=o @ 

Để ý đến các hệ thức aih, = œ;h„ = a;h; 
(h là đường cao hạ từ A) và 


ø,/sin Ar= Az/sinA, = a2/sin 4; ,; từ hệ thức 
(3) ta suy ra 
S!ÍÄ =a 
= 
Đsin A, FÁ, = 0 
Từ đó suy ra các hệ thức 
I= > q, Á,2p 
(trong đó p là nửa chu vi của tam giác) 
TE (huh; AÃ + hại Â; + hịh; A3)/ 
/(h;h; + hịyhy + h2) 
T= WsinA, A7ŠŸ sinA, = 
= > sỉn Ả, Aj4x cos(A,/2) 
3 
(với x = + 
¡=1 


c) Nếu điểm M trùng với tâm l¡ của 
đường tròn bàng tiếp tam giác A:AzÁ4; nằm 


trong góc Ã2Ã;A› thì ta thu được các hệ thức 
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là kí hiệu tích). 


_— _> _> 
—ai HÃI + a]DA, + aDÃ, =0, 
-gTLTƑA -rÃ TITẢ = 
hị điẤy +h, Lê +ủhy 1,A¿=0. 
—~ —> - 
— sinAlÁi + sinA, I,Á, + sin A, 1,Á; = 0 
—> —_> _—> 
1ì = CC IÁI + ty Á; + a;A2)/2 — an). 
_— —> _—> 
1= Chủ Ai + hà A, + hịh, ÄF)/ 
Á(— hạh; + hạh, + hịh,) 
_ —> _> _—> 
1¡= (— sinA; Ai + sinA; Á; + sìnA, A2)/ 
Í(sinÀ, + sinA, + sinÁ„) 
_—> —~ _—> 
= (sinA; 4 + sinA, 4, + ginA; A2/ 
/Acos(A,/2) sin(A./2) x sin (A2). 


4; 


LG. 4; 


Hình 3 
d) Nếu điểm M trùng với tâm O của 
đường tròn ngoại tiếp tam giác AiA¿z4; 
(hình 3) thì 
sy/sin Á„OA,= 8;/sìn Á,ÐA,= #;/sin A,OA„ 
hay 
8/sin2A = s;/sin2A„ = s./sin2A, 
Vì vậy các hệ thức (I) và (I') lần lượt 
cho ta 


Ð sin2A,ØÄ, = 0 
và Ơ= S sin2A,A7/ sin2A, = 
= > sin2A, A;/4 + sin A, 


Chúng ta có thể kiểm nghiệm lại rằng 
các hệ thức này đúng với mọi vị trí của tâm 
Ó (ở trong, ở ngoài hay ở trên biên của tam 
giác), tức là đúng cho mọi tam giác (có toàn 
góc nhọn, có góc tù hay góc vuông). 

e) Trường hợp điểm M trùng với trực tâm 
của tam giác xin dành cho các bạn nghiên 
cứu. 





II - Bây giờ ta háy mở rộng các kết 
quả trên vào hÌnh học không gian 


1. Trước hết xét bài toán : Cho một diểm 
M nằm trong tú điện A4244. Háy xúc 
định cóc số thục kị,È¿„, b„ uờ k ạ không đồng 
thời bằng 0 sao cho 

3 kUƯÀ, = 0 
(kí hiệu Ö7 ở đây về sau sẽ được hiểu là 
4 
tổng bà ). 
¿=1 
Cũng như ở mục trên, ta nhận xét rằng 


nghiệm của bài toán được xác định sai khác 
một thừa số khác 0. 


Để giải bài toán này ta hãy gọi ĐỊ,U2, Ủy, 
và u„, theo thứ tự là thể tích các tứ diện 
MA,A,A,, MA,A,Ai, MA,Á,Á;và MÃ, A,A, . 

Giả sử đường thẳng nối M với đỉnh A, cắt 
mặt đối diện tại B, ( = 1, 2, 8, 4). 





Hình 4 
Th kí hiệu 8,2,8; , lần lượt là diện tích 
các tam giác B,4,Á., B,Á;Á, uà B,A,A,. Trước 
hết ta hãy chứng minh rằng s/8; = 0¡/0; . Thật 
vậy, với kí hiệu V là thể tích ta có 
S/8; = V(A,B,AzA2)/V(A,B,Ax4) 


ụ 


VQMB,A;A,)/V (MB,A„A,) 
IY(A,B,A;Á,) ~ V(B,A;A,)/. 
IV (A,BA;Á) ~ VMB,AA)] = o/o; 


Tương tự ta cũng chứng mính được 
82/82 =U„/;. Từ đó có 


«4 


I0) = 82/0; = 82/02 


Từ hệ thức (ï) ở mục Ï ta có 
~> _ _~ 

B,=(6;Ai+a,A; + 8Á.) + s; + sa) (B) 

Từ các hệ thức (4) và (5ð) ta 8uy ra 

_ _Ắ _> 

Đ, ¬ (Œ¡Á¿ + U2A, + Uy A2) /(Đị =U;+0,), 

từ đó có 
—> —~> —> 
(0; + 0y + 0) B„= Uy Ái +ủ¿A, +ủ 
tức là 
_—> —_ _ _—> 

(0y† uy+ 0)PB, = uị PA + 0„PÁ,+ Đ;PA, (6) 


rụ 
3.3" 


trong đó P là một điểm tùy ý trong không gian 
Nếu ta chọn P là điểm chia đoạn thẳng 
AB, theo tỈ số — (0 + „ + 0,)/0„ tức là 
—~ —> 
PA.IPB,= ~ (0ì + 0y +02) Ủy 
_ _> 
thì ta sẽ có 0ự ĐÁ + (0ị +u, + 0) PB,=0, 
hay, kết hợp với (6). 
_—> =“ _> _> 
0, PẤ, + uy PẪ, + oy PẦ, +u, PẪ, = 0 (7) 
Như vậy tức là : nếu điểm P thỏa mãn 


hệ thức (7) thì nó nằm trên đường thẳng 
A,B,. Nhận xét rằng các chỉ số 1, 2, 3, 4 


tham gia vào hệ thức (7) với vai trò ngang 
nhau nên bằng cách tương tự trên ta cũng 
chứng minh được rằng điểm P xác định bởi 
hệ thức (7?) nằm trên các đường thẳng 
AIB,,A;B,,AzB,. Nói cách khác điểm P 


chính là điểm M đã cho. 

Như vậy ta đã thấy rằng *, tỈ lệ với 
0, ( = L, 2, 3, 4), và uới mọi điểm M nồm 
trong tỉ điện ArA A24, ta có hệ thúc 


X. 
5} u,MÀ, = 0 qp) 


Cũng với cách kí hiệu vectơ bán kính như 
ở mục trên : OM = M, OA,=A,, ta đưa 
được (ID) về một hệ thức tương đương 
_> _— 
M= »u,AJV 
với V là thể tích tứ điện A,4,A,4,. 


2. Trường hợp điểm M nằm ngoài tứ diện 
xin dành cho các bạn nghiên cứu. Nói 
chưng ta thu được những hệ thức tương tự 
ŒI) và (TT) trong đó một vài số U, được 


thay bởi —u,. 


3. Ta hãy vận dụng các kết quả trên vào 
các điểm đặc biệt của tứ diện. 


qT) 
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a) Nếu M trùng với trọng tâm G của tứ 
điện thì U¡ = 02 = 0ạ =0, và ta đi tới những 
hệ thức quen thuộc : 

»ÈÄ/= 0 sờ đ= Ÿ 2/4 

b) Nếu M trùng với tâm ï của mặt cầu 
nộ tiếp tứ diện th ta có 
0S) = 0;/S, = U/S, =U¿//S, (với s, là điện 
tííẩh mặt đối diện với đỉnh A) và 
Sịh; =S,h„ = Sah¿ = Suh„ (với h, là đường 
cao hạ từ đỉnh A;). 


Từ đơ các hệ thức (ID và (II) sẽ cho 
3 %,1Ã =0, 3 hị HÃ, =0, 
_—> _ 
1= X..AjS 
(5 là điện tích toàn phần của tứ điện). 
IE n1 h1. 
Chúng ta có thể tiếp tục áp dụng các hệ 
thức (ID và (TT) cho các trường hợp điểm M 
trùng với tâm các mặt cầu bàng tiếp, ngoại 


tiếp... của tứ diện như đã khảo sát ở mục 
trên để thu được các kết quả khác. 


VỀ PHƯƠNG PHÁP XUỐNG THANG 


Mọi người đều biết điều khẳng định của 
P.Fecma rằng với n nguyên > 3 phương trình 


+ Œầ) 


không có nghiệm nguyên dương (mệnh đề đó 
thường được gọi là Định lí lớn Fecma). 

Mặc dầu Feema đã quả quyết rằng "ông 
đã tìm được cách chứng mính kì lạ định lí 
lớn Fecma, nhưng ông không viết vì không 
đủ chỗ" (ghi chú đớ Fecma viết trên lề cuốn 
sách của Điôphăng). Cho đến nay Định lí 
lớn Fecema vẫn chưa được chứng mỉnh ở 
dạng tổng quát (và cũng không phủ định 
được). Định lí lớn Fecema được chứng minh 
với các số mũ riêng biệt hay một nhớm số 
mù, chẳng hạn với mọi z < 4002. Định lí 
lớn Feema hiện nay vẫn là vấn để rất lí thú 
vÌ việc giải quyết đòi hỏi phải sáng lập ra 
nhiều phương pháp mới. 

Phương pháp chứng minh sẽ giới thiệu 
trong bài này (thường được gọi là phương 
pháp xuống thang) có cơ sở vững chắc để 
nhiều người nghỉ rằng đó chính là cách 
chứng minh mà Fecma đã dùng "nhưng ông 
không viết vì không đủ chỗ". Nhưng điểu 
quan trọng muốn để cập đến trong bài này 
là phương pháp xuống thang còn là phương 
pháp có hiệu quả để giải một lớp khá rộng 
những bài toán liên quan đến phương trình 
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PHAN ĐỨC THÀNH 


nguyên. Sau đây xin giới thiệu một số bài 
toán điển hÌnh được giải bằng phương pháp 
xuống thang. 

Bài toán 1. (Định lí lớn Fecma khi n = 4). 

Chứng minh rằng phương trình Feema 

xã + „#— = z1 (3) 
không có nghiệm nguyên *X,y,Zxyz # 0. 

Trước khi chứng minh định lí trên, ta sẽ 
chứng minh một định lí mạnh hơn, cụ thể là 

Định H. Phương trình 

xt+„y* = z2 (3) 
không có nghiệm nguyên +,y,z,xyz # 0. 

Dễ dàng nhận thấy rằng từ sự không tổn 
tại nghiệm nguyên z, y,, xyz # 0 của phương 
trình (3) suy ra sự không tổn tại nghiệm 
nguyên của phương trỉnh (2). Thực vậy nếu 
|zyz[ là nghiệm của (2) thì (xy,z2] là 
nghiệm của (8). 

Bây giờ ta chú ý rằng nếu phương trỉnh (3) 
cố nghiệm nguyên +, ÿ, +, xyz z# 0 thì có thể 
giả thiết rằng các số +,y,z từng cặp nguyên tố 
cùng nhau. Thực vậy nếu z,y (thuộc nghiệm) 
có ước chung lớn nhất đ > 1 thì 

x=dz,,y =đyi, ị,y)) = 1, 


Sau khi chia cả hai vế của (3) cho đ' ta có 


zj + y† = (z/d2)2 = z (4 


Nhưng z¡ oà y, nguyên nên z, =z/d2 
cũng nguyên. 
Nếu z¡ uờ y¡ có ước chung k > 1 thì 


x{i & có nghĩa là x, và k không thể nguyên 
tố cùng nhau. Như vậy chúng ta đã chứng 
minh được rằng nếu tồn tại nghiệm nguyên 
khác không của (3) thì tồn tại nghiệm 
nguyên khác không và nguyên tố cùng nhau. 
Do đớ ta cần chứng minh rằng phương trình 
(3) không có nghiệm nguyên khác không và 
từng cặp nguyên tố cùng nhau. Để đơn giản 
cách nói ra quy ước : khi nới phương trình 
{3) có nghiệm thì điều đó cớ nghĩa là nó có 
nghiệm nguyên dương và từng cặp nguyên 
tố cùng nhau. 
Dễ dàng nhận thấy rằng tất cả các 
nghiệm của phương trình 
xz2+y2=z2 (5) 
nguyên dương, từng cặp nguyên tố cùng 
nhau thì z,y chấn lẻ khác nhau, nến x lẻ thì 
nghiệm có dạng : 
#=t0, y = (2 — 02/2, z = (u2 + 02)/9(6) 
trong đó u,u mọi số dương, lẻ, nguyên tố 
cùng nhau. Nếu đặt 
(¿+0)/2=đœ, (u TT 0)/2=b Œ) 
hay u=a+b,u=ada—-b (8) 
ta có dạng khác của (6) 
x=ad2—b2,y=2ab,z=a?2+b2 (9) 
trong đó ø, ö - nguyên tố cùng nhau bất kì 
và chẩn lẻ khác nhau và + > 0. 


Nếu (3) có nghiệm [x„,y„, Z„] thì 
G2)? + (2)? = z2. 


Từ đó |x2,y2,z„] là nghiệm của (5). Khi 


đó tồn tại a, b (œ > ö) nguyên tố cùng nhau, 
chẵn lẻ khác nhau sao cho 
x=02T— b2, y2 = 2ab z„ = a2 + b2 (10) 


Do bình phương một số lẻ chia cho 4 dự 
1 nên từ 


xà = a2 — b? q1) 
suy ra ø lẻ, ò chẵn. VÌ a lẻ, (ø, b) = 1 nên 
(œ, 26) = 1. Khi ấy từ đẳng thức y2 = 2ba 
Suy ra 


 T. 2) 





trong đó ¿ø - nguyên. Từ (ll) suy ra 
Íz2,b, a] là nghiệm của (5). Có nghĩa là 
2 = m2 ~ nsup9, b = 2mm, a = m2 + n2 


trong đó m,n - nguyên tố cùng nhau, chắn 
lẻ khác nhau. Từ (12) ta có 


mn = b/2 = (s2)? . 
Từ đớ theo tính nguyên tố cùng nhau của 
m và n suy ra 
m=p n=q? q8) 
trong đó p,g - nguyên khác không. 
Vì a=/2, œ= m2 + n2 nên 


p*+ta*=“# (14) 
Nhưng z„ = a2 + ð2 > ø?, do đó 
0<¿=Ýa< W2 <z, (18) 


Sau khi đặt p =#z., 4 =2, ¿ =zZ¡ ta thấy 
rằng nếu tồn tại nghiệm [x„,y„,z„] thì cũng 
tồn tại nghiệm khác [Zy.3¡;Z¡]Ì trong đó 
0<z¡ <z„. Quá trình nhận được nghiệm đó 
của phương trình (3) có thể tiếp tục vô hạn 
và ta thu được dãy các nghiệm 

x2; y„ Z2l, Íxị, vị: Z41,--ÍX„; 3}, › ZmÌ,... 
trong đó các số nguyên đương 


Zg›Z¡;-...Z„.. đơn điệu giảm 


Ÿ⁄,>Z¡p>..>Z„>... 


Nhưng các số nguyên dương không thể 
lập nên dây đơn điệu giảm vô hạn vì trong 
dãy đó không thể có quá z¿ số hạng. Th đi 


đến mâu thuẫn do giả thiết rằng phương 
trình (3) cơ Ít ra một nghiệm nguyên +, ÿ, 2, 
xyz z# 0. Điều đó chứng tỏ rằng phương trình 
(3) không có nghiệm, 

Thực chất của phương pháp chứng minh 
mà ta đã tiến hành là : xuốt phát từ một 
nghiệm, xây dụng dây uô số nghiệm có tính 
chất là z dương, giảm uô hạn. Tù. gọi đó là 
phương phóp xuống thang. 

Bằng phương pháp xuống thang ta có thể 
chứng minh được rằng phương trình 


xÉ" + yÂn = sân 
không có nghiệm nguyên. 


Bài toán 2. Chứng minh rằng phương 
trình sau không có nghiệm nguyên 
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z2 +y? + 22 + 2= xyzu . 

Giải ; Giả sử phương trình có nghiệm (+, 
y, 2, u). VÌ x2 + y2 + z2 + u2 chắn nên trong 
các 8Ố +, y, z, ư có một số chẩn các số lẻ 
(hoặc 0 hoặc 2 hoặc 4). . 

Nếu tất cả đều lẻ thì x2 + y2 +z2+u2:‡ 4 
trong khi đó 2xyz¿ không chia hết cho 4. 
Nếu chỉ có hai số lẻ thì x? + y2 + z2 + „2 
không chia hết cho 4, trong khi đó 2tyzu : 4. 
Vậy tất cả các số +,y,z, phải chẩn 

x=22\, y = 2y, z = 24, u = 20) 

Thay chúng vào phương trình đã cho ta 

được 
xỶ † yỶ + zƒ + UỆ = 8ZyjZj8y . 

Cũng lí luận tương tự như trên tất cả các 
nghiệm của phương rÌnh này phải chẵn 

xỊ = 2tr2, VỊ =2Y„, 2) = 22, , uị = 2u, . 

Từ đó đi đến 

xổ † y) + Z2 + u = 32x y2, š 

Một cách tổng quát, xuất phát từ nghiệm 
(Œ,y,z, u) bằng phương pháp xuống thang 
ta đi đến phương trình 

x2 +y2+a?+ u2 = 3 + 27 
trong đồ xu = 2x. „1, Vy = Vy + Z4 22+ 
uy = 20} ¡ ( > 1), tức là với mọi s tự 
nhiên : z/2', y/2”, z/2*", u/2* là các số nguyên. 

Đớ là điểu không thể có được với các z, 
». 2, u tự nhiên. 

Bài toán 3. Chứng minh rằng phương 
trình sau không có nghiệm nguyên 

8x2 + 4y! + 2z4 = „4 

Giải : Giả sử phương trình cớ nghiệm 
nguyên Íx,y,z, w] với z có giá trị nhỏ nhất 
trong những giá trị có thể của nó, 

Từ phương trình đã cho ta nhận thấy ø 
chẵn  = 2u. 


Thế nghiệm này vào phương trình và chia 
2 ta có 


4 m 
4x4 + 2y + z4 = gui. 
Từ phương trình suy ra z chẵn z = 2z,. 


1 
"Thay vào phương trình ta đi đến 
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2z° + y! + Ba! = 4u† 
Tương tự y = 2y, 
=z4+ yỆ + 4z4= 2u4 


Cuối cùng x = 2x. 


— {+ 9+ 3 cu 


Vậy bị, #¡:Z¡,y]Ì cũng là nghiệm của 
phương trình đã cho. Nhưng ở nghiệm này 
#¡ <z, mâu thuẫn với cách chọn nghiệm ban 
đầu có x bé nhất. › 

Bài toán 4. Cho một tờ giấy kẻ õ vuông. 


Chứng mỉnh rằng với n z 4 không tổn tại 
đa giác đều w cạnh có đỉnh tại các điểm nút. 

Giải: Trước hết ta chứng minh điều 
khẳng định khi z = 3 tức là không tồn tại 
tam giác đều có đỉnh tại các nút. Thực vậy 
giả sử œ là cạnh của tam giác đơ. Khi ấy 
a° là số nguyên theo định lí Pitago. Diện tích 
của tam giác này bàng z23/4 là một số vô tỉ. 

Mặt khác điện tích của mọi đa thức có đỉnh 
tại các nút là số hữu tỈ. Vậy đi đến mâu thuẫn. 

Điều khẳng định trên cũng được chứng 
mỉnh cho trường hợp n = 6 vì mọi tam giác 
đều có thể nội tiếp trong một lục giác đều 
tại các đỉnh của nớ. 

Bây giờ ta chứng minh điểu khẳng định 
trên cho trường hợp + z 3, 4, 6, 

Giả sử PựP¿... P„ là một đa giác đều ø cạnh 
có đỉnh ở các nút. Xuất phát từ các đỉnh 
?ụ P„...P, ta đặt các vectơ tương ứng với 

=1 _ —> 
các vectd PP,, P+P,,... PP; (xem hình vẽ). 
F2 
3 


xỒ 


2 Z 


Các điểm mới lại rơi vào các nút và lập 
thành đa giác đều ø cạnh trong đa giác đã 
cho. Đối với đa giác đều ø cạnh mới ta cũng 
làm như trên. Chú ý rằng bình phương độ dài 
cạnh của đa giác ø cạnh là một số nguyên. 


__"....=>—>sszsszssssssssrm>eeeeeeeeeeeeee======eeee==e=—.—=———______________ŠSŠSŠSŠSŠS®SŠSŠSŠS_S___`___- 


Theo cách xây dựng của ta các số nguyên 
đó luôn luôn giảm xuống mãi ! Đó là điều 
không thể được. 


Phương pháp xuống thang còn cho phép 
ta giải một số bài toán về hình học tổ hợp. 
Chẳng hạn. 


Bài toán 5. Có thể chia cắt một khối lập 
phương thành một số lập phương nhỏ khác 
nhau hay không ? 


Giải : Trước hết ta hãy nêu lên một chú 
ý dĩ nhiên : nếu một hình vuông P phân chia 
được thành một số hữu hạn hình vuông khác 
nhau thì hình vuông bé nhất không dính với 
biên của hình vuông P. 


Bây giờ ta giả thiết rằng có thể chia cắt lập 
phương @ thành các lập phương khác nhau @Q, 


và gọi P là một trong những mặt bên của Q. 
Các lập phương @, dính với P tạo nên một 


sự phân chia P thành các hình vuông từng 
cặp khác nhau. Gọi P, là hình vuông bé nhất 


trong các hình vuông đó và Q¿ là lập phương 
tương ứng. P, không dính với biên của P do 
đó bị bao bọc bởi các hình vuông lớn hơn. 
Các lập phương tương ứng tạo thành một 
"cái giếng" cố @¡ nằm trong đó. 

Giả sử ?ụị là mặt đối diện với Trì của lập 
phương @,. Các lập phương dính với ?”, tạo 
nên một sự phân hoạch P', thành một số 
hình vuông khác nhau. Gọi P; là hình vuông 
bé nhất trong chúng. 


Vì P„ đặt trong P”¡ nên những lập phương 
bao bọc lập phương Q; lớn hơn Q, và tạo 


thành "giếng". Tiếp tục quá trình xây dựng 
đó nhận được một "cái tháp” vô hạn gồm tất 
cả các lập phương bé dần. Đơ là điều không 
thể có được. 


Để kết thúc bài này chúng tôi xin giới 
thiệu một số bài tập có thể giải bằng phương 
pháp xuống thang. 


1. Chứng minh rằng không thể biểu diễn 
số 7 đưới dạng tổng bình phương của 3 số 
hữu tỉ. 


Hướng dẫn : Bài toán đưa về việc giải 
phương trình nguyên 
42+ ˆ?+z2= Tu2. 
2. Chứng minh rằng các phương trình 
x2+ bu +z?= 2xyz 
x4+ 2y4 + z2 
không có nghiệm nguyên dương. 
3. Giải các phương trình nguyên 
a) x2 — 8y) — 9z2= 0, 
b) x2 + 11y? + 13z2 = 0. 
Hướng dẫn : Bài a) Dùng tính chia hết 
cho 38. 
Bài b) Dùng tính chia hết cho 18 
4. Chứng minh rằng số có dạng 
4? (8k — l) (trong đó &n và n-tự nhiên) 
không thể là số chính phương và không thể 
biểu diễn được dưới dạng tổng của hai hay 
ba bình phương của các số nguyên. 


GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC BỔN 
Xí +axy? +bx? +cx +d =0 


Trong chương trình đại số hiện nay ở 
trường phổ thông các bạn chỉ học một loại 
phương trỉnh bậc bốn đặc biệt. Đó là phương 
trình trùng phương. 

Sau đây xin giới thiệu với các bạn vài 
cách giải các phương trình bậc bốn đạng 


QUỐC TRINH 


z8 + ax) + bx2 +cx+td=0, 
trong đó ở, 6, c, ở là các số thực khác không. 
§1. Với các phương trình bậc bốn, trong 
một số trường hợp cụ thể, nếu bạn có cách 
nhìn sáng tạo, biết biển đổi hợp lÍ uà sóng 
tạo, bạn có thể giải được chúng không khó 
khăn gì 
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Vị dụ 1. Giải phương trình 
(@? — a}? — 6x2 + 4x + 2a = 0 
Phương trình (1) được viết thành 
+3 — 2ax2 + q2 — 6x2 + 4x + 2ø = 0 
hay +' — (2ø + 6) x2 + 4x + a2 + 2ø =0 


€@) 


(2) 
Phương trình (2) là phương trình bậc bốn 
đối với z mà bạn không được học cách giải. 
Nhưng ta lại có thể viết phương rình (1) 
dưới dạng 
a2~ 2 (ø2— 1)ø+ x'— 62+ 4x= 0 — (3) 
và xem (3) là phương trình bậc hai đối 
với œ, 
Với cách nhìn này, ta tìm được ø theo x: 


mạ=z?—1+Ýxzt—2r7+1~z1† 6? 4x 
~4z!—1+422-4x+l 


=3z2—1+(#x—1). 

Giải các phương trình bậc hai đối với + : 
xz2+2z—-a—2=0 (4) 
x*—2x—a= 0 (5) 
ta tìm được các nghiệm của (1) theo ø. 

Điều kiện để (4) có nghiệm là 3 + a > 0 và 
các nghiệm của (4) là #¿= —l# Vầ+a 

Điều kiện để (5) có nghiệm là l +ø >0 
và các nghiệm của (5) là 

1ạa¿= 1+Vi+a. 
Tổng kết 


và 


a _3 








Phương trình (4) | Võ nghiệm | 2 nghiệm | 2 nghiệm 





Phương trình (5) | Vô nghiệm | Vô nghiệm | 2 nghiệm 








Phương trình (1) | Vô nghiệm | 2 nghiệm | 4 nghiệm 
1 nghiệm 
VỆ dụ 2. Giải phương trình 
x1 — x) — ðxy? + 4x + 4 =0 @) 
Phương trình (1) được viết dưới dạng : 
+! — x2 — 12 — (4x2 — 4x — 4) = 0 
+2 (2 ~xT— 1) ¬4@?—xz—1)=0 
@2—4)@2?—x—1)=0. 
Vậy (1) có 4 nghiệm là 
#„=e=2;*#¿=2; 


3 nghiệm 
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#¿ = (1 — Võ)/2 ; x„ = (1 + Võ)/2. 
Ví dụ 3. Giải phương trình 
32z — 48x3 — 102 + 21xz +5 =0 
Ta viết (1) dưới dạng : 
2 (1&1 — 243 + 9x2) — 7 (4x? — 3x) + 5 = 0 
và đặt 
y = 4+? — 3x thì (1) được biến đổi thành 
2yˆ—~ 1y +5=0. 
Từ đó y¡=1 và y; = õ/2 . 


œ 


Giải tiếp các phương trình bậc hai đối với 
+ sau đây (sau khi thay y¡ = 1 và 3; = 5/2 


vào y = 4x2 — 8x ) : 
4?— 8r—1=0 
và 8x? ~ 6& — =0, 
ta sẽ được các nghiệm của (1). 
Ví dụ 4. Giải phương trình 


2x? + 8x2 — 16x2+ 3x +2=0 (1) 


Đây là phương trình bậc bốn (và là 
phương trình đối xúng vì các hệ số của 
những số hạng cách đều các số hạng đầu và 
cuối bằng nhau). 


Với phương trình này ta giải như sau : 


Chia hai vế của phương trình cho x2 (khác 
không) thì (1) tương đương với 


2x2 + äx — 16 + 8/ + 2/z2 = 0 
hay 22 + 1/2) + 3œ + 1) — 16= 0. 
Đặt x+ 1# = y thì x + 1/#)2 = y2 
hay  z2+12?=y2-2, 
Phương trình (1) được biến đổi thành : 
20?-2)+8y—16=0. 
hay 2y? + äy — 20 =0. 
Phương trình này có nghiệm là y=T—=4 
yạ= 5/2. 
VÌ vậy z + 1z = — 4 và x + l/x = 5/2 
tức là x2 + 4x + 1 = 0 và 2x2— 5x + 2= 0. 


, 


Từ đó ta tìm được các nghiệm của (1) là : 
ạ=—2+V8, x; = L2, x,=2. 


Như vậy, với các ví đụ 2, 3 và 4 ta giải 
được phương trình bậc bốn nhờ biết biến đổi 





sáng tạo uế trái của phương trình dề dẫn tới 
uiệc giải cứóc phương trình tích uùờ phương 
trình quen thuộc. 


§2. Có thể giải phương trình bậc bốn nơi 
trên bằng cách phân tích vế trái của phương 
trình thành các nhân tử bàng phương phớp 
hệ số bất dịnh. 


Ví dụ õ. Giải phương trình 
z!— 4x? ~ 102 + 37x - l4= 0 q) 
Tn thử phân tích vế trái của phương trình 
ra hai nhân tử bậc hai z2†+px+g và 


x2+rx+s, trong đó p, g, r, s là các hệ số 
nguyên chưa xác định. 


Th có : 
+! + 4x2 ¬ 102 + 87x — 14 = 
= (2 + px + q) (x2 + rx +) (2) 


Đồng nhất các hệ số của những số hạng 
cùng bậc ở hai vế của đồng nhất thức ta có 
hệ phương trình sau 

p†tr=—m4 
s?ưgq+pr=~—l10 
ps +qr = 37 
qs = — 14 

Nhờ phương trình cuối cùng của hệ này ta 
đoán nhận các giá trị nguyên tương ứng có 
thể lấy được của g và s như sau : 





Thử lần lượt các giá trị trên của g thì 
thấy với q = 2, s = -7 phương trình thứ hai 
và thứ ba của hệ trên cho ta hệ phương trình 
mới 


pr= ~ð 
— Tp + 2r = 3? 
mà khử p đi thì được 
22 — 3Tr + 35 = 0. 


Phương trình này cho nghiệm nguyên của 
r là 1. Nhờ thế ta suy ra p = -Š. 


Thay các giá trị p,g,r,s vừa tÌm được vào (2) 
thì có : 


z4 — 4x3 T— 10x? + 87x — 14= 
= ?-5x+2)(x”+zx— 7?) 
Phương trình (1) tương ứng với 
(x2 — ñx + 2) &? + x— 7) =0 


Giải phương trình tích này ta được các 
nghiệm sau của (1) : 


(5 + V1T7)/2 ; (— + 29/2 


§3. Sau đây ta sẽ tìm công thúc nghiệm 
của phương trình bậc bốn 


ƒ@œ) =+! + a#) + bx2 + cx + đ=0 CÓ 
trong đó a,b,c,đở là các số thực. 
Dụng ý của ta là phân tích đa thức 
x8 + ax3 + bx2 + cx + d 
thành hai nhân tử bậc hai. 
Dùng ẩn phụ h, ta biến đổi như sau : 
1 1 
f&@)= (x2+pax+ah „* bxŸ+ cx + đ 
1 1 1 
D Áp y2. nhnế: (2000) 2277.0005xã 
42 —1 hˆ — hx P) ahx 
1 


fœ= (+ sax+ s#?) _ [ (»+ -u2~ b)z? 


+(geh~e)x+ (42-4) ] @®) 
Tam thức trong dấu móc vuông có dạng 
Ax? + Bx+C. 
A+x? + Bx + C có thể viết đưới dạng : 
A3? + Bx?+C=(Px+q)2 (3) 
khi và chỉ khi BÊ — 4AC = 0. 


Từ đó ta có khả năng tính được một 
nghiệm thực của phương trỉnh có ẩn phụ h. 


Thật vậy từ B - 4AC = 0 


hay 4AC - Bˆ=0 
ta có 

1ạ 12 1 2 
4(ntzea —ð) (2h ~đ)- (gah- c) =0. 


Đây là phương trình bậc ba đối với h nên 
phải có ít nhất một nghiệm thực (°). 

Giả sử nghiệm đó là h = 1. 

Thế thì (2) được viết đưới dạng : 

fœ) = (2+sex+ si)?- @x+q)2 (4) 

Vậy 


fœ)= (32+ +gt+pr +) x 


QÒ Xem Quốc Trình — Giải phương trình bậc ba ~ báo 
Toán học và Tuổi trẻ số 107. 
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Từ đó 
xz?+ (35*p)x+3t+a=0 
2 2 
hoặc 


1 1 
xz2+ (sz—-P)x+st-g=0. 


Giải hai phương trình bậc hai này ta được 
tập hợp nghiệm của (1) : 


và 
x.=—g (8%=P) + 


+ (sz=P)?+44~% 

Ví dụ 6. Giải phương trình 
xt—x3— 1x2 +x+6=0. 

Dựa vào công thức (3) ta xác định được ⁄: : 


4(+`) (qh2~ 6) — (— gh~ 12=0 

tức 
h2 + Th? — 2Bh — 175 = 0. 

Ta tỉm được một nghiệm thực Ö» của 
phương trình này là » = 5ð. 

Dựa vào (3) và với h = £ = B5, ø = 
b = ~ĩ,c = 1,ởd = 6 thì tính được 
p=1T/2, q= ~ 1/2 

Phương trỉnh đã cho sẽ được diễn đạt 
theo (4) là : 


¬1, 


(2~sz+5)2~(gx~g)2=0 
Từ đó ta giải phương trình tích : 
“ch: 
(#?Tgztg†ge—3) * 
x(?~gx+g—gz+z) =0 
thì được tập hợp nghiệm của phương trình 
đã cho là : 


{~>1;-2; 3; 1}. 
§4. Ta lại còn có thể giải phương trình 
bậc bốn bằng cách sử dụng đồ thị. 


Thật vậy, để giải phương trình bậc bốn 
z8 + ax) + bx2 + cx + d =0 q) 
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bằng đồ thị, ta hãy đặt 
+? =y — mx. 
Phương trÌnh (1) trở thành 
y} ~ 2mxy + m^x2 + axy — 
— am+2 + bx2 + cx + d = 0 


Để khử được các số hạng có xy trong 
phương trình này thì phải có : 


- 8m +a = Ö tức m = g/2 
Vậy nếu đặt 
x2 =y — mx và m = a/9 tức 
z2 =y ~ (ø/9)x 
thì (1) trở thành : 
+? + (42/4)w2 — (a2!2)x2? + bx2 + cx + đ = 0 (3) 
Thay z2 bởi y — (z/2) x và biến đổi thì (2) 
trở thành 
x2 +y2 + (a/9 + a3/8 — ab/9 + e)x + 
+(T—a?⁄4— 1)y+d =0 
Vậy phương trình (1) tương đương với hệ 
phương trình : 


d2 me (8) 
x2 + yˆ + (ø/2 + a3/8 — abj2 + c)x + 
Í+@~z3⁄4—1)y+d=0 (4) 


Đo đó hoành độ các giao điểm của 
parabôn, đồ thị của (3) và của đường tròn, 
đồ thị của (4), là nghiệm của phương trình 
(1) đã cho 


Nếu ta đặt my = x2 + (a/2)x (m z 0) thì 
khi ấy nghiệm của phương trình (1) lại là 
hoành độ các giao điểm của hai parabôn. 


y = (1m)? + (a/2m) x 
và 
x=m?y?  (ab/2 — a3/8 — c) + 
+ m(b — a2/4)y/(eb/2 — a3/3 — e) + d 


Bạn hãy vận dụng các phương pháp trên 
để giải các phương trình bậc bốn sau : 


1) x + 4x2 + 8x2 + 2x T— 1 =0, 

9) x'+ 2x2 + lv? + 4x T— 12=0, 
3) 6x! + Bx3 — 88x? + lx + 6= 0, 
4) xz! + x2 — 12x2 + 8x + 1=0, 
ð) x' + 2x2 — 2x2 + 6x - 15 =0. 





VỀ MỘT PHƯƠNG TRÌNH HÀM 


Tòa soạn báo Tbán học tuổi trẻ có nhận 
được một số lời giải bài toán số 1 trong kì 
thi Toán ở Lúc-xem-bua : 

Bài toán 1. Hãy tìm một hàm số ƒ(x) xúc 
dịnh uới mọi x hữu H, thỏa mãn các điều 
biện 


f) =2, fÑxy) = f0) — f# +) + 1 
uới mọi x, y hữu tỉ. 

Các lời giải gởi đến kể ra cũng đáp ứng 
được yêu cẩu đồi hỏi, vÌ bài toán nói rằng : 
hãy tìm một hàm... Do đó chẳng cần dài 
dòng có thể đưa ngay ra hàm số f4) = z + 1, 
xác định với mọi số hữu tỉ. 

Nhưng đơ không phải là tham ý của bài 
toán ! Thực chất bài toán đòi hỏi tìm tất cả 
các hàm số thỏa mãn các điều kiện đã nêu. 
Và thực tế là ffx) = x + 1 (x hữu tÌ) là nghiệm 
duy nhất của bài toán. Rất tiếc trong các lời 
giải gửi đến, không có bạn nào chứng minh 
được tính duy nhất ấy. _ 

Đồng chí Phạm Quơng Giớứm làm việc tại 
tòa soạn có hỏi tôi : tại sao bài toán chỉ nói 
đến hàm ƒ({+z) xác định với x hữu tỉ, liệu có 
mở rộng được cho mọi số thực x chăng ? 

Bài toán 1 thuộc loại "phương trình hàm”, 
tức là ẩn là hàm số và phải tÌm tất cả các 
hàm số nghiệm bài toán. Phép giải một 
phương trình thông thường nới chung đã là 
việc không đơn giản, lẽ di nhiên phép giải một 
phương trình hàm lại càng phức tạp hơn. 

Trong một bài toán về phương trình hàm, 
hàm số phải tÌm buộc phải thỏa mãn một 
(hay nhiều) hệ thức đại số cơ bàn. Và nói 
chung, nếu không buộc thêm một vài điều 
kiện phụ, thỉ có vô số hàm số có dạng rất 
khác nhau, nghiệm bài toán. Chẳng hạn : 

Bài toán 2. Tìm ¿tốt cỏ các hàm ƒfx), xác 
định uới mọt số thực x, uà thỏa mãn diều kiện 


fíx +y) = ƒ) + f0) 
0ới mọi x Uề y. 


Có vô số hàm số nghiệm bài toán này. 
Đặc điểm chung của chúng là : 


fÑZ) = Cx với mọi x hữu tỉ, 
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trong đó C là một hằng số tùy ý, cố định. 
Nhưng không thể kết luận rằng 


x4) = Cx với mọi số thực +. đ) 


Chẳng hạn, với A và C là hai hằng số tùy 
ý, cố định, hàm 


Ar + Cs nếu x có dạng x = rỶj2 + s 
uới r, s hữu tú, 
f) = 
0 nếu x không biểu diễn dưới dạng 
trên ; 
là một nghiệm của bài toán. 

Để bài toán 2 chỉ có nghiệm (1), cần đặt 
thêm điểu kiện phụ. Thông thường, đối với 
đa số các phương trình hàm, đó là điều kiện : 
ƒf(O liên tục. 

Khái niệm liên tục hết sức quan trong 
trong toán học. Nhưng khái niệm ấy rất tỉnh 
vi, nó phải dựa trên quan niệm chặt chẽ về 
số thực. Vì vậy, ở trình độ phổ thông, nếu 
có thì cũng chỉ có thể để cập đến khái niệm 
liên tục một cách sơ lược. 

Đến đây các bạn đã hiểu vì sao trong bài 
toán 1, chỉ nói đến hàm ƒ(x) xác định với z 
hữu tỉ. Dù sao câu hôi của đồng chí Giám 
đã thôi thúc tôi : mở rộng bài toán 1 cho các 
số thực, không phải sử dụng khái niệm Hiên 
tục. Nói cách khác, có thể là hệ thức đại số 
trong bài toán l đã ngầm bao gồm khái niệm 
liên tục ? 

Nghỉ sâu hơn, tôi thấy rằng đúng là như 
vậy. Đồng thời có thể giảm nhẹ giả thiết, tôi 
đã đi đến : 

Bài toán 3. Giả sử fx) là một hàm số xóc 
định uới mọi số thục x, uà thỏa mán điều biện 


fy) = f4Jf0) - fá« +y) +1 (2) 
uói mọi x uà y. Thế thì ffx) phải là một trong 
hai hàm sau đây : 

- hoặc ƒ(x) = 1 uới mọi x ; 

- hoặc ffx) = + + 1 uới mọi x. 

Hệ thức (2) tuy có vẻ đơn giản, nhưng 
hơi khó làm việc. Đặt g(x) = ƒf) - 1, thì bài 
toán 3 tương đương với. 

Bài toán 3*. Giả sử gx) là một hàm số xác 
định uới mọi số thục x, uờ thỏa môn điều kiện 
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8(xy) = 8%) g(y) + gx) + g0) gœx +) (3) 
Dói mọi x uờ y. Thế thì : 

- hoặc g(x) đồng nhất bằng 0 ; 

- hoặc g(x) = x uới mọi x. 

lời giải. Ta chỉ việc tìm các hàm g(x) 


không đồng nhất bằng 0, nghiệm bài toán, 
Phép giải chia ra nhiều bước. 


1) Trong (3), cho xz = y = 0 thì được 

ø(0) = g2(0) + 2g(0) - g(0), 

vậy ø(0) = 0. 

2) Trong (3), cho y = 1, ta được 

øŒ) = øŒœ)ø(Ù † g@œ) + ø(1) ~ g(& + 1), 

Vậy 

gŒ + 1) = ø(1)[g() + 1], (4) 

Nếu ø(1) = 0, thÌ g + 1) = 0 với mọi x, 
tức là g+) đồng nhất bằng 0, trái với giả 
thiết. Thành thử g(4) z 0. Trong (1), cho 
+z = -1, thỉ được 

0 =g(0) = g1 + l) = = ø(1) [g(-1) + 11, 
mà ø(l1) # 0, nên ø(-l) = -1. 

3) Trong (3) cho y = -1 thì được 

ø(~*) = ø(~1)g(Œ) + g(—1) + g@) ~ gœ — 1) 
= -l—gŒ- 1). 

Nhân cả hai vế này với -g(1), thì theo (4) 
~ø(1)g(-—#) = ø()[1 + øœ-— l)Ì=g@) (6) 

Trong hệ thức này, cho x = -1, thì được 

~#*0) =ø(~1) =—1, 

vậy ø?(1) = 1. Nếu ø(1) = -1, thì (4) trở 
thành 

øŒœ + L) = —1 - gứ), 
do đơ 

ø( + 2) = ~l — g( + 1) 

= -l+l †+g4+%) = g), 
đặc biệt ø(2) = g(0) = 0, Nhưng khi đó 
~1 =ø(1) = ø(2. 1/2) = g(2)g(1/2) + g(2) + 
+ ø(M2) - g2 + 1/2) = øg(1/2) — ø(1/2) = 0, 
mâu thuẫn. Vậy ta phải có ø(1) = 1, và (4), 
(5) trở thành. 

gŒ + ÙD =gø) + 1.ø(~z) = —g@). 

4) Lại theo (3), (và theo trên, 
g(+ 2) = øg(x + 1) + 1 =g()+ 2 và g2) = 9 
g(3x) = g(2)g(x) + g(2) + gŒ) — g( + 2) 

= 2ø) + 2 + ø&) — g() — 2 = 2g0). 
5) Để ý rằng 
—gŒÿy) = g(—xY) 
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= ø82)ø(~) + g()g(~) — gứŒ — y) 

= —ø()g0) + øŒ) — #0) — gứ — y). 

Cộng đẳng thức này với (3), suy ra 

8Œ + y) + gữ — y) = 2g(œ) = g(2x). 
Đặt u = x +y, 0 = x— y, thì ta có 
g(u) + g(U) = gíw + 0) 
đúng với mọi u, 0, hay viết lại 
8(x) + gÉ) = gí + y). 
Khi đó từ (3), ta được 
gŒy) = g() g3) 

Tóm lại, hàm g(z) có các tính chất : 

Ù øŒ) = 1, 

ñ) g& + y) = Ø() + g0) với mọi +, % 

HÙ øgŒy) = g(Œ) øŒ) với mọi x, y. 

Từ i) bằng phép quy nạp, ta được Øđ:x) = ng(x) 
với mọi n nguyên. Do đớ với ?w nguyên, 
nguyên dương 
g(tm) = ng(Lim), ƒ = gứi. Lm) = mg(1m), 

Vậy 

g(nlim) = nịm 

Từ ii) để ý rằng nếu x > 0 thì gœ&) > 0 
bởi vÌ khi đó 

øŒ) =g(+x .Ýx) = g?({x) > 0 
thành thử nếu + z y thì 

0 < ø& - y) = g(x) + g(-y) = g() ¬ gỚ), 
hay g4) > gÓ). 

Giả thử z là một số thực, tùy ý. Nếu z 
hữu tỈ, ta cố ngay gít) = z. Nếu + vô tỈ, 
chẳng hạn bằng cách xấp xỉ thiếu và thừa 
số z, ta tìm được hai dãy số hữu tỈ 

Trị >ry>..>rạ >.., lmr, =x, 

8, <6; <....< 8, >..., lim s„ =x, 
VÌ với mọi n 

8„<#<P 


nên 

#(s„) < øŒ) < g(r„) 
hay 

8„ S Ø(%) < rụ. 


Cho n —> œ thì s, —>x, r„ >z, vậy 
Ø4) = +. 





GIẢI TOÁN BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐỒ THỊ 


Phương pháp đồ thị là một phương pháp 
rất cớ hiệu lực để giải một loạt bài toán : có 
những bài toán cổ điển trong chương trình 
PTTH và những bài toán không mẫu mực 
trong phần thực hành ở các lớp PT chuyên 
toán. 


Các bạn dang học ở các lớp PTTH thông 
thường cần chú ý đến các bài toán cổ điển 
nêu trong các ví dụ 1, 2, 3 dưới đây : chúng 
tôi đặc biệt chọn những bài toán liên quan 
đến việc biện luận tham số, các kiểu toán 
này thường gặp trong đề thị tuyển sinh vào 
Đại học và Cao đẳng. 

VÍ dụ 1. Với những gió trị nào của m thì 
phương trình sau đây có nghiệm 


cosx + msin2x + 2 = 0? 


Giải. Đặt ¿ = coa2x (0 & ¿ « 1) thì phương 

trình trên trở thành 
+ mứ + m + 9 = 0 @Œ) 

Như vậy ta cần xác định m để phương trình 
(1) có Ít nhất một nghiệm / với 0 < ‡«& 1, 

Kinh nghiệm giảng dạy của tôi cho hay 
rằng đại đa số các bạn học sinh thường giải 
bài toán trên bằng cách so sánh các số Ö và 
1 với các nghiệm của (1, thật là cầu kì. Cơ 
cách giải trong sáng hơn như sau : 

Hiển nhiên ¿ = 1 không phải là nghiệm 
của (1). VÌ vậy (1) tương đương với 
m = ( + 2) + 1) =£ + 1 + 8/Œ — 1), 
khi đớ bài toán đã cho trở thành. Tìm zm để 
đường thẳng y = m cốt đồ thị của hèm 


y=t+1+38/0- 1) (2) 
tại it nhất một điểm uới hoành độ 0 < £ < 1. 


Để giải, không cần vẽ đồ thị hàm (2), ta 
chỉ việc lập bảng biến thiên của nó như sau 





Như vậy trong khoảng (0, 1), hàm (2) là 
nghịch biến, và trong khoảng đó nó lấy mọi 


1#+ TéTH 
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8Ìá trị y < -2. Thành thử đáp số của bài 
toán là m « -2. 

VÍ dụ 2. Với những giá trị nào của q thì 
bất phương trình 2x + 1 >a(ÝÏ —x + 1) 
có nghiệm ? 

Giải. Dật £= VÏ— z ( » 0) thÌx = 1 - /2, 
bất phương trình trên trở thành 

-32 +3 >a (+ Ú). 

Ta chỉ xét các ¿ > 0, vậy nớ tương đương với 
(~2? + 3)/Œ + 1) > a, 
và bài toán trở thành : xác định a để hàm số 
y = (22 + 8/Œ + 1) = -9/ +2 + 1Œ + 1) 
(3) có phần đồ thị ứng uới t » 0 nồm trên 
đường thẳng y = q. 

Hàm (3) có đạo hàm 

y' =-2- 1/Œ + 1)2< 0 

vậy nớ nghịch biến trên các khoảng (—œ ; ~ÙỦ 
(=1; +e©). Với £ = 0, ta có y = 3, từ đó suy 
ra kết quả phải tÌìm : a « 3. 

VÍ dụ 3. Tìm các giá trị m sqœo cho 
phương trình 

x +42? TT = mx + 1/2 

có đúng hai nghiệm 

Giải. Th phải xác định m sao đường thẳng 
Ð có phương trình 

y = mx + 1/2, 

cắt đồ thị của hàm số 


y=x+2?-T (4) 
tại hai điểm. Đường thẳng Ð có hệ số góc m 
và đi qua điểm (0 ; 1/2). Đó thị của hàm (4) 
có tiệm cận xiên về bên phải y = 3z và tiệm 
cận xiên về bên trái y = -x. Hàm (4) được 
xác định với |x| > 1/2 và có đạo hàm 


y'=1+4x\J2Ƒ—T 
Vậy hiển nhiên y' > 0 khi x > 1/2. Với # 


< ~12, để ý rằng |2x| > 4x7- 1, vậy 
ÿ' < 0 từ đó suy ra bảng biến thiên 





dưa váo đó, ta vẽ được đồ thị 





Nghiên cứu đổ thị và các tiệm cận xiên 
của nó, ta thấy rằng yêu cầu của bài toán 
được thỏa mãn nếu đường thẳng ÐD nằm 
trong miền chấm (hình vẽ), giới hạn bởi các 
đường thẳng y = 1/2 và y = 2x + 1/2, vậy 
các giá trị phải tÌm của m là 

0 &m <2. 


Sau đây là hai ví dụ nữa cho các bạn 
chuyên toán. 


VỈ dụ 4. ø, b, e, h là bốn số dương cho 
trước ; x, y, z là ba số thục thay đối, rùng 
buộc bỏi điều biện 


dx + by + cz = k (k cố dịnh). 
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 


S=aVWh?+z +bVh?+ y2 +cVdR7+ z2 


(Bài toán này nảy sinh ra từ một bài toán 
hình học của tác giả đã đăng trong báo TH 
và TT số 5 + 6-1980). 


Giải. Trên mặt phẳng tọa độ OXY, xét 
các điểm 


A(ah ; ax), B(a + b)h ; ax + by). 
C ((a +b +c)h ; ax + by + cz). 
Có thể thấy ngay rằng 


OA =a Jh?+ z7, AB = b {h + y1. 
BC =c {h7 + z, 


Vì vậy S là độ dài đường gấp khúc OABC, 
Š nhỏ nhất nếu đường gấp khúc ấy trùng với 
đoạn thẳng ÓC (do € là điểm cố định), điều 
này xảy ra khi 
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1 
(a+6vc)h 





x+=y=z=hfa+b+c). 


Smịn = OC = VŠ? + (+5 + c)2h? 


VÍ dụ B. 100 số thực đị, 82,... ao có tổng 
bằng 0. Người ta viết các số ấy theo thứ tự 
trên một đường tròn định hướng (hình vê). 





% 
4, 
LÊ T/ “ựyo 
là 
đạø 





tư, 


Chứng minh rằng tốn tại một chỉ số ¡ sao 
cho tất cả các tổng 


đều không âm. 


Giải. Nếu n là một số tự nhiên > 100 ' 
thì  = 100m +r với 0 « r < 99, và ta đặt 


ữn = œ, nếu ? > Ô,a„ = đao nếu r = 0 
Chẳng hạn 812 = 822; đ;ọo = đọc, Với k là 
một nguyên không âm, ta đặt 
ƒ0) = 0, ƒ&) = q+a; +... tai. 


Trên mặt phẳng tọa độ, xem các điểm AL 


( ; f(È)) (k = 0, 1,..) Nối các điểm Ak với 





4,¡ (#È = 0, 1,..), ta được một đường gấp 
khúc, tuần hoàn với chu kì 100 (hình vẻ). 
Xét một chu kÌ, chẳng hạn từ 0 đến 100. 
Gọi ¡ là giá trị sao cho ƒí) nhỏ nhất : đồ thị 
của /fx) chứng tỏ rằng đơ là chỉ số ¿ phải tÌm 
(có thể có nhiều chỉ số ¿ như vậy). 

Hiển nhiên trong ví dụ này, cũng như cả 
trong 4 ví dụ trên, có thể đưa ra một lời giải 
không dùng đến đồ thị. Nhưng các lời giải 
đã nêu đùng phương pháp đồ thị chắc chấn 
có đủ sức thuyết phục để các bạn tự rút ra 
kết luận cần thiết. 


MỘT PHƯƠNG PHÁP TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT 
VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 


Trong số báo 113, chúng ta đã bàn về một 
số phương pháp tÌm giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hàm số. Ö bài này, tôi muốn trao 
đổi thêm về phương pháp dựa vào miền giá 
trị của hàm số. 

Trước hết ta nhác lại khái niệm miền giá 
trị của hàm số là gì ? Cho hàm số y = ft, 
miền giá trị của hàm số là tất cả các giá trị 
của y sao cho tồn tại x mà y = ƒfxJ. Nếu hàm 
số cho bởi công thức giải tích thì ta có thể 
coi đẳng thức y = /{+) là phương trình đối 
với ẩn z, còn tham số là y. Vậy trong trường 
hợp này để tìm miền giá trị của y, ta làm 
bài toán : "TÌm các giá trị của tham số y sao 
cho phương trình y = Øíz) đối với ẩn x, có 
nghiệm". 

Thí dụ IÔ Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hàm số 

__ #+I 
ae: rỉ 

Giải : Ta tÌm miền giá trị bằng cách tìm 
Bá trị của y để phương trình 

++1 B ` : 
SA)? E-TPETPSS có nghiệm đối với ẩn x. 
Do z?+ x + 1 # 0 nên phương trình trên 
tương đương : 


LÊ THỐNG NHẤT 


+ (y—1x+y~1=0 q) 

Khi y = 0 ta có phương trình : -z ~ 1 = 0, 
phương trình có nghiệm x = -I. Vậy y =0 
là một trong các giá trị cần tìm. (Ở bài báo 
số 113 bỏ sót trường hợp nây ở ví dụ 4). 

Khi y # 0 ta có (1) là phương trình bậc 
2, muốn có nghiệm thì : 

A =0~ 1~ 4y — 1)>0 

©®(„~ Uớ ~ Ì—4y)>0 

©(y— 1)(—1 — ây) >0 

e=—1/8«€y < l;y #0. 


Kết hợp cả y = 0 và y # 0Ö đã xét ta có 
đáp số 


-1/8 « y « 1. 


Vậy giá trị lớn nhất của y là 1 và nhỏ 
nhất của y là -1/3. 


Ở thí dụ 1, ta mới đưa về biện luận 
phương trình đơn giản. Ta xét thí đụ phức 
tạp hơn : 


Thí dụ 2. TÌm giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hàm số : 


=4#l + glzJ +2 
Ji giay 
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Giải. Ta hãy tìm y để phương trình : 
—4FI +2I +2 

4lzl— 21 #1+ 2 

có nghiệm. Dặt X = 2l ta thấy do |x| >1 


nên Xe=2!*l >1. Phương trình trên có 
nghiệm khi và chỉ khi phương trình : 
-X2+ 4X 
X?+2x+2 
có Ít nhất một nghiệm thỏa mãn X > 1. 
Do X? - 2X + 2 # 0 nên phương trình 


y= 


y= 


Th có bảng sau : 





tương đương với 


Ớ + DX? ~ 2y + 2)X + 2y = 0. (2) 
Với y = -1 ta có : -2X - 2 = 0, không 
thỏa mãn X > 1. Vậy y = -1 không nằm 
trong những giá trị cần tÌm. Với y # -1 ta 
có (2) là phương trÌnh bậc (2) : cần phải biện 
luận và so sánh nghiệm của (2) với số 1. Th có : 
'=—y?+ 2+4. 
#1) = ứ + DĐớ ~ 3) 
1-S§⁄2= -fŒ +1) 



























Nhìn vào bảng ta thấy với -1 < y « 1 + Võ 
thì phương trình (2) có nghiệm thỏa mãn X. 

Từ đớ ta kết luận y_„= 1 + Vỗ còn Ÿ min 
không tồn tại. 

Như vậy phương pháp này còn chứng tỏ 
được sự tồn tại hay không của các giá trị lớn 
nhất và nhỏ nhất. 

Bây giờ ta chuyển sang làm với những 
hàm số không chỉ là 1 đối số. Chẳng hạn ta 
xét ví dụ 12 của bài đã nơi "Cho x2 + y2 = I. 
Th có giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của S = x +", 
Đây là nội dung của bài thi khối A, vào 
trường Đại học năm 1970. Có rất nhiều lời 
giải cho bài này, nay xin trình bày 1 lời giải 
chưa từng giới thiệu. 

Th coi S là tham số, ta có hệ 

z2+yˆ°=1 
x+oy=S 


Miền giá trị của S chính là những giá trị 
của làm cho hệ trên có nghiệm. Ta cớ : 


Œ + y#~ 3y = z2 + y2 = 1 
212 










#, =*#¿ = ỗ — 1 >1 


Vậy : xy = (S2 - 1)/9 


Do đó z, y là nghiệm của phương trình 
(có định lý Vi-ét) 





S?— 1 
2 
Hệ (3) có nghiệm ©+(4) có nghiệm, hay 
A=#?-2(S?-1)z0 
œ2 - S2 >» 0©2 z &? 
«j2 > S z - V2. 
Vậy Ô„„= Y2; mịn = -V2. 
'Th có thể giải ví dụ 1 của bài viết số 113 bằng 
cách này. Bây giờ ta xét ví dụ phức tạp hơn : 
Thí dụ 3. Biết : sin?x + siny = 1/2. Tìm 
giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của 
S = tg3x + tg3y. 
Giải : Th tìm S z 0 để 
sin%+ + sin^y = 1/2 
lg3x + tg3y = S 


Hệ (ð) tương đương với 


x?- SX+ 





(ð) có nghiệm. 


Cog2y + cos2y = 3/2 
1/cos2x+ 1/cos2y=S+2 





Từ đó suy ra : 

(cos2xz + cos2y)/(cos2x cog2y) = @ + 2. 
3 

2(S + 2) 


Vậy cos2x, cos2y là nghiệm của phương 
trÌnh : 


hay Cos2x cos2y = 


— (6) 


Do 0 < cosz « 1 ; 0 « cos2y < 1, nên 
để (ð) cố nghiệm thì (6) phải có tất cả các 
nghiệm thỏa mãn 0 « X «< 1. Ta cớ hệ điều 
kiện 

A=9~24/(S + 2) >0 
aƒ(0) = 3/(S + 2) > 0 
—bi2a — 0> 0 

aƒ(1) = 3/(8 +2)—1>0 
—b/2a - 1<0 


(8S - 6)/(S + 2) >0 
«7Ý S>~2 
(—§ + 1)/(S + 2) z0 


© 2/3 S<« 1. 
Vậy S.x= 1; Sm¡n = 2/3. 
Cuối cùng các bạn hãy tự làm các bài tập 
Bài 1 : Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất 

sinÄx + 2coar + 1 
)y=—————————› 

sin%x —~ 2cos + 2 
1-8.411 

4l⁄I + 2z +1 + 1 


Bài 2 : Biết : cosx + cosy = 1. TÌm giá 
trị lớn nhất, nhỏ nhất 


S = cos(x/2) + cos(y/2). 


2)x= 


MỘT VÀI SUY DIỄN TỪ MỘT 
BẤT ĐẲNG THỨC ĐƠN GIẢN 


Trong tam giác có một kết quả rất quen 
thuộc. 


Bài toán 1 : 
rằng : 


Cho AABC chứng mình 


cosÁ + cosB + cosC « 3/2 q) 


Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi AABC 
đều (1) được chứng mỉnh khá đơn giản nhờ 
phương pháp tam thức bậc hai. Trong bài 
viết này tôi xin nêu lên một vài suy diễn 
từ (1). 

Bài toán 2 : Cho AABC với mọi +, y, z 
không đồng thời bằng không. Chứng minh 
rằng : 

ZcosÁ+ zxcosB+ xycosC « (x?+ y2+ z2/2 (2) 


đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
xisinA = y/sinB = z/sinC 
“©Ầ>+xia = yÍb = zÍc 


NGUYÊN MINH HÀ 


(2) vẫn có thể được chứng mỉnh nhờ 
phương pháp tam thức bậc hai, nhưng ở đây 
tôi xin nêu ra một phương pháp chứng minh 
khác có ý nghia hơn. 

8 


ẹ 
4A 8, 


Không mất tính tổng quát giả sử bán 
kính đường tròn nội tiếp AABC bằng 1 : Ta 
kí hiệu 7 là tâm đường tròn nội tiếp A,, B., C, 
theo thứ tự là các tiếp điểm của đường tròn 
với các cạnh BC, CA, AH. Ta có ngay 
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0< GÃ, +uIŠ, + ziŠ,}? 
=+z!+y? + z2 + 2yzcos( — Á) + 

+ 2zzcos(r — B) + 2xyocos(x — C) = 
= ÿyZcosA † zxcosB + xycosC « 
< (x2 + y? + z2)/2 (2) 

dễ thấy đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
xIÃ, +zi8, + zIẺ, =0 
Gọi ƒ là phép quay véctơ góc z+/2 theo 
chiều kim đống hồ ta có : 
f@iÄ, +8, + zIỄ,)= 
~ _—> _ 
= xƒŒA)) + xfBq) + zƒC) 
= +. Cñ/CB + yBÄ/BA + zÄÊJAC 
= (xía)CB + w§yBÄ + œ©/AÊ (*) 
Mật khác ta lại có CŠ + BÄ + AẺ = 0 (**) 
_—> —> _—> 

Vậy ZA, tự, + zIC, =0 
©=fGIÃ, + viỂ, + ziỄ,) = 0 
c=Œia)CŠ + (y/b)BÄ + (z/e)CÃ = 0 
®=+xÍa = y(b = zịc 
(điểu này suy ra từ (*) và (**) 


Tóm lại (2) xảy ra đẳng thức khi và chỉ 
khi 


xía = yib = zíc 

®©xiainA = y/sinB = z/sinC 

"Song song" với (1) trong AABC có một 
kết quả khác cũng rất quen thuộc. 

Bài toán 3 : Cho AABC chứng minh 
rằng : 

cos2A + cos2H + cos2C z -3/2 (3) 

, Việc chứng mình (3) không khó khăn gỉ. 
Ö đây tôi xin nêu ra và chứng minh kết quả 
tổng quát của (3). 


Bài toán 4 : Cho AAĐBC với mọi +, %, Z 
không đồng thời bằng không chứng minh 
rằng : 

yzcos2A + zxcos2B + xycoa2C > 
~@?+„y?+ z2)/2 (4) 
đẳng thức xấy ra khi và chỉ khi V E : 
x=ksu2A 
y=ksin2p 
z = ksin2C 

Để chứng minh (4) ta lại sử dụng phương 

pháp đã dùng để chứng minh (2). 
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Không mất tính tổng quát giả sử bán 


kính vòng tròn tâm O ngoại tiếp AABC bằng 


1 ta có ngay : 
_> _> —> 
0 < @ÓA + yOB + zOO2 = 
= +? + y2 + z2 + 2yzcos2A + 
+ 2zxcos2B + 2xycos2C 
= yzcos2A + zxcos2B + xycos2C > 
> —(@? + y2 + z2)/2 (4) 


7Š 


Dễ thấy đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
_> _> ~> _> 
xÓA + yOB + zOC = 0 (Œ®®) 
Mặt khác ta lại có : 
sin2A.OÄ+ ain2B.OB+ sin2C.OC = Ở (**) 
(Việc chứng minh (**) không khó khăn gì) 

Từ (*) và (**) = 3® : (do OÄ, OŠ, GỠ 
độc lập tuyến tính). 

x = kain2A 
+ =kain2B 
2 = ksin2C 

Chú ý rằng ở trên ta vẽ hình và chứng 
minh (4) khi AABC nhọn. Nếu AABC vuông 
hoặc tù, chứng minh trên vẫn cớ hiệu lực. 

Trong không gian đối với tứ điện cũng có 
kết quả tương tự như (1) 

Bài toán õ : Cho tứ diện ABCD đặt các 
góc nhị diện cạnh AB, AC, AD ; CD ; DB h 
BC là ai, Œ„, đ¿ đ¿, đo, đ,. Chứng minh 
rằng : 

6 
S. cosz, < 2 (5) 
x1 

Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi tứ diện 
ABCD gần đều. 


Không mất tính tổng quát giả sử bán kính 
mật cẩu nội tiếp ABCD bàng 1. Th kí hiệu 7 
là tâm mặt cấu nội tiếp A,,,, C¡, Ð, là 
tiếp điểm của mặt cầu với các mặt BCD » 
CDA : DAB ; ABC ta có TEAY : 


=> _—> _—> _> 
0< GÁ, +1B, + TÔ, + 1D)? 


6 
= 4+ 5) 2cos(x — ơi) 
¿=l 
6 
~ 3 cosz,< 9 


¿=1 


(5) 


bây giờ ta chứng minh điều kiện cần và đủ 
để xẩy ra đẳng thức. 


Nếu đẳng thức xấẩy ra ở (5) thì : 
lÃ, + Tễ, + lễ, + lổ, = 05 


Ầ> 1, + 18, = -đứẺ, + TÖ) bình phương 
hai vế = 2 + cosza, = 2 + cosơ, = cosz = 


COSư, => ứi = đu, đương tự ta có ga, =ứu, 
vi =ứ,. Từ diện ABCD cớ các nhị diện đối, 
b 


ng nhau = ABCD gần đều. 


Nếu ABCD gần đều thì 7 chính là trọng 
tâm ABCD vì vai trò của 7 đối với các mặt 
như nhau nên ta cớ các biểu diễn : 


_— _—> _— 
/A, =xIB + yÏC + zID 
~ _—> ~ ~ 
1B = xIA + yID + zIC 
—> _—> _— _ 
TÔ, = xIÖ + yIÃ + zIB 
_ =4 =4 — 
TDỊ = xIC + yIB + zIÁ 
(Œ, y, z là ba số thích hợp nào đó) cộng các 
đẳng thức trên ta có : 
_—> _ ~ ~ 
TẢ, = 1H, + TẺ, + 1Ô, = 


—- —> ~> _ 
= z(Ä + 1B + T + 1Ö) 

+> GÀ + lỗ + TẺ + TÔ) ` 

+z(Ä + TẾ + TỄ + TÔ) = Ở 

=> (ð) xẩy ra đẳng thức 

Kết quả sau đây là sự tổng quát của (5) 

Bài toán 6 : Cho tứ diện ABCD. Với các 
kÍ hiệu như bài toán 5 : khi mọi #, y, 2, ¿ 
không đồng thời bằng không. Chứng minh 
rằng : 

z+ cosz, + tgcosz_ + }Zcos, + Xycosd 
Xzcosz, # xicosa, & (x2 + y2 + z2 + /2)/2 

Đẳng thức xẩy ra 


“=#1SAncp = #ÍSAcpa = #ÍSApAp = EÍŠ„ xpọ 


+ 
t6) 


Việc chứng mỉnh (6) cũng giống như chứng 
mỉnh (5). Th coi bán kính cầu nội tiếp bằng 1 
và xét (xIA, + yÏB, + zIC, + ID, }? > 0 
nhưng khi tÌm điều kiện xảy ra đẳng thức 
ta phải sử dụng kết quả sau : 

Sapcp -JÃI + 8acpx -JB.+ 

=4 —> _> 

+ Sang. TỔ, + SAxac - 1D, = Ô 

Kết quả trên được chứng mính rất ngắn 
nhờ khái niệm tỉch có hướng của hai véctơ 
Nhưng nếu không dùng khái niệm đó ta vẫn 
có thể chứng minh được. 

Để kết thúc bài viết này tôi xin trở lại 
(1) với nhận xét sau : Người ta có thể chứng 
minh (1) (tuy hơi đài) nhờ hai kết quả : 

CosÁ + cosB + cosC = 1 + r/R 

rị\R < 1/2 

Phải chăng trong không gian cũng cớ một 


cái gì đó na ná như hai kết quả trên mà từ 
đó ta cớ thể suy ra (ð). 


SỬ DỤNG GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ 
BÉ NHẤT TRONG CHỨNG MINH 


Trong các kÌ thi vào Đại học thường gặp 
các bài toán mà nếu đùng giá trị lớn nhất 
và giá trị bé nhất của hàm số y (gọi tất là 

và y„ ra) thì cách giải bài toán sẽ trở nên 
P-y gin Khu nhiều. s 
Thí dụ 1. (Đề thi Đại học A - B ~ D/1985). 
Tìm m để cho hàm số 


LÊ ĐÌNH THỊNH 


y = 2mx— 2cosx— msinvcoa+ 1/4 x cos22x 
luôn luôn đồng biến. 


Giải. Hàm số xác định với mọi z 
y` = 3m + 2sin2x — mcos2x — 1/2sin4x = 
= (m + sin2v)(2 — cos2x). 
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Để hàm số luôn luôn đồng biến, cần và 
đủ là y` > 0V x. VÌ 2 — cos2r > 0V x, nên 
chỉ cẩn tÌm m để g(x) = m + sin2x > O 
V z là đủ. Muốn vậy gia = m — 1 > 0 hay 
m > 1. 


Thí dụ 2. (Đề thi Đại học A/1978), Hãy 
tìm tất cả các giá trị của m để 
cos2x + mcom + 4 z» 0Vx 


Giải, Gọi vế trái là y và đặt £ = cos x, 

¬1 <£ < |, ta được hàm số xác định với 
mọi ¿: -l « £ « 1; y = 2Ở + mt + 2, 
-l <&¿< 1;y =4 + m = 0 khi ¿ = —m/4, 
Vậy để y z 0 V z chỉ cần yư.> 0Vứ: 
-l <¿< 1 là đủ. Ta cớ : 

1) -m/4 < -1, m > 4 thÌ ya = y (CÚ) = 
4~m > 0m « 4, mâu thuẫn với m > 4. 

2) ~m/A4 > 1, m < ~4 thì yu.n = J() = 
4+m>0 

em > -4, mãu thuẫn với m < -4. 

3) -l « -m/4 « 1, -4 < m < 4 thi vu 
= y(T-mi4) = 2 — m2?/B z» 0 = m2 « 16 = 
¬4«&m «4. 

Vậy để y z 0V x thì -4 « m « 4. 

Thí dụ 3. Chứng minh rằng 

Á4cosfr + 8cosix + coa > -7 V z. 

Giải Xét y = 4efx + 8es4x, Đặt? = co4+, 


-1 <£< l1, khi đó y = 82 + 8¿ — 4,-~1 « 
t & 1, 


Đây là parabôn quay bé lõm về phía trên, 
œó đỉnh ¿ = -1/2, nên y„. = ÿ(— 1/2) = ~6. 

Vậy y = 4cosfx + 8co4r > Yưa = -6. V+, 
và 4qogfx+ 8oo4x+ coax z -6 — l = ~7 Vx 

ThÍ dụ 4. Với m nào thÌ hàm số 

y = Lât + m(x + 1) 
đồng biến khi xz > õ. 

Giải. Ta có y = x? + m. Để hàm số đồng 
biến khi z > 5ð, cần và đủ là y > 0 V x >5. 
Muốn vậy y .> 0 khi x > ð là đủ. Vì y là 
parapôn quay bề löm về phía trên, có đỉnh 
điểm x = 0, nên y đồng biến khi z > 5 
#mịn = y ð) 2ð + m > Ú + m > ~25. 

Thí dụ 5. Giải phương trình 

(2 + sim)(6 - sin) = 16. 10??? 

Giải. Gọi vế trái là øg và đặt £ = sin z, 
-l <¿& Ì ta được g = (2 + 0)(6 — ? = 
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= ~£! + 4£ + 12. Dây là một parabôn quay 
bề lõm về phía dưới, có đỉnh tại điểm £ = 2, 
nằm trên đoạn ~l < ¿ < 1 hàm g đồng biến, 
d0 8m„v = 

(1) = 1õ. Vậy ø < Øm„„= lỗ V x. Còn y 


phải là hàm đồng biến, đạt giá trị bé nhất 
16 khi |y| = 0. 


Vậy 16.101Y! > 16. Bởi vậy phương trình 
nghiệm. 


Thí dụ 6. Chứng minh rằng trong mọi 
tam giác ta đều cớ 


g2 + b2 + (2? > 4S/58 


trong đó a, b, c là các cạnh, S là diện tích 
tam giác. Khi nào xảy ra dấu đằng thức. 


Giải. Theo công thức S = 1⁄2 x aösinC 
và công thức hàm số côsin ; 


€2 = ø? + b2 — 2abcosC được 
2(a2? + b2 — 2øbcosC > 2absinCV3 
hay 
q2 + b? — 2aøb(1/2cosC + V8/2sinC) » 0 
a2 + b2 — 2abcos(C — 609) > 0. 


Muốn vậy giá trị bé nhất của vế trái phải 
>??? 


Giá trị bé nhất đạt được khi 
cos( — 60?) = ?7 ? 
tức là 


d2 + b2 — 2ab = (a — b}2 z 0 đúng. 
Dấu đẳng thức đạt được khi ø = b và 


cos( — 60?) = 1, C - 609 = 0, C = 609. 
Vậy dấu đẳng thức đạt được khi tam giác là 
tam giác đều. 


ThÍ dụ 7. ABC là tam giác có các góc 
đều bé hơn 1202. Xét tất cả các hình chớp 
tam giác SABC nó chung đáy ABC và có 
cùng thể tích. Hãy xác định hình chớp cớ 
tổng các cạnh bé nhất. 

Giải Vì các 
hình chớp chung 
đáy, nên chỉ cần 
xác định hình 
chớp có tổng các 
cạnh SA + SH + 
SC bé nhất là 
đủ. Gọi H là 
chân đường cao 
SH, khi đó ta 








chỉ cần tìm hình chớp có tổng các hình chiếu 
HA + HB + HC bé nhất là đủ. 

VÌ các góc của tam giác ABC đều bé hơn 
1209, nên tổn tại duy nhất một điểm Ó trong 
tam giác, nhỉn các cạnh đều dưới một góc 
bằng 1209 (Bạn đọc tự chứng minh). Hình 
chớp cần tìm la hình chớp có chân đường 
cao H trùng với điểm O. 

Thật vậy, qua A, B, C kẻ các đường thẳng 
tương ứng + ÓA, OB, ÓC tạo thành AA'B'C”, 
khi đó tam giác A°B”C' là tam giác đều. 

Nếu H = Ó thì 

HA + HB + HC = OA + OB +OÓC = h;, 

h là đường cao tam giác đều A'B'C'. Nếu 
H khác O thì 

HẢA + HB + HC > HP + HQ + HR = h 


(vÌ tổng khoáng cách từ một điểm trong tam 
giác đều đến các cạnh không đổi, bằng chiều 
cao của tam giác, còn khoảng cách từ một 
điểm ngoài tam giác đều đến các cạnh lớn 


hơn chiều cao tam giác đều. Bạn đọc tự 
chứng minh bằng phương pháp diện tích), 


Cuối cùng, mời các bạn tự giải một số bài 
tập sau đây ; 


1. Chứng minh rằng hàm số : 

y = 7x + 1/2.sin 8x + 2sin 4x + sỉn x 

luôn luôn đồng biến. 

2. Hãy tÌm tất cả các giá trị của m để 

1/3 sin 3x + msin 2x + sin x > O0 

khi 0 < x < z. 

3. Giải phương trình : 

(8 — cos)(2 + cosv) = 21.5ÌY1 

4. Chứng minh rằng, trong mọi tam giác 
ta đều có 

3a? + 882 — c2 > 4SV8 
trong đó ø, ở, c là các cạnh, S là diện tích 
tam giác. Khi nào xảy ra dấu đẳng thức. 

õð. Trong các tam giác có cùng diện tích, 


hãy tìm tam giác có tổng bình phương các 
cạnh bé nhất. 


LABYRINTH - MỘT ĐỀ TÀI CŨ ĐANG TRỞ 
THÀNH VẤN ĐỀ THỜI SỰ LỚN 


1. Mở dầu 


Thông thường người ta hiểu mê đạo là 
một hệ thống các đường ngầm dưới đất, được 
nối với nhau nhằng nhịt và tỏa rất nhiều 
nhánh, nếu một người không quen thuộc nó 
bước vào sẽ nhanh chóng mất khả năng định 
hướng và không bao giờ tÌm được đường ra. 

Từ Labyrinth (mê đạo) có nguồn gốc 
trong những câu chuyện lịch sử Hy Lạp. 
Theo truyền thuyết Hy Lạp thì mê đạo đầu 
tiên được xây dựng trên đảo Kreta bởi ông 
tổ thợ xây và đồng thời là nhà phát minh 
Daedalus. Ở trong mê đạo này có một con 
quái vật nửa bò tớt, nửa là người. Hàng năm 
nó bắt cống 7 cậu bé và 7 cô bé khỏe mạnh, 
xinh đẹp để ăn thịt. Hoàng tử Theseus đã 
vào được mê đạo, giết chết con quái vật và 





VŨ ĐÌNH HÒA 


với một cuộn chỉ của cô gái Ariadne trao cho, 
hoàng tử Theseus đã tìm được đường ra khỏi 
mê đạo. 


Chủ đề mê đạo hãy còn dư âm tới tận giờ, 
vì thế ta thường gặp các bài toán về mê đạo 
trong các sách toán, hoặc ở dạng toán học 
giải trÍ trên các báo chí... 

Công trình đầu tiên về vấn đề mê đạo 
năm 1873 là của giáo sư Christian Wicner 
(1826 - 1896, giáo sư hình học xạ ảnh 
trường đại học ki thuật Karlarube). Cuối thế 
kỉ 19 tại Pháp vấn đề này được hai nhà toán 
học Trémaux và Tarry nghiên cứu. Những 
nghiên cứu này xoay quanh vấn đề tìm 
đường đi trên một đồ thị. 

Những lời giải cổ điển này được lập thành 
chương trình máy tính bởi C. E. Shannon, 
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nhà toán học đồng thời là kỉ sư người Mỹ 
(sinh nam 1916), một trong những người 
sáng lập ngành điều khiển học, người đã 
sáng tạo ra con chuột máy tìm được đường 
đi trong mê đạo (năm 1951). Thông qua công 
trình của mình Shannon đã gợi ý cho những 
nghiên cứu hiện đại về vấn đề mê đạo bằng 
công cụ của điều khiển học mà thực sự được 
tiến hành trên cả chiều sâu lẫn chiều rộng 
trong lŠ năm gần đây. 

Những nghiên cứu này cớ động lực thực 
tiễn và chứa đựng những ứng dụng quan 
trọng cho ngành điều khiển học. Vì thế, khả 
năng của một máy tính hoặc một người máy 
trong mê đạo sẽ là những cơ sở đánh giá 
năng lực của người máy và máy tính trong 
mối tác động qua lại với môi trường. Ngoài 
ra, những lời giải trong vấn đề mê đạo sẽ 
cho ta phương pháp được sử dụng có hiệu 
lực vào trong các thuật toán nhận dạng trên 
các đổ thị hoặc các vật mẫu và động chạm 
tới các vấn đề "xử lí" ảnh (vi dụ phân tích 
ảnh vệ tỉnh...). 

2. Các vấn đề cơ bản 


Cái gì là những vấn đề mà các nhà toán 
học quan tâm tới trong chủ đề mê đạo. Ta 
hãy xem vấn đề cơ bản nhất. 


Vấn đề thứ nhất là từ một điểm tùy ý của 
mê đạo phải tÌm được cửa ra. Bài toán này 
được đặt ra cho những người bị dẫn vào mê 
đạo không tự nguyện và bị bỏ mặc một mình 
ở đơ. Cần lưu ý là người bị nhốt không được 
biết tÍ gì về cấu trúc xây dựng của mê đạo 
và chỉ có thể nhìn thấy một phần của đường 
hầm, hoặc các nhánh được phân rẽ của mê 
đạo tại khoảng cách gần. VÌ không có một 
dữ kiện nào thêm, nên phương pháp dò tìm 
cửa hầm ở đây đòi hỏi phái là dùng được cho 
bất cứ một mê đạo cớ thể nào khác. Tóm 
lại, bài toán được phát biểu như sau : 

Bài toán chạy trốn : 

Hãy đưa ra một phương pháp (một thuật 
toán, một chương trình máy tính...) để từ 
một điểm tùy ý của mê đạo ta đều có thể 
tỉm được đường ra. 

Phương pháp mà hoàng tử Theseus đã 
dùng có lẽ là như sau : "Người anh hùng của 
chúng ta đã giải bài toán bằng cách đem 
buộc một đầu sợi chỉ của cô gái Ariadne vào 
cửa mê đạo và đi vào, khi đi ra anh ta chỉ 
việc lần theo sợi chỉ là tìm được đường ra". 
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Khi giải thích như vậy là ta đã quên mất 
một điều quan trọng, nớ chính là vấn đề thứ 
hai của ta : "làm thế nào mà hoàng tử 
Theseus có thể tỉm đến được nơi ẩn nấp của 
con quái vật và không bị chạy luẩn quẩn 
trong mê đạo quá lâu (ví dụ là không bị sa 
vào tình trạng chạy theo một vòng tròn 
trong mê đạo), để vẫn còn sức giết chết con 
quái vật". Đớ là bài toán khảo sát mê đạo : 
- cần tìm cho mọi mê đạo một phương pháp 
khảo sát khi không có một thông tin nào cho 
biết trước, 

Bài toán khảo sát : 


Hãy đưa ra một phương pháp (một thuật 
toán, một chương trình...) để có thể tới được 
mọi điểm của mê đạo. 


Ta cớ thể thấy ngay là giữa hai bài toán 
này có một mối quan hệ chặt chẽ. Mỗi lời 
giải của bài toán khảo sát cho ta một lời giải 
của bài toán chạy trốn : một thuật toán khảo 
sát được toàn bộ mê đạo sẽ dẫn ta tới cửa 
ra. Ngoài ra một cuộc chạy trốn có kết quả 
cũng góp phần khảo sát mê đạo vì không 
phải con đường nào cũng dẫn đến cửa, 


Sau đây ta sẽ nghiên cứu bài toán khảo 
sát mê đạo vỉ mô hình toán của nó dễ giải 
thích hơn bài toán chạy trốn. 

3. Khảo sát đổ thị hữu hạn : 

Th hiểu một đồ ¿h¡ hữu hạn là một hình 
tạo bởi một số hữu hạn các điểm (được gọi 
là đỉnh) và được nối với nhau bởi một số các 
cung (được gọi là các cạnh). Trên hình 1 và 
hình 2 ta có hai đồ thị khác nhau. Mỗi cạnh 
của đồ thị được bắt đầu và kết thúc tại 2 
đỉnh nào đó và không chứa đỉnh nào khác 
ngoài đỉnh đầu và đỉnh cuối của nớ. Đỉnh 
của đổ thị ứng với các ngà rẽ của các đường 
hầm hoặc các bãi cuối đường hẩm, còn các 
cạnh của đồ thị chính là các đường hầm của 
mê đạo. 


Hình 1 
Một đồ thị được gọi là liên thông nếu từ 
một đỉnh bất kỳ ta đi tới được đỉnh tùy ý 


khác của đồ thị qua một đãy (hữu hạn) các 
cạnh. Đây chính là điều kiện cần cho sự khảo 
sát được của mê đạo tương ứng với nớ. VÍ 
dụ trên hình 2 là một đồ thị không liên 
thông. Từ đỉnh A của đố thị này ta không 
thể tới được đỉnh B. 


tình 2 

Đồ thị trên hình 1 là một đổ thị liên 
thông. Ngoài ra nó còn là một đồ thị phẳng, 
(các đỉnh và các cạnh của nó có thể biểu 
diễn được trên mặt phẳng mà các cạnh 
không giao nhau ngoài các đỉnh chung) 
nghĩa là một đồ thị hai chiều. Tính chất này 
thực ra không cần để bảo đảm cho tính sử 
dụng được của 2 phương pháp khảo sát sau 
đây. 


rời cạnh đang đi để vào đỉnh cuối của nó thì 
ta đánh dấu (o) trong trường hợp trên các 
cạnh xuất phát từ đỉnh này chưa có cạnh 
nào được đánh dấu (o). 

2. Nếu tất cả các cạnh xuất phát từ đỉnh ta 
đang đứng đều mang dấu (+) thì ta dừng lại. 

Con đường đi tạo ra bởi thuật toán Tarry 
được gọi là đường Tùrry. Trong một đồ thị 
hữu hạn liên thông thì mỗi đường Thrry sẽ 
kết thúc sau một số hữu hạn bước bởi điều 
kiện 2, kết thúc tại đỉnh ta xuất phát. Theo 
thuật toán này ta sẽ đi qua mỗi cạnh của đồ 
thị đúng 2 lần, và mỗi lần theo một chiều 
khác nhau. Trong hình 3 là ví dụ về một 
đường Thrry. Trong hình 4 ta có một đường 
Thrry khác với các đỉnh được đánh dấu (o) 
và (+) tại các cạnh dẫn tới nó. 

Các bạn hãy thử nghiệm thuật toán Thrry 
bằng cách kiểm nghiệm lại trên 2 ví dụ 
và hãy tự đánh dấu lấy các cạnh, Hãy thử 
lấy đỉnh xuất phát khác và kiểm nghiệm lại 





Mình 3 


Th hãy xem xét phương pháp của Thrry. 
Phương pháp này dễ mô tả hơn. Trong 
phương pháp này ta phải đánh dấu các đỉnh 
đã được đi qua trên các cạnh dẫn tới nó, nếu 
nó lần đầu tiên được đi qua. Ngoài ra, còn 
phải nhận biết được là mỗi cạnh dẫn tới đỉnh 
ta vừa tới đã được đi qua hay chưa, và đã 
đi theo chiếu nào rồi. Vì vậy ta sẽ dùng hai 
loại kí hiệu khác nhau để đánh dấu các 
cạnh. 

Thuật toán của Tbrry : 


1. Từ đỉnh đang đứng ta di tiếp trên cạnh 
mà chưa có dấu (+) ở trên đầu xuất phát của 
cạnh đó. Trước khi đi vào cạnh đó thì ta 
đánh dấu (+) vào đầu cạnh, tại đầu mà ta 
xuất phát. Chỉ khi nào mà tất cả mỗi cạnh 
đều mang dấu (+) tại đầu ta xuất phát thì 
ta mới đi vào các cạnh có dấu (o). Trước khi 


thuật toán. Cuối cùng các bạn hãy chọn lấy 
một mê đạo nào đó và biểu diễn thành đồ 
thị và thử nghiệm lại thuật toán một lần 
nữa. Ngoài ra ta còn có thể sử dụng kí hiệu 
(o) làm bảng chỉ đường để từ một đỉnh tùy 
ý khác của đồ thị trở về đỉnh xuất phát mà 
không qua đỉnh nào quá 1 lần. Bạn đọc cớ 
thể kiểm tra bằng cách luôn đi ngược lại 
chiều dấu (o). 


Xin nhường cho bạn đọc chứng minh sự 
đúng đán của thuật toán rằng, thuật toán 
luôn dẫn ta qua tất cả các cạnh của đồ thị 
liên thông và bao giờ cũng đưa ta về đỉnh 
xuất phát. 


Thuật toán của Tresmaux tương đối đặc 
biệt hơn của Thrry, nhưng mô tả phức tạp 
hơn. 
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Hình 4 


Thuật toán Trémaux : 


1. Hãy đi tùy ý sao cho tới một đỉnh mà 
ta đã tới, hoặc tới đỉnh chỉ có một cạnh. Hãy 
đi ngược trở lại về đỉnh xuất phát và hành 
động theo bước 2. 

2. a) Nếu tại đỉnh xuất phát hãy còn cạnh 
chưa đi thì hãy đi theo cạnh đó như 1 chỉ dẫn. 


b) Nếu các cạnh đều đã đi qua, nhưng hãy 
còn có cạnh mới đi qua có một lần thì hãy 
bước vào và đi như 1 chỉ dẫn. 

c) Nếu các cạnh tại đỉnh xuất phát đã qua 
2 lần thì kết thúc. 

Phương pháp này đòi hỏi ta phải biết mỗi 


VỀ MỘT LỚP BÀI 


Bài báo này giới thiệu với bạn đọc một 
phương pháp có Ích cho việc giải nhiều bài 
toán hình học thường được coi là không mẫu 
mực và hay gặp trong các kì thi chuyên toán 
và học sinh giỏi. 

Trước tiên chúng ta hãy làm quen với một 
khái niệm mới : Lân cận bứn kính r của một 
hình phẳng là tập hợp các diểm trên một 
phẳng có khoảng cách tói hình đã cho không 
bượt quá r. Ö đây ta hiểu khoảng cách từ 
một điểm 4 tới một hình (H) là khoảng cách 
bé nhất từ điểm Á đến một điểm bất kì của 
(H). Ví dụ lân cận bán kính ? của một điểm 
O là hình tròn tâm O bán kính r, lân cận 
bán kính r của một hình tròn bán kính ? là 
hình tròn đồng tâm bán kính R +, còn lân 
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cạnh xuất phát từ đỉnh khởi đầu đã qua mấy 
lần, và cũng phải biết thứ tự đi qua của các 
cạnh. Một đường đi theo thuật toán Trémaux 
được gọi là một đường Trémaux, Có thể thấy 
mọi đường Trémaux đều là đường Tarry, 
nhưng ngược lại không đúng, ví dụ đường 
Tarry trong hình 4 không phải là đường 
Trémaux. 

Vấn đề cổ điển về mê đạo đang là một 
đối tượng mới của toán học hiện đại mà 
nhiều phương pháp nghiên cứu của nó được 
áp dụng cho nhiều ngành toán học trẻ trung, 
hỉ vọng rằng có thể giới thiệu với bạn đọc 
trong dịp khác. 


TOÁN HÌNH HỌC 


PHẠM THU HÀ 


cận bán kính r của một đoạn thẳng là một 
hình chữ nhật cùng với hai nửa hình tròn 
bán kính r ở hai đầu, v.v... Bạn đọc hãy tự 
tìm lấy lân cận bán kính r của một đa giác, 
một đường gấp khúc. 

Phương pháp mà chúng tôi muốn giới 
thiệu với các bạn dựa trên hai nguyên lí 
hình học rất đơn giản sau đây mà chứng 
mính xin nhường cho bạn đọc. 

Nguyên lÍ l : Cho các hình phẳng 
()), (H,),..., (H„) uè (K). Nếu tổng diện tích 


các hình (HỊ), (H,), .... (H„) mà nhỏ hơn diện 


tích hình (K) thì phải có một điểm của (K) 
mà nềm ngoài tốt cả các hình (HỊ) ( = 1, 


3... bì. 





Nguyên lÍ 2 : Nếu các hình phẳng (H › 
(Hy ... (H„) nềm trong hình phẳng (K) sao 
cho tổng diện tích của chúng lớn hơn diện 
tích (K) khi phải có hai hình H,) và (H;) nào 
đó Œ, j € {1, 2,..., n}) có diểm chung. 

Bây giờ ta hãy làm quen với phương pháp 
mới thông qua một vài ví dụ. 

Bài toán 1. Aội tờ giấy hình tròn bán 
kinh 100cm có 9800 lễ kim châm. Chúng 
mình ràng khi đó có thể cắt ra một hình tròn 
bán kính lecm không có lỗ kứn chêm nào. 


Giải. Để hình tròn phải tìm không chứa 
lỗ kim châm nào thÌ tâm của nớ phải nằm 
ngoài tất cả các lân cận bán kính lem của 
mọi lỗ kim châm. Mặt khác để hình tròn đó 
nằm trọn trong tờ giấy ban đầu tâm của nó 
phải nằm trong hình tròn đồng tâm với tờ 
giấy, bán kính 100 - 1 = 99 (em). Mà tổng 
diện tích của 9800 lân cận bằng 9800.+z.] 
= 9800x (cm?) nhỏ hơn diện tích của hình 
tròn bán kính 99em (= 9801 xcm?). Do đó 
theo nguyên lí 1 phải tổn tại điểm I nằm 
trong hình tròn bán kính 99cm và nằm ngoài 
mọi lân cận. Rõ ràng hình tròn tâm ¡7 bán 
kính lem là hình tròn phải tỉÌm. 


Bài toán 2. (Đề dự bị thí uô dịch quốc 
tế). Trong một hình uuông cạnh 38em có 100 
đa giác lồi, mỗi da gióc có diện tích & nem? 
còn chu vị thì < 2zem. Chứng minh rằng 
trong hình vuông tồn tại một hình tròn bán 
kính lem không cát đa giác nào, 


Giải. Để hình tròn phải tìm không cất đa 
giác nào, tâm của nó phải nằm ngoài các lân 
cận bán kính lem của tất cả các đa giác. 
Mặt khác để hình tròn bán kính lem nằm 
trọn trong hình vuông cạnh 38cm thì tâm của 
nó phải nằm trong hình vuông cạnh 86em 
(nhận được từ hình vuông đã cho bằng cách 
tịnh tiến mỗi cạnh về phía trong 1cm). Th phải 
chứng minh tốn tại một điểm như vậy. 


.. 
“ , Ð 


“ `vm —_ 
⁄ 





Diện tích lân cận bán kính r của một đa 
giác lối (H.1) bằng : 
diện tích đa giác + tổng diện tích các hình 
chữ nhật + tổng diện tích các hình quạt. Để 
ý rằng góc ở tâm của mỗi hình quạt chính 
bằng góc ngoài tương ứng của đa giác nên 
tổng diện tích các hỉnh quạt chính là diện 
tích hình tròn bán kính lem. Do đó theo 
giả thiết, diện tích mỗi lân cận sẽ bé hơn 
+ 2xz.1 +x.12 = 4z (cm?) và tổng diện tích 
lân cận của 100 đa giác sẽ bé hơn 100. 4x = 
= 400x (cm?) < 100.4.3,2 = 1280 < 1296 = 
= 36? (cm)? là diện tích hình vuông. Theo 
nguyên lí 1 phải có điểm Ï nằm trong hình 
vuông cạnh 36cm và nằm ngoài các lân cận 
và đó chính là tâm của hình tròn phải tìm. 

Bài toán 3. Trong hình chữ nhật kích 
thước 10 x 20 có 139 doạn thẳng độ dài 1, 
Chứng mính ròng bao giờ cùng tìm được 2 
diểm nằm trên 2 đoạn khác nhau có khoảng 
cách không uượt quá 1. 

Giải. Xét các lân cận bán kính 1/2 của 
mỗi đoạn thẳng (H2). 


* =5 €6 - 


Hình 2 

Dễ dàng tính được diện tích của mỗi lân 
cận là 

1 x 1+z. (12)? = 1+z/4. 

Do đó tổng điện tích các lân cận bằng 

132 (1 + x/4) > 132 (1 + 3/4) = 231. 

Mà các lân cận này đều nằm trong hình 
chữ nhật kích thước l1 x 2! (nhận được 
bằng cách tịnh tiến mỗi cạnh của hình chữ 
nhật đã cho ra phía ngoài 1/2). Theo nguyên 
lí 2 phải có 2 lân cận của hai đoạn thẳng có 
điểm chung, do đó trên hai đoạn này phải 
có hai điểm mà khoảng cách tới điểm chung 
đều không vượt quá 1/2, đó chính là hai 
điểm cần tìm. 

Bài toán 4. (Đề (hí uô dịch Balan). Một 
dường gấp khúc nầm trong một hình uuông 
cạnh 50cm có tính chất như sau : khoảng cách 
từ mỗi điểm của hình uuông dến đường gấp 
khúc không uượt quá 1. Chúng mình ròng độ 
dài đường gốp khúc lón hơn 1248cm. 


221 








Giải. Ta tính điện tích lân cận bán kính 
1 của đường gấp khúc. Trước hết xét trường 
hợp đường gấp khúc gồm 2 đoạn A¡4; và 
AzA; (H3). 

Để ý rằng diện tích hình quạt A;BC bé 
hơn diện tích tứ giác A,BDC, mà hai tứ giác 
A;BDC và A,EFG đối xứng nhau qua A„ do 





Hình 3 
đớ diện tích lân cận bán kính 1 của ArA¿A; 
sẽ bé hơn 


z1! + 2(Á/A; + A;A¡). 


Bàng quy nạp theo số đoạn thẳng của 
đường gấp khúc ta suy ra diện tích của lân 
cận bán kính 1 của đường gấp khúc sẽ bé hơn 
+ 2p (với p là độ dài đường gấp khúc). Theo 
giả thiết lân cận này phủ kín hình vuông cạnh 
50, do đó diện tích lân cận phải lớn hơn diện 
tích hình vuông (theo nguyên lÍ 1). 


MIỀN GIÁ TRỊ 


Ỏ phổ thông các bạn học 3 phương pháp 
cho một hàm số y = Ø4) : cho bởi đồ thị, cho 
bởi bảng và cho bởi biểu thức đại số. Miền 
xác định của hàm số là tất cả các giá trị của 
đối số x mà tương ứng xác định duy nhất giá 
trị của hàm số +). Việc tÌm miền xác định 
của hàm số, nhất là khi hàm số cho bởi các 
biểu thức đại số chắc là các bạn đã làm quen 
nhiều. Thí dụ trong kÌ thỉ đại học tháng 6 
năm 1970 : 


"Tìm miến xác định của các hàm số : 


y~ LUÍ-x?+4x+5 + ig@2 — 8x + 2) 
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Vậy 50 < x + 2p = p > 1250 - z/2 
> 1248 (đpem) 

Qua một vài ví dụ trên chắc các bạn 
có thể hình dung được phương pháp 
chúng tôi muốn giới thiệu với các bạn. \ 
mời bạn hãy thử sức với các bài tập sau, 
liệu chúng có thể mở rộng phương pháp tị 
cho các bài toán trong không gian đi 
không ? 

1. Trong một hình chữ nhật kích thị 
20 x 2ð có 120 hỉnh vuông đơn vị. Chì 
minh rằng tồn tại hình tròn bán kính 
nằm trong hình chữ nhật mà không cắt h 
vuông nào. 


2. Chứng minh rằng một đa giác lồi d 
tích S chu vi p bao giờ cũng chứa 1 h 
tròn bán kính Síp. 


3. Trong một hình chữ nhật kích thị 
15 x 20 có 57 hình chữ nhật ! x 2 đều 
cạnh song song với cạnh của hình chữ n 
lớn. Chứng tỏ rằng tồn tại một hình vui 
đơn vị nằm trong hỉnh chữ nhật lớn cá 
nhất hai hình chữ nhật con. 


4. Cho đa giác lồi M. Gọi s là sẽ 
nhất các hình tròn bán kính 1 phủ kín A 
là số nhiều nhất các hình tròn đôi một 
nhau có tâm thuộc M và bán kính 
Roman cos rằng s < ¿. 


CỦA HÀM SỐ 


LÊ THỐNG NHẤT 


2x+ 1 

Phayyg — 2” 

Thực chất của những bài loại này là 
bạn tÌm các giá trị của đối số để tất cả 
biểu thức đại số đã cho là có nghĩa (xác đị) 

Trong trường hợp hàm số cho bởi các È 
thức đại số thì còn một vấn để nữa mà 
bạn cần quan tâm đó là miền giá trị 
hàm số. Miền giá trị của hàm số tức 
những giá trị có thể nhận được của hàm 
+y để có giá trị của đối số z lập tương ! 
với nó. Thí dụ hàm số y = x2 thì miền 


= 





trị là y z 0: vì với mọi giá trị của x đều 
tương ứng với giá trị của hàm số y = z2 > 0 
và ngược lại với bất cứ giá trị nào của y z O 
đều tổn tại giá trị của x sao cho z2 = y. Một 
thí dụ nữa là hàm số y = sinx thì miền giá 
trị là -1  y « 1, vÌ với mọi giá trị của + 
ta có -l s y = sinx «& 1 và với bất cứ giá 
trị nào của -l « y « 1 thì đều tồn tại giá 
trị của x sao cho sinx = y. Vậy khi hàm số 
cho bởi biểu thúc đại số thì miền giá trị của 
nó chính là tất cả những giá trị của y để 
phương trình y = ƒ(z) có nghiệm đối với ẩn 
z. Do đó khi chúng ta đi tìm miền giá trị 
của hàm số, chính là đưa đến việc tÌm tham 
số y thỏa mãn cho phương trình y = ƒ(Œ) có 
nghiệm với ẩn x. 


Thí dụ 1 : TÌm miễn giá trị của hàm số 
y=(œ+ 1Œ +z + ]) 
Do z2 + xz + 1 > 0 nên ta có phương 
trình tương đương ; 
y +x + 1) =x+] 
3⁄2 — (1 - yư +y —1=0 
Phương trình bậc 2 đối với ẩn z muốn có 
nghiệm thì : 
A=(l-y)- 4w - z0 
“ớ - 1(~1 - 8) >0 
“ở - l@ + 13) «0 
©=_-l1/3 <y « l1 
Vậy miền giá trị của hàm số là : 
-l/3«y <1 


Tù đó các bạn có thể suy ra kết quả của 
các bài toán sau (các bạn thử suy ra xem !). 


Bài toán 1a : Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hâm số : 
y=(Œ& + l/⁄@? +®x + 1) 
Bài toán 1b : Tìm các góc œ thỏa mãn 
sìin ø = (x + l)(#2 + x + 1) 
với giá trị nào đó của z. 
Bây giờ các bạn xét thí dụ phức tạp hơn : 
Thị dụ 2 : tìm miền giá trị của hàm số : 
ÿ = cos2t — sin%x + coa 
Ta biến đổi : 
y = c0s2x — ginÄx + coar 
= 2cos+ — 1 - 1 + cosr + co = 
3cosxz + co — 9 


hay : 





Đến đây tôi hướng dẫn các bạn theo 2 
phương pháp. 
Phương pháp 1 : TÌm giá trị của y để 
phương trình đối với z có nghiệm : 
3cos2x + coax - 2 - y = O0 


Đặt X = cosxz thi dẫn đến bài toán tìm 
giá trị của y để phương trình bậc 2 đối với 
ẩn X có nghiệm thỏa mãn : -l < X < 1. Th 
cố phương trình : 


8X? +X-~ (2+y) =0 
Xét tam thức bậc 2 : ƒ(Ý) = 3X? + X - (2 +y). 
Điều kiện để ƒ(X) có nghiệm thỏa mãn 
-l < * «< llà 


A»0 1+12(2 + y) >0 
f£-.)>z0 —=y»>a0 
f£)>0 2-y>0 
=1)ƒ) <0 —y(2-y)<0 
25 + 12y >0 
y<0 « |0>y > -25/12 
y<2 2>y2>0 
<y<2 

2> y >-25/12. 

Vậy miền giá trị của hàm số là 

- 25/12 < y < 2 


Phương pháp 2 : Đặt X = cosz ta có : 
y=384?+X-2 
Vẽ đồ thị của y = ÄX? + X ~ 2 ta được một 
parabon như hình vẽ, từ đó miền giá trị của 
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y = 8ÄX2 + X — 2 chính là y z -95/12 nếu 
X nhận mọi giá trị tùy ý. Nhưng ở đây X = 
cosr nên : 
-l <X«l1. 

Th xét đổ thị giới hạn trên đoạn -1 «< X < 1. 

Từ đó ta thấy ngay khi -1 < X < 1 thì 
-2ð5/12 « y < 2. Vậy miền giá trị của hàm 
số là -25/12 < y < 2. 


Những vấn để xoay quanh phương pháp 
2 tôi có dịp sẽ trở lại với các bạn ở một bài 
báo sau. 


Từ đớ các bạn có thể thấy kết quả và 
phương pháp làm các bài toán ; 

Bài toán 2a : Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hàm số : ' 

 = cos#r — sỉnÄx + cosr 

Bài toán 2b : Chứng mình rằng : 

-25/12 « cos2x — sin2x + cos « 2 

Đời toán 2c ; Biết rằng góc œ của một 
tam giác thỏa mãn : 

tga + cotgz = cos2x — sin2x + comv 
với x là một góc nào đó. Chứng minh ø là 
một góc tù. 

Bây giờ các bạn làm quen với cách phát 
biểu khác của bài toán tìm miền giá trị của 
hàm số. 

Thí dụ 3 : Cho hàm số : 

x+m +1 
z?+m?++x+m +1 

Tìm những điểm trên trục tung mà đồ 
thị của hàm số không đi qua với mọi giá trị 
của tham số m. 

Th hãy tìm những điểm của trục tung mà 
đồ thị của hàm số có thể đi qua. Đó chính 
là những điểm có hoành độ x = 0 (vì điểm 
nằm trên trục tung) và có tung độ là 


„v.= 


+1 
v TS VỆ điểm nằm trên đồ thị 
mˆ+m +1 
x+m+]1 
của hàm số y # ~~——~“>——\. 
sơ đ P-TEE+ TPEEE-TEEET.T) 
m+1 


thấy miền giá trị của y = XE 
-1/3 < y < 1 (xem thí dụ 1). Vậy tung độ 
của những điểm trên trục tung mà đồ thị có 
thể đi qua phải thỏa mãn : -1/3 < y « 1. 

Nên những điểm của trục tung mà đồ thị 
hàm số không đi qua với mọi giá trị của m 
là y > 1 hoặc y < -1/8. 
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Vậy bài toán này thực chất bất ta 
phải tìm được miền giá trị của hàm số 


= m%+1 
m2 +m + 1 


(đối số m) để từ đó suy ra kết quả bài toán 
ban đầu. 


Thí dụ 4 : Giải phương trình : 


Coszx = x2 — 4x + 5. 
Ở đây ta xét 2 hàm số : 


ÿ = Cogtz và ÿ„ = xÌ — 4x + 5. 
Th có : yị = cosmx & Ì và y„ = x” — 4x = 
=(z_- 2 + 1>1. 


Ta thấy ngay miền giá trị của chúng là 
#ị < 1 và y, > 1. 


Để cho y¡ = y; suy ra chỉ có thể là 


Jị =2 = 1. 
Vậy : phương trình tương đương với : 
cosrx = l 


TU j7. TW NG Su 


Tớm lại nghiệm của phương trình là x = 2. 


Cuối cùng xin các bạn hãy luyện tập bằng 
các bài tập sau : 


Bài tập 1 : Tìm miền giá trị của hàm số 
‡y = -coar/(2cosx — ]). 
Bài tập 2 : Giải hệ phương trình : 
kế + cotgx = 2sin2y 
siny + cosx = 1 
Bài tập 3 : Giải phương trình : 
2 + cos2x = sin3x — cos3x. 


Bài tập 4 : Đường tiệm cận đứng của đồ 
thị hàm số 


y=( † l(đ - l) 
ch có thể bị parabol : y = 


+? + 4m+x + m2 cất những điểm nào ? Với 
m là tham số tùy ý. 


Bài tập 5 : Với x > 0 thì hàm số : 
y=(+z3⁄4 +) 
đạt giá trị nhỏ nhất bằng bao nhiêu ? 
Bài tập 6 : Chứng mỉnh rằng với mọi 
+ ta có 
x21 + 1) «< 1/2. 
Chúc các bạn thành công. 


ỨNG DỤNG CỦA MỘT HỆ THỨC TỲ SỐ THỂ TÍCH 


Trong bài này chúng ta sẽ đề cập đến ứng 
dụng của một hệ thức hình học không gian. 
Hệ thức đó được phát biểu như sau : 

Hệ thức : Nếu một mặt phẳng cắt ba 
cạnh SA, SB, SC của một hình chóp tam giác 
SABC lần lượt lại các diểễm A, B', C' thì 





ŸWq4@gc) SA SE „SE nh 
Wsuzo SA ” SB *%C 
Với V, 


(S48Q là thể tích hình chớp SABC. 


Việc chứng minh hệ thức (1) khá dễ dàng 
và xin nhường cho bạn đọc. Dưới đây thông 
qua một số bài toán, tôi muốn chỉ ra rằng 
sử đụng hệ thức (1), một số bài toán hình 
học có thể giải được khá gọn và hay. 

Bài toán 1. Hình chóp SABC cớ đáy là 
tam giác vuông cân ABC (AC = ĐC), cạnh 
bên SA 1 (ABC) và SA = AB. Mặt phẳng 
qua A vuông góc với SB cất SB tại B', SC 
tại C'. Tính tỈ số thể tích của hai đa điện 
tạo thành do thiết diện cắt hình chớp SABC. 

Giải. Đặt AC = a, khi đó AB = oJ2 = SA 
và SC = œj3. Đặt V là thể tích hình 
chóp SABC, Vị là thể tích hình chớp 


SA'BC, V, = V — Vị = Vự/Vị = Ví, ~ 1, 
ta tỉm V/V,. Theo (1) ta có : 
VựV = SA'/SA x SE/SB x SC/SC (*) 


ta tính các tÌ số SB/SB, SC/SC. 





I5-TcTH 


ĐỖ THANH SƠN 


Theo già thiết SB L (A'B'C)) nên A'B' 1 SB, 
do ASAB cân nên SE/SB = 1/2. Mặt khác 

BC 1 (SAO) nên BC 1 AC, lại có SB L AC". 
Vậy AC' L (SBC) ©AC' L SC. 

Xét tam giác vuông SAC : SA2= SC SC 
= SA?/SC2 = SC/SC => SC/SC = 2a2/3a2 =2 
Thay các tỈ số đã tính được vào (*) ta có : 

VỰV = 1⁄2 x 2/8 = 1/8 = V/V, = 3 


= V/V, = 2 (đpem). 


Chú ý : Hệ thức ( Ú) chỉ đúng cho hình 
chóp tam giác. Đối với hình chớp tứ giác, 
hình chớp ngũ giác, v.v... ta phải chia ra 
thành các hình chớp tam giác rồi mới được 
áp dụng hệ thức (1). 

Bài toán 2. Hình chóp SABCD có đáy là 
hình bình hành ABCD. Cát hình chớp bằng 
mặt phẳng. Mặt phẳng này cắt SA, SB, SC, 
SD tại các điểm tương ứng A, B, €? D'. 
Chứng mỉnh rằng : 


SA/SA + SCISƠ = SBISB + SD/SD_ (®*) 


Nếu hình chóp SABCD là đều, thì (**) trở 
thành : 


14SA' + 1/SƠ = 1⁄SE + 1/SD Œ**) 








Hình 2 
Giải. 
Xét hình chớp SABC và SADC ta có : 
TC _ SÁ' SB' SƠ ( 
Ma _— SA '§B'S$C 
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TMBC _ SA SD SƠ 
Veupc SA SD'SC 


VÌ Vegec = Vgxpc = V/2 (V là thể tích 
hình chóp SABC). Cộng (I) và (1Ì) ta có : 
“SABCD _ SA SE SƠ „ SA SD SƠ 

V2 © SASBRSC ` SA'SD SC 

Xét hình chớp SABD và SBCD ta có : 

T548D _ SA SB SD 
SASB'SD 


q1) 





V) 
Y$4pp 
V 


s8cb _ SB SƠ SD. 
Vepạp  SB SC SD 
Cộng (IV) và (V) ta được : 
“SABCD _ SA`SB' SD' _ SE' SƠ SD 
V2 _ §A'§B SD SB`SC SD 
So sánh (II) và (VŨ ta được 
SA SE SƠ , SA SD SƠ _ 
SA 'SB SC SA SD 'SC - 
SA SE SD _ SR SƠ SỬ 


ˆ SA'SB'SD ` SB'SG SP 





(€) 


VI) 


hay : 
SA SB SƠ SD_,SD 
SA'SB'SG'SP (sp 
_ SA SB §C SD_, SC 
“ SA'SB SE SP (sơ 
„5D „ 5B _ SƠ „ SA 
SD SB S%€ SA 
Nếu hình chớp là đều, thì ta có SA = SB 
= §C = SD và vì vậy 
1/SD)' + 1/SB' = 1/SC' + 1/SA' (đpem), 
Bài toán 3. Một mặt phẳng cất tất cả 6 
cạnh bên của một hình chớp lục giác đều tại 
các điểm 4, B, C, D, E, F. Chứng minh rằng 
1/SA + 1/SD = 1/SBH + 1/SE = 1/SC + 1L/SF 
(S là đỉnh hình chớp) 


Giải. 


SB 
sự) F 
SA 
+ Ft 
SA 
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Thn hãy áp dụng kết quả của bài toán 2. 
Gọi hình chóp đều đã cho là 
SA,B.CÐ;EÈ:.. 

Xét hình chớp SA,B,D,E, với đáy là hình 
bình hành A;B,D,E,, thiết diện là ABDE 
ta có : 

SAJ/SA + SDJ/SD = SBJ/SB + SEJ/SE. 

Vì SA; = SD, = SB, = SE,, nên hệ thức 
trên viết lại : 

1/SA + 1/SĐ = 1/SB + 1/SE. 

Xét hình chóp SA,#,D,C, ta có : 


SAJ/SA + SD/SD = SF,/SF + SC,/SC=> 
1/SA + 1/SD = 1/SE + 1/SC. 

Hệ thức (1) có một hệ quả khá trực tiếp 
như sau : 

Bài toán 4 : (Hệ quả của (1)) 

Trên đáy ABC của hình chớp SABC ta lấy 
điểm M. Các đường thẳng kẻ qua ẤM song 
song với SA, SB, SC cắt các mặt bên hình 
chớp lần lượt tại các điểm A, , C. Chứng 
mỉnh rằng “MưBC = 





Ÿ pc 
Giải. 





Hình 4 
Gọi A, Bị, C, lần lượt là các điểm đối 


xứng với A, B, Œ qua M (xem hình 4), 
Khi đơ 


Ÿyxgc = VưArg.C„ 
Trên các cạnh SA, SB, SC lấy các điểm 
4„ B,, C; sao cho SÁ, = MA) ; SB, = MB, ; 


SC, = MC,. 





Khi đó hình chớp SA,B,C, là ảnh của 
hình chớp MAB,C) trong phép tịnh tiến theo 
vectơ Mà nên 


V, =V, 
MA,B,C, 3A,B.C, 








hay 
VưxpC “ Vu BC, 
Mặt khác 
Yuumc, _ SA; SB, SC, 
Ve.mc SA 'SB SƠ 
YưAdc _ MA MB MƠ 
VWuuc SA SB'SC 


Hệ thức (2) giúp ta giải được bài toán cực 
trị sau đây : 

Bài toán ã. Cho trước góc tam diện Oxyz 
và điểm M cố định trong góc đó. Hãy dựng 
một mặt phẳng qua M cất gớc tam diện 
thành tứ điện có thể tích bé nhất. 

Giải. 





Hình 5 
Giả sử mặt phẳng qua M cắt các cạnh Ó+, 
Oy, Óz của tam diện Oxyz tại A, B, C. Kẻ 
qua M các đường thẳng song song với các 
tỉa Óx, Oy, Oz cắt các mặt (yOz), (O*) và 
ŒOy) tại A,, Bị, C. 


Theo (2) ta có : 


VựAgc, MA, MB, MƠ, _ 
V2  OÀ OB 0C 


Vì VưA BC, không đổi, nên Vụ „„. bế nhất 
khi MA,/OA.OB,/OB.MC,IOC đạt max. 


Gọi A, B, C là giao điểm của AM, BM, 
CM với các cạnh đối diện của AABC (xem 
hình 5ð), ta có : 


MAJOA = AMIAA ; MB,JOB = BMỊIBB, 
MCJOC = CMỊICC, 
do Mƒ nằm trong AABC, ta có 
MAIAA + MH/BB + MCJCC = 1 
nên ÄfA/OA + MB/OB + MCJOC = 1 


Ấp dụng bất đẳng thức Côsi cho 3 số 
đương ta có 


M A(OAM RIOBM QIOC đạt max khi 
MAUOA = MBJOB = MCJOC <=MA/AA = 
MB/BB = MC/CC @M là trọng tâm tam 
giác. 

Nếu dựng mặt phẳng qua M thừa nhận 
X là trọng tâm tam giác tạo thành do mặt 
phẳng cất Ox, OØy, OÓz thì Woxpc bé nhất. 

Việc dựng cụ thể xin nhường bạn đọc. 

Bài toán sau đây lại là một ứng dụng 
khác của hệ thức (2). 


Bài toán 6. Cho góc tam diện Oxyz và 
điểm M bên trong nó. 


Một mặt phẳng qua M cắt các cạnh của 
góc tại các điểm A, B, C. Chứng minh rằng 


3 
YoascVwoac VwocA:YMoab) 


có giá trị không phụ thuộc cách chọn mặt 
phẳng. 

Giải. 

Giả sử mặt phẳng qua M cắt Ox, Ởy, Oz, 
tại A, B, C (xem hình 6), Kẻ qua M các 
đường thẳng song song với Ox, Øy, Oz lần 
lượt cắt các mặt bên hình chóp OABC tại 


A, B, C. Ấp dụng (2) của bài toán 1 ta có : 
VoAscYwAgc 


= OA(MA' x OB,MB x OCIMC @®) 
Mặt khác 


VoagdVwoap = OCIM C; 


VoagcdVưogc = OAiMA ; 


YoapcVuocA = OBIMB ; 
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— —  -- ...... h6 `. cốc 1n. 7c 








Hình 6 
thay các hệ thức này vào (*) ta có 


VoasơV, MA'BC — VÕ pc / 


f ưoas X Vưogc X Vưoc¿) => đpem. 
Một số bài toán sau đây giành cho bạn đọc. 


Bài toán 7. Hình chóp SABCD có đáy là 
hình chữ nhật ABCD cạnh BC = ABV2 ; SA 
+ (ABCD). Một mặt phẳng qua A vuông góc 
với SC cắt SC tại C', SB tại B' và SD tại 
D'. Biết rằng mặt phẳng (ABC) hợp với 
(ABCP) một góc nhọn ø. Tính tỈ số thể tích 
của hai khối đa diện tạo thành do mặt phẳng 
cắt hình chóp SABCD. 


Bài toán 8. Cất hình chớp ngũ giác đều 
bằng mặt phẳng cắt tất cả các cạnh bên hình 
chớp tại các điểm A, B, C, D, E. Gọi S là 
đỉnh hình chớp. Hãy tìm hệ thức liên hệ cho 
các đoạn SA, SB, SC, SD và SE. 


Bài toán 9. M, N lần lượt là trung điểm 
của hai cạnh AB và CD của tứ diện ABCD. 
Chứng minh rằng mặt phẳng bất kì đi qua 
MN cát tứ diện thành hai khối đa diện có 
thể tích bằng nhau. 


PHƯƠNG TRÌNH LÙI 
VÀ LÙI BẬC PHƯƠNG TRÌNH 


Nhiều bài toán bậc cao ta có thể giải được 
bằng cách đưa về phương trình bậc hai. Sau 
đây là một số phương pháp thường dùng. 

1. Nếu ta có phương trình bậc 4 dạng 

ax% + bx) + cx2 + dư +e =Ô, a z0 
mà tồn tại một số À z 0 sao cho 
ở =bÀ,e = aÂ2 thì ta có thể dẫn về phương 
trình bậc hai. Phương trình này gọi là 
phương trình lùi, vì nếu đổi biến x = Ajy thì 
phương trình theo y hoàn toàn giống phương 
trình theo z. 

Th giải phương trình lùi như sau : 

VÌ x = 0 không phải là nghiệm của 
phương trình (nếu trái lại ta có e = 0 mất) 
nên chia 2 vẽ cho +ˆ # 0 ta được : 


G2 + +c tổ + : 


—==0 
x2 


Thay ở = ðÄ, e = aÂ2 và nhóm các số hạng 
chung : 
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LÊ ĐÌNH THỊNH 


a(x2 + Â2z2) + b + Â/x) + e = 0 
Đặt =x+ÃR, khi đó 
Ê=z2+12⁄x2 + 24, ta có 
đŸ + bt + c — Đa = 0. 

Chủ ý : Nếu phương trình có dạng 
f@?+1222,x+A6) =0, thì đổi biến 
t=x+1z ta dẫn phương trình về dạng 
phương trình bậc hai. 


Thí dụ I : Giải phương trình 
z+ 4= x2 — 2). 
Giải: Mô dấu ngoặc và chuyển vế ta 
được 
x! — Bx” + 10+ 4= 0 
Đây là phương trình lùi, vì 
đ = 10= —2(—ð) = —9b, 
e=4=(-2)?.1 = (~2)2a. 





Do vậy ta giải như sau : 
VÌ xz = 0 không phải là nghiệm của 
phương trình đã cho (nếu trái lại ta có 4 = 


0 vô lí, nên chia hai vế cho z2 và nhớm các 
số hạng ta được 


x? + 4#2 — Bœx — 9/z) =0 Đặt £ =x — 9+, 
khi đớ /2=z2+4@6?—-4 và ta có 
2-Bt+4=0. 

Do a+b+c=0 nên phương trình có 
nghiệm /=1,£=4. Nếu £ = l, ta có 
x—2/z=1 = z?T-x—~2=0. vì 
œ—b +c =0, nên phương trÌnh có nghiệm z 
= -Ì, x = 2. Nếu £ = 4, ta có x— 2= 4= 
1z2- 4x—~93=0,x=2+ Võ. 

Thí dụ 2. (Đề thi vào đại học khối A năm 
1976). Tỉm tất cả các gớc œ sao cho với mọi 
xz z= 0 ta có 


(7+ 1/?)+ (1— 3sinz)(+ 1⁄) + 8sinz> 0 
Giải : Đặt £ =+x + 1c, khi đó vì z.l/e > 0 
nên |z| = lxz + 1| = |x| + 1{x| > 
> 2V[z[.LÏzÏ =2. Dấu đảng thức nhận 
được khi và chỉ khi |xÌ = 1 hay z = +1; 
£? =x? + 1/x2 + 2. Thay vào bất đẳng thức ta 
được 


£2 + (1~ 8sinz)£ + 3sinz — 2 > 0 V{¿| z 2. 


Vẽ trái là tam thức bậc hai theo ¿, lại có 
œ+b+c=0, nên tam thức có nghiệm là 
† = 1? ?£=83sinz— 2. Bất phương trình 
đúng với mọi giá trị ¿ nằm ngoài hai nghiệm, 
nhưng vì || z> 2 nên /£ = 1 và 
‡ = đsinz — 2 phải nằm trong khoảng (-2, 2). 
Hiển nhiên £=l thuộc khoảng (-2, 2) 
nghiệm ¿ = 3sinz ~ 2 thuộc khoảng này, nếu 
~2 < 3sinz — 2 < 2 hay 0 < 3sin+ < 4, suy ra 
sina > 0, 2kzZ < œ < (2k + lặn. 

Thí dụ 3. (Đề thi khối A, Đại học giáo 
dục miền Nam năm học 1975 - 1976). 
Chứng minh rằng biểu thức 


3(x2/2 + y2x?) ~ 8(xíy + y/x) + 10 


không âm với mọi giá trị thực của z và y 
khác giá trị 0. 


Giải. Đặt Z= 3(x?/y2+y2x?)—S(xiy+y/z)+ 10. 
Th phải chứng minh rằng Z > 0 V+x, y z 0. 
Đặt £ = xíy + yíx, ta có |£Ì > 2, dấu bằng xảy 
ra khi x = y/x£ = +1, tức là x = + y. Th 
có Z=382-8:+4>0 Vv |: z> 2. 





4 
Z=6/—8=0 khi t=a Lập bảng biến 
thiên 
Do vậy Z>Z„ =0 V{¿| > 2. 


1. Nếu phương trình có dạng 
(Œ) + a)` + (f@œ) — b)“=c thì đạt 
fŒ) ta=t+a,f@) -b =t—a > 


œ=(a+b)/2, để đưa về dạng đối xứng 
(Œ+a)'*+(— a)®=e hay 
2/2 + 12222 + 2a*đ=c=?? (phương trình 
trùng phương), rồi đưa về phương trình bậc 


hai 2X? + 1222X+2a?—c=0, trong đó 
X=2z0. 
Thí dụ 4 Giải phương trình 


cosi+x + (1 ~ cosr)# = 1, 

Giải. VÌ (1— com) ®= (cosr— 1)', nên ta có 

co#fz + (cosx — 1) = 1, 

Đặt cosc = ¿ + 1/2, cosr — Ì =/— 1/2, ta 
được 

(+ L2)? + @— 1/2) = 1 
2/9 + 32 + 1/8 = 1 

Đặt 2 = X, khi đó 0 < X < 9/4 và ta có 

2X? + 3x — 7/8 = 0. 

Phương trình có nghiệm X= 1⁄4, 

X= ~-7/4 < 0 (loại) = ¿ = + 1/2. 
Nếu £ = 1/2, co = 1,x = 2m+, m nguyên. 
Nếu ¿=-— 1/2, œ+= 0,x= z/2+ &z, k nguyên. 

IH. Nhiều khi ta đoán một số nghiệm hữu 
tỉ rồi lùi bậc phương trình về bậc hai. Chú ý 
ràng, nếu tổng các hệ số của phương trình 
bằng 0, thì phương trình có một nghiệm + = 1, 
còn nếu tổng các hệ số bậc chẵn bằng tổng 
các hệ số bậc lẻ thì phương trình có nghiệm 
+# = -1. Nếu không thỏa mãn hai điều kiện 
trên thÌ ta đoán nghiệm hữu tỈ như sau : 

Tìm z dưới dạng z = píq, (p, q) = 1. 


hay 


Thay vào phương trỉnh 
q2" +aa t1 +.. +a„_;xz tơ, =0 và quy 
đồng  - mẫu Số ta được 


q,p"+ aip"~ lạ+ ...+ đ._ ptt~ lự+ g„q” = Ô. 
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Vì nø số hạng đầu chứa p, nên chia hết 
cho p, 0 cũng chia hết cho p, do vậy 


a„q—”: p.Do (p.g) = 1, suy raø„: p. Tương 
tự ta suy ra ø„: q. Vậy nếu phương trình 
tự" +ait 1+ ..tai xa =0, — với 
0„đ,..,đ, nguyên, có nghiệm hữu tỉ 
x =Piq, (p, g) = 1 thì p là ước của a„, còn g 
là ước của ø,. Đặc biệt nếu œ,= + 1, thỉ 
nghiệm hữu tỉ là nghiệm nguyên và là ước 
của hệ số tự do a„. 

Trong thí dụ 1, vì tổng các hệ số bậc chẵn 


bằng tổng các hệ số bậc lẻ bằng 5, nên phương 
trình có nghiệm z = —1, và có thể viết 


(œ + 1) — 6x? + 6x + 4) =0 


Vì xì—6x?+6x+4 không có nghiệm 
xz = +], nên ta xét các nghiệm hữu tỈ là các 
nghiệm nguyên (vì ø„ = 1) và là các ước của 
4, tức là x = +2, +4. Do z = 2 là nghiệm : 
8 - 34 + 12 + 4 = 0, nên cơ thể viết 

(+ 1)(x— 2) (x2T— 4z — 2) = 0, 
do vậy phương trình còn có nghiệm 
x=2#+(W6ö. 

Thị dụ ð. (Đề thì năm 1984). Giải hệ 
phương trình 


z—y`=(œ—y) 
x+y=—l 
Giải. Nếu các bạn giải bằng phương pháp 
thế, tức là rút y = —x ~ l thay vào phương 
trình đầu, thì được 2xÖ + 3x?— 2x=0. Do 
œ+b+c+d=0, nên phương trình có 
nghiệm z = 1 và có thể viết 


( — 1 (2+2 + 5x + 2) =0 

Do vậy phương trỉnh còn có 2 nghiệm + 
= -1/2 và x = -2. 

Nếu xz = -1⁄2, ta có y = -l/2 và hệ có 
nghiệm (-1/2, -1/2). 

x = +1, ta có y = -2 và hệ có nghiệm (1, ~2) 

x = -2, ta có y = l1 và hệ có nghiệm (~2, 1). 

Thí dụ 6. (Đề thi vào Đại học sư phạm 
thành phố Hồ Chí Minh năm học 1976 - 1977). 

Giải phương trình 4x” — 3x + 1 = 0. 


Giải. Ta lùi bậc phương trình bằng cách 
tìm 1 nghiệm hữu tỈ z = Ø4, (p,g) = l ; ước 
của p là +1, của g là +1, +2, +4, nên nếu 
phương trình có nghiệm hữu tỈ, thì chỉ cố 
thể là x = +l, +1⁄2, +1⁄4. Phương trình 
không có nghiệm x = 1, vì tổng các hệ số bằng 
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2 # 0, còn tổng các hệ số bậc chẵn là 1, bằng 
tổng các hệ số bậc lé là 1, nên phương trình 
có nghiệm + = -1 và có thể viết 

( + 1) (4x2 — 4x + 1) = 0 hay 

«+ 1)(xT— U2=0 
Vậy phương trình có nghiệm z = -1, z = 1/2 
(kép). 

Thí dụ 7. Giải phương trình 

cos2x + cos23x = đcos22x. 

Giải. Theo công thức 
co#œ = (1 + cos2z)/2 và 
cos3z = 4cosia ~ 3cosz, ta có 

(1 + cos2z)/2 + (1 + cos6x)/2 = 3oeos22x 

1 + (1/2)cos2x + (1/2)cos3. 2x = 3cos22x 

2co32x — 3eoS2x — cos2x +1=0. Đặt 
cos2+z = /, =l <% ¿ < 1, ta được 

2Ö - 82 —t+ 1 =0. 

Vì ước của 1 là +1, của 2 là + 1, +2 nên 
nếu phương trình có nghiệm hữu tỉ, thì chỉ 
có thể là +1, +1/2. Khi ¿ = 1/2 ta có 1/4 - 
3/4 - 1/2 + 1 = 0, nên phương trình có 
nghiệm £ = 1/2 và có thể viết 

2( — 1⁄2) (2—+— 1) =0 
và phương trình còn có 
¿ =(1— Vỗ)/2,£ = (1 + Vỗ)/2 Qoại) 

Nếu L2 = 
cos2x = 1/2 = cosn/3 ; 2x = + x/3 + 2kmx 

x= + xz/68 + kz, k nguyên. 

Nếu 
£= (_— Ýõ)/2, cos2x = (1 - jð)/2 =cox = 
2x= +a+2kx 
xz= ‡+zj2 + r, Ì nguyên, Ô < ø < x, mà 
cosz = (1 — Ýõ)/2 


Cuối cùng mời các bạn tự giải một số bài 
sau đây : 


1. Giải phương trình 

a) x! + 9 = õx(x? — 8). 

b) x' — 6x2 + 4x2 + 12x + 4= 0 
2. cos2x + l/cos2x = cosr — l/cosr. 


9. z2? + y2z2 — 3(xy + yix) + 4 > 0 Vx, y 
œ= 7? 


nghiệm 


1/2, 


4. sinẤx + (1 — sinz)° = 17 
5ð. sin2x + sin23x = 5sin22x. 
6. Cho hàm số y= (1/8*3— mx?— x+ 2/3+ m 


Với m nào đồ thị cất trục hoành tại ba 
điểm khác nhau. 


7. Giải phương trình —4x? + 8x + 1 = 0. 


l >x~`— .=ễŠễẼšŠ®Š=—==ẽŠềằềœ=ềễềễềễềềẼễ ễ ` --_____~>:73 


CỰC TIỂU CỦA PHÂN THÚC CHÍNH QUY 


Trong bài này xin giới thiệu một lớp hàm 
số đặc biệt, mà việc tìm cực tiểu của nó rất 
đơn giản đo cấu trúc đặc biệt của chúng. Lớp 
hàm số ấy có tên gọi là phân thức chính quy, 

1. Phân thức chỉnh quy. Giả sử 


mm 
øŒœ) = > cụx2i 
¿=1 
là phân thức của một biến +, Tu sẽ nói rằng 
phân thức g(z) là chính quy, nếu tổng các 
tích của các hệ số c; của nó với bậc của các lũy 


thừa tương ứng ø, là bằng không, tức là 


— Sa£,= 0, q) 


¿=] 


Thí dụ đơn giản nhất về phân thức chính 
quy là 


fE)=z+2=x+acI 
(ở đây đị =e; = lai = 1a, = —]). 


Dựa vào đồng nhất thức lượng giác 
sin°œ + cos2œ = 1, ta có thể chứng mỉnh rằng 
phân thức 

sinz 


cosœ TT 
0<z<= 


h) =x+ xSim „co ' 2 





là chính quy. Thật vậy ä(z) có thể viết đưới 
dạng 
h(Œ) = x + (sina)x S1? + (cosœ)x— €0, 
„m 
Do đó 5) ø£; = 1 — sin2œ — cosz = 0. 


¿=] 


Bây giờ giả sử 
"” 
ØŒy; ... *„) = » CAƑ 15%... Xi (2 
¿=1 


là phân thức của w biến #i;Z;,...„. Th sẽ 
nói rằng phân thức øŒ\,...~„) là chính quy 
nếu 

#iyếp + Ø2; +... ae = 0 


đ;1C) + đ22C; Tại? đa Cà = H) 





PHAN HUY KIHẢI 


tuyết + đu, 2Gx2 đc. + ưu ve = 0, 


Các phân thức một biến 


m mm 


gi) -à. cau... g„Œ„) => caấmi 


=1 t=1 
sẽ được gọi là các thành phần của phân thức 
đi sy ): 
Thí dụ, các thành phần của phân thức 
hai biến 
2 NHÀ) 
8Œ. y) =2x” y” + 2x7 y!+x y3 
"ồ,sgz 0 
sẽ là các phân thức 


na 
ổq(x) =2x” +2x' +x 
—1 2 ~2 


820) = 3y f + 9y" ty 
Rõ ràng phân thức ØŒ;,... *„) là chính 
quy khi và chỉ khi tất cà các thành phần 
Ø;@Œ,), ¿ = 1,..., n của nó là chính quy. Trong 


thí dụ trên, phân thức hai biến øŒœ. y) là 
chính quy vÌ cả hai thành phần của nó 
8;Œ) và øg;@) đều là chính quy. 


Dưới dây, chúng ta sẽ đưa ra một định lí 
mnà nó sẽ giúp nhiều trong việc kiểm tra tính 
chính quy của một phân thức. 


Định lí 1. Nếu các phân thức ø, h là 
chính quy thì các phân thức 4g (4 là số 
dương), ø + h, g, h (g, h là kí hiệu hàm hợp 
quen thuộc) cũng là chính quy. 


Chứng minh của định ÌÍ 1 suy trực tiếp 
từ định nghĩa. 


Hệ quả. Nếu gứi, „„;%u,) là phân thức 
chính quy thì với mọi m nguyên dương, ta 
cũng có ø” là chính quy. 

Thí dụ 1. Xét phân thức chính quy 
øŒœ) =r+ _ Từ hệ quả suy ra phân thức 


1 X 1 lẻ 
+_— “Hs œ ———~ = ctx„+-—n" 
„ x) v, VIG , s 
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m 
= giận — Ki 
Cũng là chính quy. Do đó ta có 


3 0A ~m = 0, tức là D1-_ 


=0 


L3 
=n > Œ = n2" và như vậy ta đã chứng 
k=0 
minh được một đồng nhất thức quen biết. 


n" 
»kŒ=n.—L, 
=1 


2. Cực tiểu phân thức chính quy 
Giả sử 


m 
8Œ ..› X„) „3 y1... Xinh (3) 
=l 


là phân thức chính quy, tức là 
"n 
q;= ÈŸ quy = 0 với mọi ¿ = 1,..., n. Tính 
k=1 
chất cực trị của phân thức chính quy biểu 
điễn qua định lí sau đây. 


Định lí 2. Giá trị nhỏ nhất của phân thức 
chính quy (q3) trên miền 
+ị¡ >0,z; > Ú,..,z„ > 0 bằng tổng các hệ số 

nó, và đạt được khi 
=..=z„= 1, tức là 


của 
#ị=%; 
m 

mỉn gŒ\, ... l)= > % 
x,> 0g =T.”) k1 

Định H 2 được chứng minh dựa trên hai 
bổ đề sau. 

Bồ đề 1 (Bất Đăng thức Cauchy suy rộng) 

Giả sử xị,..,x„ là n„ số không âm tùy ý, 
là nø số không âm mà 
a, +... +a„ = 1. Khi đó ta có 


#;) =#(, ... 


còn đụ. đờ 


"n 


S sz, > [kết @ 


k=l k=] 


ngoài ra ta có dấu đẳng thức khi và chỉ khi 
1=. =3, 


Bổ dề 93. Giá trị nhỏ nhất của hàm số 


sứ .-5,) = S87, 


¿=1 


Với các ràng buộc 
Z,P0..2,>0 lún 
Zi:ZÐ...Zn = A. 
trong đó Ø, > 0, y, >0, A>0,i=1~—n. bằng 


Ki ==U< 
“=0y†..tựy) (All (g)”)mt«+w 
P1 ”£ 


Giá trị nhỏ nhất đạt được tại điểm duy 
nhất (Z?,... Z2), trong đó 


tị xã 8; =... tị 
HG)?)nt-tt.“g.” 


z1 

ở đây y =y +... trợ, 
Chứng minh của bố đề 1 bạn đọc đã biết. 
Chứng mình của bổ đề 2. 
Đưa vào các biến dương mới z 

sau 


ng Ấy như 


107 —_ 
=y7*o ‡ = Ì,..,ñn. 


Khi đó hàm số /(Z,,.., Z„) trở thành hàm số 


1¡ 
đới, say 3n) = > y1 (®) 
¿=1 
và ràng buộc (4) trở thành ràng buộc sau 
”;>Ũ,..,x„ >0 
 .. (6) 
x? x ‹. XP = Án 


trong đó 


n_ ; y 1 
= mì) ¡i)P 
x(^ñ (09 
Như vậy ta chuyển về bài toán tÌm cực 
tiểu hàm số (5) với ràng buộc (6). 
Giả sử x,...z„ là các số tùy ý thỏa mãn 
ràng buộc (6). Theo bổ đề 1 ta có 


Sứy,.. ly), mỹ layS =Ái Œ) 
¿=1 


Mặt khác nếu lấy * =Á, với mọi 
¿ = 1,.., n, khi đó rõ ràng (11,..,x>) thỏa 
mãn ràng buộc (6) và ta có 

f@1,...z>) = A, Điều đó chứng tỏ rằng 
min fố(x, ..x„) = A;. VÌ dấu đẳng thức trong 
(7ì chỉ có tại một điểm duy nhất, nên 


^^ —_B__ ___ ___________ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ __ _ ____ _ _ _ 


(Ay „3 4i) là điểm cực tiểu duy nhất của 


hàm số (ð) với ràng buộc (6). Rö ràng giá trị 
bé nhất của hàm số (Œ2„...Z„) với ràng 


buộc (4) cũng bằng A;. Cực tiểu đó sẽ đạt 
tại điểm (Zj...Z2) duy nhất, trong đó 


= (1⁄4) (r/8;) Á, 


Bổ đề 2 được chứng minh hoàn toàn. 
Chứng mình dịnh lí 9 
Trước hết để ý rằng 


Là 
min ø(ạ,... x„) < g(1..1)= 3, (8) 
*;> 9 R21 
J=Ì,..,n 


Giả sử (xị,...x„) là một điểm tùy ý với 


các tọa độ dương. Đặt 
tỷ = Cu... Xấm, E = 1, 2, ..., m 


Tạ sẽ chứng minh rằng 


m m 
[Iz+=lIs (9) 


ket k=l1 
L3 
Đạt A= H cœa và xét bài toán sau : 
k=l1 

Tìm ¿ = min (2¡ + Z¿ +... + Z„) 

với rằng buộc 
7Z¡>ÓÔy,..,Z„> 0 ổn 
Z2... Zp=A 


Ứng dụng vào bài toán này bổ đề 2 khi 
h =m; ổ¡ = l,y, = c, và giá trị A, khi đó ta 
Có # = y =ỹi +... Tượy =ei +ó. + cơ, 


Chú ý rằng dựa vào đẳng thức (9), ta thấy 
CÁC SỐ +, ... z„ xác định như trên thỏa mãn 


ràng buộc (10). Do đó với >0, 
tùy ý ta có 


sa „>0 


>⁄ 
8Œ; ... Xu) = 3Ö) bự 3> = suốt 
k=l 


Bất đẳng thức này cùng với bất đẳng thức 
{8) suy ra điều phải chứng minh. 

3. Ứng dụng. Kết quả thu được trong mục 
trên có thể ứng dụng để giải nhiều bài toán 
cực trị. 

1. Xét các phân thức 


sinổ kả 
xi) 0NGMNP” THÊ” Niệu 8<5 
l\a 
8 = (+) 
4 1 bì 2 


Ø8, y) = 


+# 7y ïnaạz0 


Như trong mục 1l đã chỉ ra tất cẢ các 
phân thức đó đều là chính quy. Theo định lí 
2 ta có 


min g() = ø¡(1) = 1 + sinổ + cosỞ 
x>0 


min g,(*) =8,0) = ? 

x>0 

min g;(, y) = ø:(, 1) = 2 + 2+ 1 =5. 
x>0y>0 


2. Tìm cực tiểu của phân thức 


g(, 3) - Ty + bì 
S k* Wz 
trên miền x > 0, y > 0 
Cơ thể thấy rằng 


KhÍ 
1.nt+ 3 y(-)= 
k=1 


đo đø phân thức ø(, y) là chính quy. Vì vậy 
theo định lí 2 


min ø(, y) = ø(1, 1) = 1 + Sẽ L 


x>Ũ 
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ở. Cho 3 vòng tròn tâm A, B, € với bán + cog? B g2 
kính a, ð, e tương ứng, từng đôi một tiếp xúc sẽ ( 2 ) k# ( 


goài với nhau. Xót AABC và hãy chứng C A 
Tri rằng + cai” (7) cotg” (3) 
A B Ệ 1 1 
cofg? (2) cotg? (3) E.G1á222 27867 vàng) 
B C Dễ dàng kiểm tra rằng phân thứ 
te? (5) co (5) Kết JJã EbEirrRorie) 
q,0,€) = (œ Lj == _— _— 
+ eode2 ( Š ) cone (3)>#' an : hán) 


là chính quy. Từ đó suy ra rằng 
min ø(ø, b, e) = ø(1, 1, 1)=27 


a>0,b>0c>0 
Vậy bất đẳng thức (11) là đứng, 


4. Để hiểu kÏ hơn những điều trình bày 
ở trên mời các bạn giải mấy bài tập sau đây, 


1. Chứng minh rằng các phân thức sau 
Ề đây là chính quy : 


nx kẽ 1 
Bá bo E312) WB ái ca 
ki: 


Đật p=da+b6+c;u¬AB=ad+b; 


b) gŒ,y) = œ + y)? (ˆ" + y~") 
0=BC=b+tc;0=AC=a+c. 


n 
Theo định lí hàm số eosin trong Á ABCŒ ©) ø(x) =x + Ð)zˆ“, trong đó a.>0 


ta cố j“=1 
— (2+ t2 — 02) n 
SE RE.” 251 
ị= 
Từ đó dễ dàng suy ra co: Liêu mm 2. Chứng minh rằng các phân thức sau 
đây là chính quy và tÌm giá trị nhỏ nhất của 
l A bc y quy 
sin? (z) KT chúng (trong miền các biến đương), 
A bc 1°. 22d4 se II 
Ì thế sÌì=— a) gŒ%,y) =—aP~ly~l+ —x k4@~1 
và vì thế ⁄ø2 (2) = 8Œ. 3) 5 y »„ 


Lí luận tương tự ta có trong đó p, q > 0, l/p + l/q = 1. 


2 _ 8C 2 lêi _ đồ n 
!8° (3) “am *° (5) “pc b) đới y)= ý “+ Dự) yUŒ* Dg~ly~k 
Đo đó k= 1 
A B " 
cog” (3) e0? (3) S) ØŒy eo ạ) = (xx)'Sz 


ï 
=1 ¿=†l 
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PHƯƠNG PHÁP HÌNH HỌC GIẢI CÁC BÀI TOÁN 
TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ NHỎ NHẤT 


Từ trước chúng ta đã làm quen với các 
bài toán cực trị Ít biến hoặc ít điều kiện. 
Trong bài này sẽ trỉnh bầy một phương pháp 
giải dễ hiểu đối với một số bài toán cực trị 
nhiều biến và nhiều điều kiện. 

Để làm rõ nội dung và cách vận dụng 
phương pháp này, ta trình bày thông qua các 
ví dụ tiêu biểu dưới đây : 

Ví dụ 1: Tìm giá trị lớn nhất và bé nhất 
của hàm số y =*x¡ — x; trên miền G : 


Œị — 6) — (x¿ — 3)? > 25 
+{ + (xạ ~ 4)? < 2B 


G= 
—2z;+x;<4 
Lư 0, +; > 9 
Lời giải : Đồ thị biểu diễn miền G là 


miền gạch chéo trên hình 1. Đồ thị của hàm 
#¿ =#y — y, y là hàng số nào đó, là tịnh tiến 


đồ thị A của hàm x; = z¡, một lượng (—y) theo 
trục z,. Giả sử giá trị lớn nhất y„„. (tương 
tự y„) đạt được tại điểm (x|,x;) của miền 
G. Điều đó có nghĩa là hệ 

*ị — *#¿ = Ÿmax 

Œị ~ 62 + Œœ; — 8)2 > 25 

+‡ + (x; — 4)? < 25 

-2x¡+x,<4 

xị>Ũ,x;> Ù 
có ít nhất l1 nghiệm là (xị,x;), hay đồ thị 
hàm 1#; = # — Ymạ„ CỔ điểm chung với đồ thị 
biểu diễn miền GŒ. Như vậy để tìm y,„„„ hoặc 
mịn trên G, ta xác định vị trí thích hợp của 


đồ thị là tịnh tiến của A và có điểm chung 
với đồ thị biểu diễn miền G mà từ đó ta 
nhận được giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất 
cẩn tÌm. Do : (—Yy„„„)€ -y S(T—Ymig) với 
ÿ =#i — #„ (xạ x;) € G, nên yuịn tương ứng 
với vị trí đồ thị cao nhất và y„„ tương ứng 


TẠ VĂN TỰ 


với vị trí đồ thị thấp nhất trong các đồ thị 
là tịnh tiến của A mà có điểm chung với đồ 
thị của miền G. Vị trí đổ thị cao nhất là đi 
qua điểm A và vị trí đồ thị thấp nhất là đi 
qua điểm 8Ö. Giải hệ phương trình 

2x, + +; = 4 

z‡ + (x; — 4)” = 2ð 
với chú ý tọa độ của điểm A đều dương ta 
cơ tọa độ của A là (V5, 4 + 2Vỗ). 

Vậy yuịa= Vỗ — (4 + 2/8) = —4 ~ Vỗ 











Hình 1 
Đường tròn (x¡ — 6} + (x„ — 3)? = 2õ cắt 
trục hoành tại các điểm B và C với các tọa 
độ tương ứng là (2, 0) và (10, 0). Vậy 
Xx„=2+0=2 
Nhận xét : 


Muốn làm tốt phương pháp này cần vẽ đồ 
thị nhanh, chính xác và phải biết cách 
lập ? ? ? trên đồ thị. Các hàm số thường gặp 
là : 


1) y=øxz+b ~ có đồ thị là đường thẳng. 

2) y = (ị — q}Ÿ + (x; — ð)Ÿ, y > 0 — có đồ 
thị là đường tròn tâm (ø, b) bán kính Ýy. 

3) y= ax2+ bx+ e, a z# 0 — có đồ thị là Parabhol 


4) xy=b,bz0 - có đồ thị là đường 
Hypecbol 
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Các tính chất thường dùng là : 


1 - Đồ thị hàm số y=ƒfŒ +a) là tịnh 
tiến đố thị của hàm y = ƒ#() theo trục z một 
lượng = a. 

2 - Đồ thị hàm số y=/(@) +6) là tịnh 
tiến đổ thị hàm y =ƒf{x) theo trục y một 
lượng b. 


VÍ dụ 2 : Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn 
nhất của hàm số #'= 4z; + Gx, với các điều 


kiện 
#ị tx; & 10 
¡4z >8 
0<xz,<6 
0 <z,<5 





tình 2 


Lời giải : Đồ thị miền G được biểu diễn 
bằng miền gạch chéo trên hình 2 Hàm 


#2 =— nh +??? với F là hằng số, có đồ thị 


là tịnh tiến ? ? ? thị A của hàm +“ ni 
theo trục z, ? ? ? lượng P/6. Do 
đa SE SE với F= 4x??? 
6%;, (x),x„) € G, nên T“wa„ tương ứng với vị 
trí cao nhất, còn Ta tương ứng với vị trí 
đồ thị thấp nhất trong các đồ thị là tịnh tiến 
của Á mà có điểm chung với miền gạch chéo. 

Hệ số góc của các đường thẳng 

1 

: 1; = —#¡ + 10x, = — T4 + 2 
lần lượt là ¿gœ = -2/8, tgổ = —1, tgy = — 1/4. 
Vậy các góc ø, 8, y đều tù và Ø8 < ø < y do 


*; ¬z~ s1ụ 
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hàm y = £g(x) tăng trong khoảng (z/2, z). Từ 
đó vị trí đổ thị cao nhất là đi qua điểm A, 
vị trÍ đồ thị thấp nhất là đi qua điểm B. Dễ 
có tọa độ của điểm A là (5, 5), tọa độ của 
điểm B là (0, 2), nên + 
Euuy„= 4.B + 6.5 = BỘ và 


Thìn = 4.0 1+ 6,2 = 12. 

VÍ dụ 3: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hàm y= lz¡ ~ 1| —¬*; trên 
miển G : 

x¡+xz,>8 
G= j3 + 2z, < 12 
*ị>Ũ,x; > 0. 





Hình 3 


Lời giải : Đồ thị miền G là miền gạch 
chéo, trên hình 3. Ứng với mỗi y, đồ thị hàm 
số x; = |x¡ — 1| — y là tịnh tiến đổ thị A của 
hàm z; = |x; — 1| theo trục +; đi một lượng 
(+). Do (—# may) S —y < (TY) — với 
y =lzy 1| — #z; (X),x;) G G, nên y„.„ tương 
ứng với vị trí đồ thị cao nhất, #ma„ tương ứng 
với vị trí đồ thị thấp nhất so với trục +„ trong 
các đồ thị là tịnh tiến của A mà cớ điểm 
chung với miền gạch chéo. Vị trí đổ thị cao 
nhất là đi qua điểm 4, vị trí đồ thị thấp nhất 
là đi qua điểm B8. Tọa độ của các điểm A và 
B dễ dàng tÌm được là (0, 6) và (4, 0). Do vậy 
#ma = lŨ— 1)—6=_—5. 

#m„= |4 ~ 1| =0=3. 

VÍ dụ 4 : Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ 

nhất của hàm Z = z2 + yˆ, với hệ điều kiện : 


T_———x>eeeeeeeeeeem>eeeeeeee=eeeeeeeee=e=e==—.S____ ________..._............__..___________, 


œ&—1)y«1 


0<xy<õ. 

Lời giải : D6 thị miền G là miền gạch 
chéo trên hÌnh 4. Ứng với mỗi Z > 0, đồ thị 
+2 + y? = Z là đường tròn tâm (0, 0) bán kính 
VZ. Để tìm Z,„ ta xác định đường tròn tâm 
O (0, 0) bán kính lớn nhất và có điểm chung 
với miền gạch chéo. Dễ dàng thấy đường 
tròn như thế là đi qua điểm A hoặc N. 


[x-; 
mã BỘT: 











Hình 4 


Giải hệ ky 1 ta có tọa độ của 
điểm A là ( 


/5, 5). Tương tự tọa độ của ý 
là (ð, 1⁄4). Có Z„= (6/8)2 + 62 = 26,44 và 


1 
Zw = 8? + (1/4) = 25 re. Vậy đường tròn 
cần tìm là đi 


qua điểm A và có ; 
2ny„= Za = 26,44. 


Để tÌm Z,„¡„ ta xác định đường tròn tâm 


(0, 0) cớ điểm chung với miền gạch chéo và 
có bán kính bé nhất. Để xác định tọa độ của 
các điểm B và M ta giải hệ phương trình 


k tin ¡_ Với chú ý hoành độ của 8 
bé hơn hoành độ của điểm M ta có B 
ã-VB 3+Vð 
( 2 —` *n 
+ + 
mịn 3 5 s )- Gọi O, là điểm giữa của 
đoạn CQ, tọa độ của C và Q là (0, 4) và 
(4, 0) nên Ó; có tọa độ là (2, 2). Do 
~ Võ 
ễ n < 2, nên điểm C và 8 nằm cùng phía 
đối với điểm Ó,. Lại do A OC@Q cân, nên 
0O, 1 C@, và theo định lí về hình chiếu và 
đường xiên, ta có trong miền ABCD điểm B 














gần gốc tọa độ nhất. LÍ luận tương tự, ta có 
trong miền QMNP thì điểm M gần gốc tọa 
độ nhất Nhưng có Z„=ll—Vð, 


Z„ = 11 + Ýỗ, nên đường tròn cần xác định 
là đi qua điểm B và có Z„..= Za=L1— Võ. 
VÍ dụ B : Tìm giá trị bé nhất và lớn nhất của 
hàm số y = —24¡ — z„ + xƒ với hệ điều kiện : 
2x, + 3x, <6 
G= i21 +tx¿ạ<4 
xị > 0,x; > Ô. 
(Bài 8 trong mục "Đề ra kÌ này" - Báo 
TH v TT số 101). 


Lời giải : Đồ thị của G là miền gạch chéo 
trên hỉnh ð. Với mỗi hằng số y, đồ thị hàm 


sổ xy=z{—2x—y là tịnh tiến đồ thị 
parabol A của hàm z, =zƒ — 2x, theo trục 
z„ một lượng (-y). Để tìm #mịn ta xác định 
vị trí đồ thị cao nhất trong các đồ thị là tịnh 
tiến của À mà có điểm chung với đồ thị của 


miền G. Đồ thị ? ? ? tìm tiếp xúc với đường 
thẳng 2x + 3z, = ??? điểm A. Để tÌm giá trị 


hoành độ của A ? ? ? phương trình có 
nghiệm kép : 





Hình 5 


- nh +2 = zƑ — 2#) — Ymin 
Ta cố x=2/3 và đồng thời có 
#mn””?? Do A thuộc đường thẳng 
2z, +3x,„=6, nên tung độ của A là 
x; = 14/9. Để tìm y„„ tả ? ?? định vị trí đồ 
thị thấp nhất trong các đồ thị tịnh tiến của 
A và có điểm chung với miền gạch chéo. Dễ 


thấy vị trí đồ thị cẩn tìm là đi ? ? ? điểm 
Ó (0, 0) hoặc B (2, 0) và có # max = Ô. 
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K-TÂM VÀ ĐƯỜNG THẲNG Ơ-LE 
CỦA ĐA GIÁC NỘI TIẾP 


Chúng ta đã biết rằng trong một tam giác 
A¡Az4+, trọng tâm Œ, trực tâm H, tâm Ó của 


đường tròn ngoại tiếp và tâm E của đường 
tròn Ó-le là bốn điểm nằm trên một đường 
thẳng (gọi là đường thẳng Ó-le) và thỏa mãn 
các hệ thức HE /HỚ = ~ GE/GO = 1/2. Từ 
đó dễ dàng suy ra 


_> — 
OH=30G 
OE = (3/2) 0G Œ) 
R _— _—> _> _> 
Vì OG=(OÁi+OÁ +OÁ 8, — (2) 
nên từ các hệ thức (1) ta cớ 
_> _ _—> _> 
OÑ = OÄ, + 0Ä, + ÔÃ,, 
_—> —> 
Ê = (ĐÁ, + OÄ,+ ÔÄ)/2 — @) 
Vế phải của các hệ thức (2) và (3) có dạng 
3 


3 
chung > OÄjk hay ah 
cá =1 í=1 
ĐÀ, = s, trong đó È lấy các giá trị 1, 2, 3 
theo thứ tự ứng với trực tâm, tâm đường 
tròn Ở-le và trọng tâm. 

Để mở rộng, ta hãy xét một đa giác n 
cạnh A,A,...4, nội tiếp trong một đường tròn 
tâm O bán kính #, và đưa vào các khái niệm 
mới qua định nghĩa sau đây. 

Định nghĩa. Cho trước một số thực b. Một 
điểm € được gọi là k-£đm của đa giác nội 
tiếp All nếu 


nếu đặt 


_—> _> _> 
= (OÁi + OÁ, +... + OA,) /k, 
hay 
_- "— 
c=2a,/k (4) 
Sa i=1 
trong đó c = ÓO 


NGUYÊN CÔNG QUỲ 


k-tâm ứng với các giá trị ¿ bằng 1, 2, nœ 
theo thứ tự được gọi là rực tôm, tâm O-le 
và trọng tâm của đa giác đã cho. Nói cách 
khác, đrực tâm H, lâm O-le E và trọng tâm G 
của đa giác Á,A,...A„ theo thứ tự là các điểm 


mà bán kính vectơ thỏa mãn các hệ thức - 


—> _-> => -_—> _- — 
trong đó h = OH,e = OE và g = ÓG. 

Thoạt tiên mới đọc ta thấy hình như định 
nghỉa trên mang tính chất hỉnh thức, các 
khái niệm được định nghĩa phần nào có tính 
chất "giả tạo". Và một câu hỏi được đặt ra 
là : liệu các khái niệm nêu trên có tính chất 
hình học không ? Ý nghĩa hình học của các 
khái niệm được định nghĩa như thế nào ? 

Giải đáp câu hỏi này ta sẽ chứng minh 
tính chất cơ bản sau đây : 

Cho một do giác AiA¿...A, nội tiếp trong 
đường tròn tâm O bén kính R uờ một số 
thục k. Các k-tâm của n da gióc n — 1 cạnh 
có dinh tại A, (L= 1, 2, .., n) cùng nềm trên 
một dường tròn bón kính R | |kị tâm lò 
k-tâm của đa gióc đã cho. 

Chúng minh. Gọi C và C, theo thứ tự là 


*-tâm của đa giác đã cho và của đa giác 
n ~ ] cạnh A;Á¿.Án, 


Ta có 


= |a/| =RI|AI, 





tức là CC; = R/|kÌ. Tương tự ta có 

CC, = CC, = .. = CC, = RÍ|k|, 
trong đó C,, C.,..., C„. Cùng với € là các k-tâm 
của các đa giác œ — 1 cạnh có đỉnh tại A,. 

Như vậy tức là các điểm ÓC, C,„,..., C„ đều 
thuộc một đường tròn bán kính bằng R/| &|, 
và tâm chính là k-tâm C của đa giác đã cho. 

Tính chất trên còn có thể phát biểu dưới 
hình thức sau : 

Các đường tròn tâm € C„, ý C„, bán 
kính HRỊ|hÌ đều đi qua một diểm chung là 
k-tâm của da giác A.A¿...Au, 

Bây giờ ta cho k các giá trị đạc biệt để 
có các kết quả cụ thể hơn. Với # = ], ta có : 

- Các trực tâm của các đa giác + — 1 cạnh 
đỉnh tại A, đều nằm trên một đường tròn bán 
kính E, tam là trực tâm của đa giác đã cho. 

~ Các đường tròn bán kính R, tâm là các 
trực tâm của các đa giác n - 1 cạnh có đỉnh 
tại A, đều đi qua một điểm chung là trực 
tâm của đa giác đã cho. 

Hình 1 vẽ một tứ giác A;A„A;4, với các 
trực tâm Hị,H,,H,, H, của các tam giác 
A„AzÁ„, ÁzA,Á,, A„A¡A; và AjAz4;. Các trực 
tâm đó đều nằm trên một đường tròn bằng 
đường tròn ngoại tiếp, tâm là trực tâm của 
tứ giác AA,Á 

Nếu gọi đường tròn Ó-le của một đa giác 
nội tiếp trong một đường tròn bán kính R là 


đường tròn bán kính #/2, tâm là tâm Ó-le của 
đa giác đó, thì với k = 2 ta có kết quả sau : 








Hình 1 


~ Tâm các đường tròn Ó-le của các đa giác 
n ~ 1 cạnh có đỉnh tại A, đều nằm trên đường 


tròn Ó-le của đa giác nội tiếp A;A,...A„. 


- Các đường tròn Ó-le của các đa giác n ~ 1 
cạnh có đỉnh tại A, đều đi qua một điểm 
chung là tâm đường tròn Ó-le của đa giác 
nội tiếp A¡A.....A,. 

Việc vẽ hình để kiểm nghiệm lại kết quả 
này xin dành cho bạn đọc. 


Với è = 3 thì cớ điều hơi đặc biệt hơn : 

~ Các trọng tâm của các đa giác n - 1 
cạnh cớ đỉnh tại 4; đều nằm trên một đường 
tròn bán kính R/Œ: -— 1), tâm là (+ -— 1) -— 
tâm của đa giác nội tiếp Á;A....A,.. 


¬ Các n-tâm của các đa giác n - 1 cạnh 
có đỉnh tại A, đều nằm trên một đường tròn 


bán kính R/n, tâm là trọng tâm của đa giác 
nội tiếp A;A....A.. 


~ Các đường thẳng nối mỗi đỉnh của đa 
giác A¡A....4„ với trọng tâm của đa giác n — 1 
cạnh cơ đỉnh là nø - 1 đỉnh còn lại của đa 
giác đã cho đều đồng quy tại trọng tâm của 
đa giác đó. (Tính chất này được chứng mình 
dễ dàng). 

Tính chất cơ bản và các kết quả nêu trên 
đã làm sáng tô ý nghỉa hình học của các khái 
niệm ¿-tâm cũng như trực tâm, trọng tâm và 
tâm Ó-le của một đa giác nội tiếp. Trên cơ sở 
của tính chất cơ bản trên cớ thể đưa ra một 
định nghỉa thuần túy bình học như sau : 


k-têm của một tam giác A,A„ÀÄ+; là điểm C 
thôn mãn hệ thức OC = (ĐÃ, + ĐÀ, + OÃ,) ( 
trong đó O là tâm đường tròn ngoại tiếp ; 

kctâm của một da giác n cạnh nội tiếp 
Ai4¿..A, là lâm của đường tròn đi qua cúc 
k-lâm của cúc da gióc n — 1 cạnh đỉnh tại A, 


Cũng cần nêu lên một tính chất khá hiển 
nhiên : khi k thay đổi, quỹ tích các k-tâm 
của một da giác nội tiếp là một đường thủng 
gọi là đường thẳng O-le của da giác đó. 
(Tính chất này không phải dễ dàng thấy 
ngay được nếu dựa vào định nghĩa của 
k-tâm). Đặc biệt, trực tâm, trọng tâm, tâm 
các đường tròn ngoại tiếp và đường tròn 
O~le của một đa giác nội tiếp là những điểm 
thẳng hàng. 

Cuối cùng, cũng cần để ý rằng : Các 
đường thẳng O-le của tất cả các đa giác nội 
tiếp trong một đường tròn đều đồng quy tại 
tâm của đường tròn đó. 
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CÔNG THỨC VAN NĂNG 


Trong toán học cũng như trong các bộ 
môn khoa học khác, việc hệ thống hóa kiến 
thức nói chung và việc tÌm mối liên hệ giữa 
các vấn đề nới riêng rất cần thiết và vô cùng 
quan trọng, bởi vì có làm như vậy thì chúng 
ta mới thấy rõ được toàn bộ vấn đề và nắm 
chắc được kiến thức. Vì vậy, mỗi khi học xong 
một bài nào, một chương nào, các bạn hãy cố 
gắng hệ thống nó lại để tìm mối liên hệ giữa 
các vấn đề với nhau, nêu lên những điểm chủ 
yếu nhất, cơ bản nhất và bao quát nhất. 

Vừa qua, bạn Nguyễn Văn Mi, học sinh 
trường cấp 3 Phù Cừ (Hưng Yên) dựa vào 
cách tính của nhân dân ta đã tÌm ra công 
thức tính thể tích của một khối đá hoặc cát. 
Công thức này liên quan tới một công thức 
mang tên là công (hức ugn nồng vì nó là 
công thức tổng quát nhất để tính thể tích 
và diện tích của tất cả các hình quen thuộc 
đã học ở phổ thông. 


* * 


Các bạn đã thấy muốn tính thể tích của 
một khối đá hoặc cát, người ta phải xếp khối 
đá hoặc cát đó thành một đống gần giống 
hình chớp cụt (*) cớ các đáy là các hình chữ 
nhật, các mặt bên là các hình thang cân 
(xem hình 1). 


Trước hết, bạn Mi đã căn cứ vào công thức 
tính thể tích của một hình /ảng ¿trụ lệch (**) 
có đáy tam giác, đã được chứng minh là : 

+ . + ”? 
V=s (~ — 


s 





Hình 1 
trong đó S là thiết diện thẳng và a, a', a4” 
là 3 cạnh của hình lăng trụ lệch. 


240 


NGÔ HÂN 


Sau đó, bạn Mi chia khối đá hoặc cát phải 
đo thành 2 hình lăng trụ lệch là hình 
AA'D'BB'C!' và hình ADD'BCC'. 

Ấp dụng công thức (l cho hình 
AA'D'BB'C), ta được : 
a+ữ'*+“d' 


¬= 


VÌ diện tích thiết điện thẳng $Sị= 3P, 


hị=S ( 


nên : 
1 
Wụ= th (a +22) 
Đối với hình ADDˆBCC', ta có : 


v,=s,(““S—=) 


3 


Vì diện tích thiết diện thẳng S,= 20h 
nên : 
V, : : 
2= s°h (2a + a) 
Vậy thể tích của khối đá hoặc cát đó là : 
h 
V=V,+V,; = c(2øb+ db'+ a'b+ 2a'6') (2) 
Tn có thể biến đổi công thức (2) thành : 
h aq+a` ,b+b' tên 
v=g[s»+ 4{ )+z] 


2 )(”? 


Nhận xét các thành phần trong dấu móc, 
ta thấy : 


ab là diện tÍch đáy trên của khối đá. 
ø'b' là diện tích đáy đưới của khối đá. 


(ˆ “ma ) (S$ˆ) là diện tích của thiết 


diện giữa có các cạnh là các đường trung 
bình của các mặt hình thang. 

Vì vậy, nếu gọi Bị, 8„ B; lần lượt là diện 
tích của đáy trên, thiết diện giữa, đáy dưới 








(*) Sở dĩ nói gần giống hình chóp cụt mà không phải là 
hình chóp cụt vì các cạnh 4A, BB, CC) DD' kéo dài có thể 
không gặp nhau tại cùng ¡ï điểm. 

(**) Hình lăng trụ lệch khác hình lăng trụ ở chỗ có 2 
mặt đáy không song song với nhau. 





và h là chiều cao của khối đá hoặc cát thì 
thể tích của khối đớ là : 


h 
V=g(,+4B; + B,) (8) 


Đó là công thức uạn năng, bởi vÌ công 
thức (3) không những biểu thị thể tích của 
khối đá hoặc cát nói trên mà nớ còn dùng 
để tính thể tích của bất kÌ hình nào. 


Các bạn hãy kiểm nghiệm xem ! Ta có 
thể biến đổi công thức (3) trở về dạng các 
công thức quen thuộc : 


- Đối với hình lăng trụ, hình hộp, hình 
trụ, vì điện tích đáy trên, đáy dưới và thiết 
diện giữa đều bằng diện tích đáy B, nên ta 
CỔ : 


h 
V=e(B+4B + B) = Bh. 


- Đối với hình chớp, vì khoảng cách từ 
: 1 
đỉnh đến thiết diện giữa bằng 5 chiều cao 


nên diện tích thiết điện giữa bằng P đáy dưới 


B, ta có : 
h B 
V=e (0+44+5) =. 
- Đối với hình nớn, vì bán kính của thiết 
điện giữa bàng Ũ bán kính của đáy dưới, 
nên : 
h P\v2 ¬ xr^h 
V=S [9+ (3) +ar | =—a 


~ Đối với hình chóp cụt, các bạn tính sẽ 
thấy rằng diện tích của thiết diện giữa 


B.B,.,VBE : 
®›=+† 4 †- s—- Do đó ta có: 

h B.P {BE : 
V=g[P+4(2t2+2-)+?] 


=g(B+P' + BE") 


- Đối với hình nón cụt, vì bán kính của 
thiết diện giữa bằng trung bình cộng của 2 
bán kính của đáy trên và đáy dưới, nên : 


lá Lãng C78102) 
=5 +2 tr) 


~ Đối với hình cầu, vì chiều cao bằng 2r, 
nên ta có : 


46-TCTH 


V= T (0+ 4m) +0) = gan, 


~ Đối với khối chỏm cẩu, các bạn tính sẽ 
thấy điện tích của thiết diện giữa 


B,=x (rh— ˆ) 


4 
và diện tích của đáy dưới 
By = x (2rh — h2). Do đó : 
P.ẽ 0+ 4z jóT + x(9rh — h2 
=s[ (Vk— 2) + xỆnh — Bộ] 
h 
ci 2 he 
=nh (r 3) 


- Đối với khối đới cầu, nếu ta coi thể tích 
của nớ là hiệu của 2 khối chỏm cầu tương 
ứng có chiều cao là h„ và h (xem hình 2) 


thì chiều cao của đới cầu ÿ = h;ạ — hị, điện 
tích đáy trên Ö, =z(2rh, — h?), diện tíÍch 
đáy dưới B; = x (2rh, — h2) và diện tích thiết 
điện giữa 





h‡ hịh 
LÒ % 172 
B,=x (rhị + rhạT— TT — 2T —g—) 
hạ Tñị 
Y=—g [z (2® — hộ + 
h} hề hịh 
1 2 12 
+ Án (rhị + rhạ ~ TT —TƑ T—g—) + 


+z (2rh, — hệ ) | 


1 
= a(h„— hị) [rø ¡‡ hạ)— g(†+ hịh;+h))] 


2 h; 2 Ằị 
=[siứ=3)]~[s#(r~ 3) 
Các biểu thức 
trong hai dấu móc 
của công thức trên 
chính là các thể tích 
của 2 chỏm cầu lập 
nên khối đối cầu đó. 

Công thức uạn 
năng còn được dùng 
để tính diện tích của 
các hình phẳng, nếu 
trong công thức (3) 
ta coi V là điện tích, b là chiều cao, và 
B,B,„B, là cạnh đáy trên, cạnh giữa và 





Hình 2 


cạnh đáy dưới của hình : 
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- Đối với hình bình hành, hình chữ nhật, 
nếu gọi các đáy trên, đáy dưới và thiết diện 
giữa là a, đường cao là b thì : 


b 
=s(Œ † 4ø +a) =ab 
- Đối với hỉnh tam giác, ta có : 


v=g(0+45+2) _. 








6 2 
- Đối với hình thang thì : 
h a+b q+b 
V=g(a+4 5 +b)=h( 5 ) 


- Đối với hình quạt, nếu coi là một tam 
giác cong, có góc ở đỉnh là œ và đường cao 
bằng r (xem hình 3a) thì cạnh giữa 


r\ ¡B.=9xr-2_ 
B; = 2z (z) 5ạg và đáy dưới B; = 2xr nón. 
Do đó : 


cT _a Ra 
V=g (0+ 4m sao + 2 nan) 


=2 ,ec 


- Đối với hình tròn, nếu coi nó là một 
hình quạt đặc biệt khi góc œ = 3609, tức là 
2 cạnh của hình quạt trùng nhau (xem hình 
30) thì : 


V= § (0+ 4r + Đmr) = xr2 


- Đối với hình vành khăn, nếu coi nó là 
một hình thang cong có chiếu cao 
h=r_—r` và 2 cạnh bên của hình thang 
trùng nhau thÌ đáy trên Ö, = 2zr, đáy dưới 


r+r 


s—) 





By=2mr và cạnh giữa B, = 2x ( 
(xem hình 3c). Do đó : 


= —g— lBmr' + 4x (r + r) + 3m] 


=x(r? — r?) 
Không những đối với các hình phẳng mà 
công thúc uạn năng còn đúng cho cả các 


` " L5 
` 8 f. di 8, 
8 
Hình 3a Hình 3b 
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hình tròn xoay trong 
không gian nữa, nếu 
ta coi V là diện tích 
xung quanh của hỉnh 
tròn xoay, ñ là chiều 
cao và B,B,B, là 
các vòng”) có bán 
kính vuông góc với 
đường sinh và kẻ từ 
các đầu mút hoặc điểm giữa của đường sinh 
đến trục quay. 

- Đối với hình trụ, vÌ các bán kính của 3 
vòng đều bằng bán kính đáy hình trụ nên ta 
CỐ : 





tình %c 


h 
=$§ (2xr + 4.2mr + 2mr) = 2mrh, 


- Đối với hình nón, nếu bán kính của 
vòng ở giữa (bán kính kẻ từ điểm giữa của 
đường sinh) bằng 7 thì bán kính của vòng ở 
đáy dưới sẽ là 2/ (xem hình 4a). Do đó : 


h 
= (0+ 4.3 + 2x.21) = 2rih. 


- Đối với hình nón cụt, nếu bán kính của 
uòng ò giữa bằng ¿ và bán kÍnh của uòng ở 
đáy trên là x thì bán kính của uòng ờ đáy 
đưới là 2/ - x (hình 4ð). Ta cớ : 


h 
V= g [2n + 4.21 + 2x (AI — x)] = 2mlh. 





Hình 4a Hình 4b 


- Đối với hình cầu, vì chiều cao bằng 2r 
và các bán kính của 3 uòng đều bằng r (hỉnh 
ða) nên : 


V= 5S (an + 4.8m + 2a) = AnrẺ 


- Đối với chỏm cẩu, vÌ các bán kính của 
ba uòng đều bằng r (hỉnh 5b) nên : 


h 
V.e ạ t2xr + 4.2r + 2zr) = 2nrh. 
* Các vòng này khác với các vòng tròn đáy và vòng tròn 


giaa của các hình ườn xoay, nếu đường sinh không song song 
với trục quay. 





— Đối với đới cầu cũng thế (hình 5e) 
ta có : 


= s (0m + 4.2rr + 2xr) = 2xrh 





Hình Sa 


Hình Sb 
Thật là tài tỉnh và thú vị biết bao : Công 
thức (3) quả nhiên là công thức ugn nỡng. 


Nhưng các bạn đã thấy : việc tÌm ra công 
thức 0ạn nờng không phải là một việc dễ 
dàng, tự nhiên mà có, mà công thức đó được 
đề ra từ một trường hợp cụ thể (tính thể 
tích của khối đá hoặc cát) rồi nó được kiểm 
nghiệm qua tất cả các trường hợp khác (điện 
tích và thể tích các hình). 


Trong khi kiểm " 
nghiệm, nhiều khi ta 
phải dùng đến phép 
biện chứng, nghĩa là 
đứng trên quan điểm 
động, để giải quyết (ví 
dụ coi hình quạt, hình 
tròn là các tam giác  .. 
cong, coi hình vành 
khan là hình thang 
cong, v.v...) hoặc phải sáng tạo ra các khái 
niệm mới để cho phù hợp với công thức trên 
(ví dụ các oòng) ở đáy trên, đáy dưới và ở 
giữa của các hình tròn xoay) và tất nhiên là 
phải vận dụng các kiến thức đã học một cách 
rất lính hoạt, vÌ mỗi khi kiểm nghiệm một 
công thức là phải giải một bài toán rồi (ví 
dụ việc tính thiết diện giữa của hình chớp 
cụt, diện tích các đáy trên, đáy đưới và thiết 
diện giữa của chỏm cẩu, đới cầu, v.v...) 

VÌ vậy, việc tìm ra và kiểm nghiệm công 
thúc 0uạn năng nói trên rất là bổ ích. 


Hình 5c 


ĐƯỜNG TRÒN CHÍN ĐIỂM 


Với những kiến thức về hình học lớp 7®, 
có thể dễ dàng chứng minh định lí sau đây : 
Trong mọi tam giác ABC, các chân của 
các đường trung tuyến, các chân của các 
đường cao uàè các trung điểm của các đoạn 
nốt trực tôm uới các đỉnh, nồm trên cùng 
một đường tròn gọi là dường tròn chin diểm. 
Thật vậy, trước hết ta chú ý rằng vòng 
tròn A'R'C" đi qua chân của các trung tuyến, 








NGÔ THÚC LANH 


cũng đi qua chân các đường cao. Th hãy chứng 
mình rằng nớ đi qua H chẳng hạn. Trong tam 
giác vuông AHPB ta có AC' = C'B = C'H. Mặt 
khác vì AB' là một đường trung bình nên 
A'B' = ÀC' = C'B. Vậy C'H = A'B'. Và như 
vậy hình thang HA'B°C' là cân, do đó nó nội 
tiếp được. 

Bây giờ ta lại xét đến tam giác BC, trong 
đó 7 là trực tâm của tam giác ABC. Chân 
các đường cao của nó cũng là H, H), H"'. 
Vòng tròn HH”H”, qua chân các đường cao 
của tam giác BC, cũng qua chân các trung 
tuyến của nớ, tức là qua trung điểm của các 
đoạn IB và 7 nối trực tâm 7 với các đỉnh 
B và C. Tương tự như vậy ta sẽ thấy rằng 
nớ cũng qua trung điểm của đoạn /A. 

Ta hãy định /đm và bán kính của đường 


(*) Tương đương lớp 9 hiện nay. 
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8 lì A/ lo 

tròn chín điểm. Trung điểm Ø' của đoạn Oï 
nối tâm Ó của vòng tròn ngoại tiếp của tam 
giác ABC và trực tâm ï, là tâm của đường 
tròn 9 điểm, vì các đường thẳng góc với các 
cạnh vạch từ A, B), C' và H, H), H"' xác 
định Ó và I theo thứ tự, và các đường trung 
trực của các dây A'H, B'H), C'H' xác định 
điểm OÓ'. Mặt khác, nếu gọi D là trung điểm 
của đoạn AI thì Ó'D là song song với OA và 
bằng một nửa của ØOA. Do đó bán kính của 
đường tròn 9 điểm bằng một nửa bán kính 
của vòng tròn ngoại tiếp với tam giác ABC. 

Đường tròn 9 điểm thoạt tiên đã được các 
nhà toán học Óle (1707 ~ 1788), Phoiebakhơ 
(1800 - 1834) nghiên cứu. Tiếp sau đó, các 
nhà toán học Anh là Ha, Hamintơn, Kedi lại 
tìm ra được thêm nhiều tính chất khác của nó 
nữa. Sau đây là một số tính chất đã tìm được : 


Có thể chứng minh rằng đường tròn 9 
điểm tiếp xúc với vòng tròn nội tiếp và với 
ba vòng tròn bàng tiếp của tam giác ABC 
(Ha) ; nó còn tiếp xúc với 12 đường tròn nội 
tiếp và bàng tiếp với các tam giác xác định 
bởi ba đỉnh và trực tâm ï (Hamintơn) ; nó 
còn tiếp xúc với mười sáu đường tròn nội 
tiếp và bàng tiếp với bốn tam giác có đỉnh 








là các tâm của các đường tròn tiếp xúc với 
ba cạnh của tam giác mà các đỉnh là các 
trung điểm của các đoạn nối trực tâm ï với 
các đỉnh A, B, C, nớ còn tiếp xúc với những 
nhớm khác gồm 16 ; 64, 256, 1024... đường 
tròn, suy ra từ các nhóm trên (Kedi). 


BÀI TOÁN "DỰNG ĐA GIÁC ĐỀU" 


Chỉ dùng thước uờ compo, có thể dụng 
được da giác đều có số cạnh bắt kì không ? 

- Đề nghị nói qua phương pháp dụng đa 
giác đều của Gaoxo, Riadlốt, Hecmetxơ. 

- Đề nghị cho biết cách dụng da giác đều 
mà số cạnh là một số nguyên tố có dạng 
2?” + 1 (hí dụ : cách dụng da giác đều 17 
cạnh). 

(nhiều bạn đọc) 

Chúng ta biết rằng mọi đa giác đều bất 
kì đều có thể nội tiếp được trong đường tròn, 
và khi đớ các đỉnh của đa giác sẽ chia đường 
tròn thành những cung bằng nhau. Ngược 
lại nếu ta đã chia được đường tròn thành ø 
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VĂN NHƯ CƯƠNG 


cung bằng nhau ; nối liên tiếp các điểm chia 
ta sẽ được đa giác đều + cạnh. Vì thế việc dựng 
đa giác đều n cạnh tương đương với việc chia 
đường tròn bất kÌ thành z phần bằng nhau. 
Bài toán "dựng đa giác đều" do đó còn có tên 
gọi là bài toán "chia đường tròn", 


1. Ở chương trình phổ thông, ta đã biết 
dùng thước và compa có thể chia đường tròn 
thành 2, 3, 4, 5 và 6 phần bằng nhau. Nhưng 
dùng thước và compa ta lại có thể chia đôi 
dễ dàng một cung tròn bất kỉ, vÌ vậy nếu ta 
đã dựng được đa giác đều n cạnh thì cũng 
có thể dựng được đa giác đều với số cạnh 
gấp đôi, gấp bốn... nơi tổng quát là 2*.n 
cạnh (& là số nguyên, không âm). 





Chẳng hạn, vì đã dựng được đa giác đều 
4, 5, 6 cạnh nên cũng có thể đựng được đa 
giác đều 8, 10, 12, 16, 20, 24,... cạnh, 

Dùng thước và compa ta cũng có thể 
dựng được đa giác đều 1õ cạnh. Thực vậy, 
vÌ ta có 


lỗ ð 3 
và vÌ đã biết cách chia đường tròn thành ð 
phần và 3 phần bằng nhau, nên từ một điểm 
A trên đường tròn ta đặt theo cùng một 
chiều hai cung AM và ÂN có độ dài lần lượt 


2 1 
là = và 2 độ dài đường tròn (h.1) Cung MẦ 
1 
có độ đài bằng T5 độ dài đường tròn. Nhự 
vậy ta đã tìm được cách chia N 
đường tròn thành 15 phẩn # 
bằng nhau. A 
Nơi tổng quát từ định lí 
số học "yếu m uờ n là hai 
nguyên tố uới nhau, thì luôn 
luôn có hai số nguyên x uờ 
y sao cho - 


Hình 1 


m.n mm n 
ta cố kết quả sau đây : 

"Bằng thước uà compa, nếu ta đã dựng 
được những đa giác đều m uù n cạnh, trong 
đó m uờ n là hai số nguyên tố uới nhau thì 
ta có thể dụng được da giác đều m.n cạnh", 

2. Nhà toán học nổi tiếng người Đức 
Gaoxơ (1777~18ð5) đã chứng minh rằng : 
TNếu p là một số nguyên tố có dạng 


2?” + 1ín là số nguyên không âm) thì dùng 
thước uờ compa ‡a có thể dụng được đa giác 
đều p cạnh ; còn nếu Ðb là một lãy thừa (uới 
số mũ > 2) của một số nguyên tố đạng trên 
hay p là một số nguyên tố không thuộc đạng 
trên thì dùng thước uờ compa, không thể 
dụng được đa giác đều p cạnh". 

Ấp dụng phần đầu của định Í Gaoxơ, ta thấy 
ràng vì 8, ð, 17 đều là những số nguyên tố có dạng 
2 +1(8=2” + L5= 22” + 1,17= 2# + I) 
nên ta có thể dựng được đa giác đều 3, 5 và 
17 cạnh. Nếu nø = 3 thì p = 2?2+1 = 257; 
số này cũng là số nguyên tố nên cớ thể dựng 
được đa giác đều 2ð7 cạnh. Năm 1832, ở 
phần phụ lục một tác phẩm của Gaoxơ, nhà 


toán học Risơlốt đã trình bày cách dựng đa 
giác này. 


Nếu n = 4 thÌ p = 2 + 1 = 6ð.537 cũng 
là số nguyên tố. Chính Gaoxơ đã nêu lên 
phương hướng dựng đa giác đều 65.537 cạnh 
và Hecmetxơ theo phương hướng đó đã tìm 
ra phép dựng, bản thảo của lời giải xếp đầy 
một va lì to. Với œ = 5, 6, 7 thì số 
Pp=?? +1 không phải số nguyên tố, 

Từ phần thứ hai của định lí Gaoxơ ta thấy 
rằng dùng thước và compa không thể dựng 
được đa giác đều 9 cạnh hay 2ð cạnh (vì 


9 =3?,25= ð2, 3 và 5 lại là số nguyên tố 
dạng 2?” + 1) cũng không thể dựng được đa 
giác đều 7 cạnh, 11 cạnh, 13 cạnh, 19 cạnh... 
vÌ đớ là những số nguyên tố nhưng không 
có dạng 2? + ], 

3. Nhờ định lí của Gaoxơ và do các nhận 
xét ở phần 1 ta đi đến kết luận tổng quát : 

"Dùng thước uà compa có thể dụng được 
uờ chỉ dựng được các da giác đều N cạnh, 
nếu N là số có dạng N = ?*, P-.Ð„„ trong 
đó À là số nguyên không âm, PụpĐx;..Ð„, là 


những số nguyên tố có dọng 2? + 1 nà 
không trùng nhau. 

Theo kết luận này, chẳng hạn đa giác đều 
170 cạnh có thể dựng được bàng thước và 
compa vì 170 = 2,B.17. 

4. Để kết thúc, ta sẽ nêu lên phép dựng 
đa giác đều 17 cạnh. Phép dựng này do 
Gaoxơ tìm ra khi ông 19 tuổi, và cũng do 
thành công này Gaoxơ đã quyết định đứt 
khoát rằng mình sẽ quyết tâm trở thành một 
nhà toán học. Sự thực ông đã là một nhà 
toán học lớn. Ha 

Trên hình 2, ta có một 
đường tròn đã được chia 
thành 17 phần bằng nhau bởi 
các điểm A,, A„ sa Ẩl@ Ái; 
chọn một hệ trục tọa độ 
Đêcac vuông góc Oxy, gốc O 
tại tâm đường tròn, trục Óx 
đi qua điểm A,; và đơn vị dài trên trục bằng 
bán kính đường tròn. Nếu ta xem mỗi điểm 
M của mặt phẳng có tọa độ (a, ð) là điểm 
biểu điễn của số phức ø +¿ð thì điểm 4; biểu 





lình 2 


2z 
diễn số phức z= toà +isin 


T7 TP điểm A, 
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Ax 
biểu diễn phức số cos 1x + isin 1 tức là số 


phức zŸ,... nói tổng quát điểm A, biểu diễn 
số phức Z ; đặc biệt điểm A;; biểu diễn số 
phức : 
Kê co + linh =1. 
17 17 

Vậy số phức z là một trong những nghiệm 
của phương trình ¿l”— 1=0 (1). Phương 
trình () có thể viết thành 
( — 1) (016 + ul +... + + 1) = 0, nên z là 
một trong các nghiệm của phương trỉnh 
u16 + „1Š + ...+ự + 1= 0, tức là ta có đẳng 
thức zlŠ + zlŠ + ,„. + z2 + z = ~l. (2) 

Tmt chú ý 
;7-k z1, 


zỬ = 


rằng zl=1 nên 
zt®+ =.Ẻ thí dụ 
z6 = z~! z5 = z~2 v.v... và đẳng thức (2) có 
dạng 
z l+z 72 +..+z 78+ z8 +..+z2+rz =1 (3), 
Th đặt : 
0=z+z2+z1+z2+z l+a ?+z + z5, 
Uy= z3+z5+z6+zT+g”3+ z7Š+ 6+ 2T, 
Rõ ràng : uị + 0y = ~1 và 
Đị Uy = Á(0 † 02) = —4. 
Vậy o, và 0, là hai nghiệm của phương 
trình bậc hai z2 + z — 4= 0 (4), tức là : 
1, 1 1 1 
U¿= ~s+sŸ1, 0a=—s~— sÝJ1T 
(phương trình (4) có hai nghiệm khác dấu, 
tại sao ta lấy U; có giá trị âm, bạn đọc hãy 
tự suy nghĩ và trả lời). 
Bây giờ ta lại đặt : 
ưu 


¡=Z+Zt+zl1+z 


tuạ=22+z3Š+z 2?+z~8 
tuạ=22+22+z 3+3 
tbạ=z56+zT+z 76+ z7 T 
Dễ thấy rằng ứ + 0; =Uy, t0t0; = —L, 
nên ¡ và ¿, là hai nghiệm của phương 
trình : 


z2—ux~—1=0. (8) 
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Tương tự ¿; và ¡ø„ là nghiệm của phương 
trình : z2 — uxz—1=0. (6) 
Cuối cùng ta đặt : 
3; =z†t z1 
3= z4+z4 
Rõ ràng ÿy¡ + y„ = 10), Yị .ÿ¿ = 10, nên ÿ¡ 
và y; là nghiệm của phương trình : 
Ẻ — 0x + tạ = Ô, Œ) 
(chú ý rằng tị và ; là các nghiệm dương 
của các phương trỉnh (5), (6), y¡ > 7¿). 
Đến đây ta chú ý rằng y„ =z† + z '“= 


(es1z+ tín 1E) + (eosiz ~ tin 1a) = 


8x .. 1% _ Sw và, ZIC 
= 2cos 1x; = 2sin (5 — 1?) =2sin sa. 
Vậy y„ chính bằng độ đài của cạnh đa giác 


đều 34 cạnh nội tiếp trong đường tròn. Biết 
y„ có thể tìm được dễ đàng cạnh của đa giác 


đều 17 cạnh. 

T6óm lại, từ những điều nới ở trên, để tìm 
giá trị của y„, ta lần lượt giải các phương 
trình bậc hai sau đây : x2+x~—4=0, hai 
nghiệm là 


0y0y= =3 + VTT (0, > 0,0; < 0) 


x2— 0jx— 1= 0, hai nghiệm là tớ, tử; = 
“.ox (ra 0 0 
=s*z? uƒ +4 (øị > Ú, øy < 0) 

+? — uzx — 1= 0, hai nghiệm là tø„, „ = 
c4 Ty 
=s1s u2 + 4 (uy >0, ự < 0) 

2+ uix+ uy = Ú, hai nghiệm là y¡, y; = 


#) 1 
“+ g Vĩ T ¿a 0i >2) 


Nghiệm của các phương trình bậc hai như 
ta biết có thể dựng được bằng thước và 
compa, nên đa giác đều 17 cạnh như thế 
cũng có thể dựng bằng thước và compa. 





CHU KÌ CỦA HÀM SỐ VÀ MỘT VÀI ỨNG DỤNG 


Ở lớp 9 khi học đến các hàm số lượng 
giác, các bạn đã thấy một tính chất đặc biệt 
của chúng, đó là tính chất tuần hoàn, nghĩa 
là cố chu kì xác định. Chu kì đó gọi là chu 
kÌ cộng tính và có thể định nghĩa như sau : 

Hàm số y = ƒ(z) được gọi là cớ chu kì nếu 
thỏa mãn hệ thức 

fŒ + m) = f@) 
trong đó m là số thực đương. 

Dễ dàng thấy rằng nếu mè là chu kì thì 
hm cũng là chu kÌ ( là số tự nhiên). Chẳng 
hạn hàm số y = sinz/2 + cos3/4+x cớ chu kì 
mm = ồx, hàm số y = sin 2xx/m (m là số thực 
đương) có chu kì chính là zz. Ngoài các hàm 
số lượng giác, còn có hàm số khác cũng có 
chu kì, ví dụ như hàm số y = {z}* (phần lẻ 
của x) cố chu kì là m = 1. 

Ngoài định nghĩa chu kì như trên, còn cớ 
định nghĩa khác là : 

Hàm số y = ƒf(ø) được gọi là có chu kÌ nếu 
thỏa mãn hệ thức 

fm+x) = fœ) @®) 

Chu kì này phức tạp hơn, gọi là chu kì 
nhân tính, ở (1) và (2) ta hiểu z là số thực 
dương, các giá trị x = +m và mx đêu thuộc 
miền xác định của hàm số đã cho. 

VÍ dụ hàm số y =sin2xigx/gm (m là số 
thực đương) có chu kì nhân tính là m. 

Một cách tổng quát, ta có thể quan niệm 
chu kì theo ý nghĩa rộng rãi hơn, cụ thể là 
hàm số y = ƒfz) được gọi là có chu kÌ nếu 
thỏa mãn bệ thức : 

fty@)] = fœ) (3) 
trong đó z là số thực thuộc miền xác định 
của các hàm số ƒfx) và @(x), các giá trị của 
Œ) thuộc miền xác định của hàm số ft). 

Mọi hàm số đều có chu kÌ @(+) = +, đó là 
trường hợp tầm thường. Rõ ràng là định 
nghỉa (3) này tổng quát hơn (1) và (2) vì ta 
thấy rằng : 

Khi @@&) = +m thì cố fqx + m) = #2) (1) 

Khi ø@(z) = m+x thì có fmx) = f4) 2) 


q) 


VŨ DƯƠNG THỤY 


Tới đây, ta có thể xét một vài ứng dụng 
của chu kì theo (3) trong phạm vi toán sơ 
cấp, đặc biệt với những kiến thức ở phổ 
thông. Khái niệm chu kì theo (3) cho phép 
giải bằng phương pháp sơ cấp một số bài 
toán về cực trị, và áp dụng vào các hàm hữu 
tỈ nguyên, đặc biệt là tam thức bậc hai, sẽ 
được một số kết quả quen thuộc. 


Trước hết, ta xét hàm số tam thức bậc 

hai : 
f@) = ax2 + bx + c 
chu kì của hàm số nếu có sẽ thỏa mãn (3) tức là : 
ap (x) + b() + e = ax2 + bx + c 
hay a[g (x) — x2] + b[g(z) — x] = 0 
loại trừ trường hợp tầm thường @(x) = +, 
nghĩa là giả thiết @(x) # +, ta được : 
đj(x) + ax + b =0 


suy 1a @(#) = — [(ax + b)/œ] (4) 


Như vậy hàm số ƒ() = ax? + bx + e thỏa 
mãn điều kiện ƒ[~(øx + ð3/œ] = ƒ() theo ý 


nghĩa (3). Từ đó ta rút ra một loạt hệ quả 
thú vị sau : 


1) Nếu xz = z¡ là nghiệm của phương trình 
f@œ) =0 thì x;¿=[T(øx, + b)/œ ]} là nghiệm 
thứ hai. Bởi vì : 

fŒ;) = f[—(ax\ + b)/a] = fx)=0 

Chẳng hạn phương trình 2y? — 7+ + 5 = 0 

có một nghiệm x, = i. Thế thì 
z¿=[~(@.1~ T)/2] = 9,õ 

2) Nếu x =z„ là điểm cực trị của hàm số 

f&) thì z = [—(ax, + b)/a] cũng là điểm cực 


trị, theo tính chất của chu kì. Do đó phương 
trình ø(+) = x là phương trình xác định điểm 


+ Hàm số này được xác định bởi 
y= fz} =x~ Bị] trong đó [x] là hàm số phần nguyên 
của x, xác định với mọi x thực và có nghĩa là số nguyên lớn 
nhất không vượt quá +. 
Chẳng hạn : 
IÝZ| = 1{0,2]= 0{—1,5)= -2... 
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cực trị (chú ý rằng hàm số tam thức bậc hai 
chỉ có một điểm cực trị). 


Thật vậy từ x=[—-(0z— b/œ] suy ra 
xz=—(@/2a) chính là hoành độ của đỉnh 
parabôn. Giải phương trình ø@(+) = z ta được 
xz„=-(bi8m) và do đó yy=fŒG/)= 


= — [(? — 4ae)/4al, như đã biết, nếu ø > 0 
thì đây là giá trị nhỏ nhất, nếu ø < 0 là giá 
trị lớn nhất của hàm số f4). 


Ví dụ : tìm điểm cực trị của hàm số 
ƒŒ&) =2+2—x+ 3 ở đây a = 2 > 0 nên 


hàm số có giá trị nhỏ nhất tại điểm có hoành 
độ suy ra từ : 


—[(3x — 1)/2] = x tức là x„ = 1⁄4 


7 
giá trị nhỏ nhất là y„ = ƒ(1/4) = 2 rl 
3) Ta sẽ chứng minh định lí Vi-ét : 
Nếu x,z; là nghiệm của tam thức bậc 
hai thì : 
*ị + #; = ~(b/đ) 
#Xi#; = ca 
Thật vậy, 
xị +x; =#¡[—(ax;, + b)/a] = —(b/a) 


#t#;¿ = XÍ~(øx¡ + b)/a] = 


= [~(a#‡ + bz))/a) = cÍa 
(chú ý az‡ + bz¡ + c = 0) 
4) Tam thức bậc hai ƒ(+), nếu có nghiệm, 
có thể phân tích ra thừa số : 
f#) = dŒ ~ x)(Œ ~ #¿) 
Thật vậy : ƒ() = a(x — #))Íx + (ax¡ + b)J/a] 
= g32 + qxxi + Ôx — gxx, — (gx + bxi) = 


= ax2 + bx +e. 


ð) Như vậy hàm số ø(+) = [—(@x + b)/œ] là 
chu kì của tam thức bậc hai. Từ đó ta có : 


Định lí ; Để hai giá trị khác nhau #)¡,x; 
của đối số làm cho tam thức bậc hai có cùng 
một giá trị, tức là ƒ(¡) = f(œ;) thì điều kiện 
cần và đủ là phải thỏa mãn hệ thức 

xị +x¿ = —(bÍla) hay x; = |~(axị + b)/a] 
điểu kiện cần có thể suy ra từ fŒ¡) = ƒŒ¿) 
với chú ý chu kÌ của hàm số là 

0(#) = |—(œx + b)/ø| 


248 


Để có đủ điều kiện đủ, hãy xác định giá 
trị hàm số tại điểm z„ = [—(øx; + b)/a], ta có 


fŒ;) = f[~(ax, + b)/a] = f@)). 

Từ đây, định lí Vi-ét được xem như là 

trường hợp đặc biệt của định lí trên, khi 
fŒU = fŒ¿) = 0, 

nghĩa là định lí Vi-ét là điều kiện cần và đủ 
để z¡, x; là các nghiệm của tam thức bậc hai. 

Định lí trên có hình ảnh hình học là tung 
độ của hai điểm phân biệt trên parabôn, có 


hoành độ đối xứng qua trục đối xứng của 
parabôn sẽ bằng nhau. 


6) Tương tự xét hàm số 
ƒŒ) = a3) + bx2 + cx + d, 
có hai chu kì không tầm thường suy ra từ 
phương trình bậc hai đối với @(%) 
ap(x) + (ax + b)(x) + øx2 + bx + c = 0 
tức là : 
ø(Œ) = [—(ax + b)+ 
+ (œx + b)P — 4a(œx2 + bx + c)]/2a 
và cũng tương tự, có thể nêu những hệ quả 
như đã xét ở trên, đặc biệt có thể chứng tỏ 
rằng, nếu x = zZ¡ là nghiệm của phương trình 
bậc hai ƒ(x) = 0 thì ø(x¡) sẽ cho hai nghiệm 
còn lại và phương trình xác định điểm cực 
trị là p() = z¡ sau khi biến đổi có dạng : 
3ax? + 2bx + c = 0. 
Ví dụ giải bài toán về cực trị trong sách 
giáo khoa đại số lớp 10 tập hai §44 như sau : 
"Dọc theo mỗi cạnh của 1 tấm nhôm hình 
vuông, cạnh ø người ta gấp lên 1 bảng để 
làm thành cái hộp (không nắp) cớ thể tích 
lớn nhất. Tính chiều rộng mỗi băng đó ?" 
Thể tích của hình hộp là : 
V =f@&) = (œ — 2x)?.x = 4x3 — 4ax? + qẦx 
với điều kiện 0 < x < ø/2. 
Chu kì ø(z) = [ø — x + Ýx(2x — 3x) 1/2 
Phương trình xác định điểm cực trị 
ø(Œ) = + có dạng : 12x2 — 8øx + a2 = 0 
từ đây, loại trường hợp x = ø/2, ta có nghiệm 
x = d/6 khi đó ƒ (g/6) = 2a3/21. 
Để xác định đây là giá trị lớn nhất hay 
nhỏ nhất, ta thử và thấy rằng : 


„.—-.. -} 





f (4/6) > ƒ (a/B) = 943/125, 

f(4/6) > ƒ (a7) = 25a3/34 

Đo đó V= ƒœ) có giá trị lớn nhất khi x = ø/6 

Phương trình ø(z) = + cho những điểm 
cực trị không những đối với hàm số đại số 


(có cực trị) mà còn đối với một vài hàm số 
siêu việt. 


Chẳng hạn ta xét trường hợp f@) = sinr. 
Để xác định chu kÌ ta giải phương trình 
Sin2(x) = z. 

Có hai chu kì 

#Ø)@) = x + 2km, Ø;(%) = ~x + (2k + 1)x 

Phương trình ø,(Œ) =x vô nghiệm còn 
Ø;(x) =x cho nghiệm zx = (2k + 1)z/2 là có 
cực trị. 


Tương tự có thể xét ƒ(z) = cost, và ngay 
cả một số tổ hợp tuyến tính đơn giản của 


Sinx và coax, như sinz + cosz, sinx.cosz, hay 
g8inbx, acosbx, asinbx + e v.v... 


Vấn đề về những hàm số siêu việt nào 
(được đề cập trong chương trÌnh phổ thông) 
có thể xét cực trị bằng phương pháp trên 
như đối với hàm số đại số, với chu kì theo ý 
nghĩa (3) cũng là một bài toán lí thú. Mời 
các bạn cùng nhau bát tay vào giải quyết 
vấn đề này. Cần nhấn mạnh một lần nữa là, 
nếu phương trình ø(Œ) = + có nghiệm thì 
hàm số cho trước có cực trị, hay nói một 
cách khác, một hàm số không cớ cực trị thì 
ø@(3) = + vô nghiệm. 

Ví dụ : ffx) = aø/ x thế thì theo (3) ta có : 
al@(x) = aíx với điều kiện x £ O0; ø@Œœ) # 0 
ta suy ra @(+) = + với mọi x thuộc miền xác 
định của hàm số nghĩa là chỉ có một chu kì 
tầm thường mà thôi. 

Hay chẳng hạn xét fx) = tgx là hàm số 
không có cực trị, ở đây ø(z) = +x + Èx nên 
phương trình ¿(z) = + vô nghiệm, 


MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐẲNG CHU 
TRONG KHÔNG GIAN 


Trước khi để cập tới chủ để của bài này, 
đề nghị các bạn tự chứng mỉnh (hoặc nhớ 
lại) một số mệnh để khá quen biết sau đây : 

Mệnh đề 1. 

Trong tốt cỏ những hình bình hòành có 
chu U¿ cho trước thì hình uuông là hình có 
diện tích lón nhất, 

Mệnh đề 2. 

Trong tất cả những hình bình bành có 
chư uL 0à chiều dài của một đường chéo cho 
trước thì hình thoi là hình có diện tích lớn 
nhất. 

Đi nhiên là mệnh đề 2 tương đương với 
mệnh đề sau. 

Mệnh đề ?'. 

Trong tất cỏ những tam gióc có chư 0Ì 0à 
chiều dài của một cạnh cho trước thì tam 
giúc cân là hình cô diện tích lớn nhất. 


NGUYỄN HỒNG SƠN 
(Lược địch từ "Corantơ") 


Mệnh đề 3. 

Trong tất cả những tam gióc có chu uí 
cho trước thì tam giác đều là hình có diện 
tích lớn nhất. 


Các mệnh đề 1 - 3 trên đây là lời giải 
của những bài toán cực trị mà người ta 
thường gọi là những bài toán đẳng chu : 
Trong số những hình cớ dạng xác định và có 
chu vi cho trước hãy tìm hình cớ diện tích 
lớn nhất. Ở đây, cần chú ý rằng những mệnh 
đề 1 và 3 là những trường hợp đặc biệt của 
một mệnh đề tổng quát hơn : Trong tất cả 
những hình n cạnh có chu vì cho trước thì 
hình n cạnh đều là hình có điện tích lớn 
nhất. Tiến tới giới hạn cớ thể thấy một cách 
dễ đàng rằng trong tất cà những hình cớ chu 
ví cho trước (hình dáng cớ thể bất kì) thì 
hình tròn là hình cớ diện tích lớn nhất. 
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Bây giờ chúng ta hãy xét những mệnh đề 
trong không gian tương tự với các mệnh đề 
1-3, trong đó hình bình hành được thay bằng 
hình hộp, tam giác được thay bàng tứ diện 
(hỉnh chớp đáy tam giác) còn diện tích thì 
được thay bằng thể tích. 

Bài toán 1. 


Trong tất cả những hình hộp có tổng 
chiều dài của các cạnh cho trước, hãy tìm 
hình hộp có thể tích lớn nhốt. 


Bài toán 2. 


Trong tốt cả những hình hộp có tổng 
chiều dài của các cạnh 0è chiều dài của một 
đường chéo cho trước, hãy tìm hình hộp có 
thể tích lớn nhất, 


Trước khi nêu bài toán 2 một cách khác 
đi, dưới dạng một bài toán trong không gian 
tương tự như mệnh đề 2, chúng ta hãy 
thống nhất với nhau một số định nghĩa. 

Một đường gấp khúc kín gồm 4 cạnh mà 
những đỉnh không nằm trong cùng một mặt 
phảng thì được gọi là một ¿ứ giác ghềnh. 
Nếu những đỉnh của một tứ điện trùng với 
những đỉnh của một tứ giác ghềnh thì người 
ta nói rằng nó (rương tứ giác đó (hình 1). 


Ạ 


Hình I 





Hình 2 


Có thể thấy một cách dễ dàng rằng thể 
tích của một tứ diện trương một tứ giác 
ghếnh mà các cạnh là một đường chéo và 3 
cạnh kể liên tiếp của một hình hộp (hình 2) 
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thì bàng 1/6 thể tích hình hộp này. Vì vậy, 
bài toán 2 tương đương với bài toán sau : 
Bài toán ?'. 


Trong tất cả những tú giác ghềnh có chu 
0í cho trước bằng 2p 0à chiều dài của một 
cạnh cho trước bằng h, hãy tìm tú gióc sao 
cho tứ diện trương nó có thể tích lớn nhất. 

Sau khi đã giải những bài toán trên, 
chúng ta có thể giải đễ dàng bài toán sau : 

Bài toán 3. 


Trong tốt cả những tứ giác ghềnh có chu 
uì cho trước bằng 2p, hãy tìm tứ giác sao 
cho hình tứ diện trương nó có thể tích lớn 
nhất. 

Giải bài toán I1. 


Vì rằng trong tất cả những hình bình 
hành có chiều dài của các cạnh cho trước thì 
hình chữ nhật là hình cớ diện tích lớn nhất 
còn trong tất cả những hình hộp có chiều 
dài của các cạnh cho trước thì hình hộp chữ 
nhật là hình có thể tích lớn nhất, nên khi 
giải bài toán 1, ta chỉ cần xét các hình hộp 
chữ nhật. 


Nếu gọi chiều dài các cạnh của một hình 
hộp chữ nhật là ø; ø„a„ thì bất đẳng thức 


Côsi. 
Ÿø, a;da+ < (1/8) (œị + ø„ + a+) 
(trong đó dấu = chỉ đúng trong trường hợp 
ơi =a; = ø,) sẽ dẫn tới kết quả sau : 
Định IÍ 1. 
Trong tất cả những hình hộp có tổng cóc 


cạnh cho trước thì hình lập phương là hình 
có thể tích lớn nhốt. 


Giải bài toán ?? 

Để giải bài toán này, chúng ta sẽ dùng 
bổ đá sau. 

Gọi P là mặt phẳng vuông góc với cạnh 
AB của một tứ giác ghềnh ABCD (hình 3). 





Hình 3 





Chiếu ABCD lên mặt phẳng P, ta được 
tam giác BEE. 


Bổ đề. 


Thể tích V của một tứ diện trương tứ giác 
ABCD dược tính theo công thúc 


V=(1/8)hS q) 
trong đó h là chiều đài cạnh AB. 
§ là diện tích tam giác BEF. 


Để chứng mỉnh, chúng ta chỉ cần chú ý 
rằng các tứ diện ABCD và ABEF tương 
đương nhau (có thể tích bằng nhau) vì rằng 
chúng đều tương đương với tứ diện ABCF. 

Công thức (1) gợi ý ngay cho ta cách giải 
bài toán 2` : Cần xác định độ dài và vị trí 
các cạnh BC, CD và AD (hỉnh 3) sao cho 
diện tích tam giác BEF là lớn nhất. 


Để đạt được điều đó, trước nhất cần làm 
sao cho chu vi của nó có giá trị lớn nhất. Ta 
hãy trải các mặt ABFD, FDCE và CEB lên 
trên một mặt phẳng. Trên hình phẳng mà 
ta thu được (hỉnh 4), chiều dài cạnh B,B, 


bằng chu vì của tam giác BEF, từ đó ta thấy 
rằng chu vi đó sẽ lớn nhất khi các đoạn AD, 
DC, CB chỉ tạo thành với cạnh ÁB một góc 
a = arccos [h/(2p - h)} mà thôi (hình 5). Do 
đó tứ giác ghềnh có cạnh AB = h và chu vi 
bằng 2p sao cho tam giác BEF có chu vi lớn 
nhất có thể dựng theo cách sau đây : 





A 
= € 
k2 £ £ đ, 
Hình 4 
A 
0 
S.„ø 
h lạ 
ổ, ˆ £ 2, 
Hình 5 


gấp một hình chữ nhật có cạnh ÁB, = ñ và 
đường chéo ÁB, = 2p - h thành mặt xung 
quanh của một lăng trụ đáy tam giác sao 
cho điểm Ö, đến trùng với điểm B; và đoạn 


AB; là một cạnh bên của nớ. Khi đó, đường 
B.ADCB, trở thành tứ giác ghềnh mà ta 


muốn có. 


Bàng cách đó, bài toán của chúng ta đã 
được đưa về bài toán đẳng chu đối với tam 
giác BEF. Như chúng ta đã biết, với một chu 
vi cho trước, tam giác này sẽ có diện tích 
lớn nhất khi BE = FE = EB, do đó tứ giác 
ABCD đáp ứng yêu cầu của bài toán 2”, phải 
có các cạnh A2, DC và CB bằng nhau. Với 
điều kiện này và điều kiện đồi hỏi AD, DC 
và CB tạo thành với AB chỉ một góc mà thôi, 
tứ giác ABCD sẽ được xác định một cách duy 
nhất. 

Và như vậy là ta đã chứng minh xong : 

Định lí 2 : 

Trong tất cả những tứ diện trương tú giác 
ghềnh ABCD có chu 0í cho trước bằng 3p 0uờ 
chiều dài của cạnh AB cho trước bằng b thì 
tứ diện có thể tích lớn nhất là tứ diện trương 
tứ giúc mù các cạnh AD, DC uà CB bàng 
nhau 0à làm thành uới cạnh AB những góc 
bàng nhưu. 

Đồng thời, chúng ta cũng có được cách 
dựng tứ giác ghềnh trương tứ diện lớn nhất : 
muốn vậy, ta lấy một hình chữ nhật có một 
cạnh bằng h và đường chéo bằng 2p - h và 
gấp nó thành mặt xung quanh của một hình 
lãng trụ tam giác đều, 

Giải bài toán 3. 

Th hãy tính thể tích cực đại nói tới trong 
định lí 2. Từ hình ð, ta thấy rằng chu vỉ tam 
giác BEF bằng 

Ý(Đp — h)P — h” = 2 Ýp(p ~ h) 
nghĩa là điện tích cực đại của nó bằng 

[2{p@ — ñ)/3]?. Vã/4 = p — h)/3 V5 ; 
cuối cùng, thể tích lớn nhất của hình tứ diện 
được trương, theo công thức (1L), bằng : 

V= (1/8)*p(p— h)/8Ÿ3= phíp— h)/9đ3 (2) 

Bây giờ, chúng ta có thể giải bài toán 3 
một cách dễ dàng. Bài toán này khác với bài 
toán 2° là ở đây người ta chỉ cho biết chu uí 
của tứ giác. 

DĨ nhiên là để giải bài toán này, chỉ cần 
lấy giá trị h trong bài toán trên sao cho vế 
phải của công thức (2) có giá trị lớn nhất. 


Giá trị h đó được xác định từ bất đẳng thức 
Côai : 


híp — h) < [th + (p — h2)? = p2 ; 
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nơ bằng p/2 vì rằng h =p — h khi h = p/2. 
Từ đó suy ra lời giải của bài toán ba : 
Định lí 3. 

Trong tốt củ những tứ diện trương cức tứ 
giác ghềnh có chu 0í cho trước thì tứ diện 
có thể tích lớn nhất là tú diện trương tứ giác 
trong đó cóc cạnh bàng nhau Uà góc giữa 
mọi cặp cạnh cũng bồng nhau. 


Thật vậy, nếu h = p/2 thì chiều dài của 
mỗi cạnh còn lại sẽ bằng (2p - h)/3 = p/2 ; 
có thể chứng mình sự bằng nhau của các góc 
bằng cách tính trực tiếp (vì ¿ = p/2 nên tất 
cả các góc đều bằng arccos (1/3)) ; tuy nhiên, 
một cách đơn giản hơn, có thể chú ý rằng 
trong tứ giác mà ta xét tất cả các cạnh đều 
cố vai trò như nhau. 


CÔNG THỨC CÔ-SIN 


Trong hình học phẳng ta biết rằng cho 
trước hai cạnh AB = c, ÁC = ò của tam giác 
ABC và góc A thì cạnh thứ ba BC = a được 
tính theo công thức ø2 = b2 + e2 - 2becoaA(1) 

Đó là công thức côsin cho các tam giác. 

Trong hình bọc không gian ta hãy xét bài 
toán tương tự sau đây : Trong một góc tam 
điện Qobc, cho trước hơi mặt aOb = y, aÓc 
= 8 uà nhị diện A có cạnh Oa, hãy tính một 
thử ba bÓc = œơ. 

Trên cạnh Óø 
ta hãy đặt một 
đoạn OA bằng đơn 
vị rồi qua A kẻ 
những đường 
vuông góc với Oa 
trong các mặt 
gøÓb và œÓc, cắt 
Ób ò B, cắt Óc ở C 
(hình 1). Như vậy 
góc BAC chính là góc phẳng của nhị diện 
cạnh Oø nên có độ lớn bằng A. Ấp dụng công 
thức côsin cho các tam giác BOC và BÁC ta được 

BC? = OB2 + OC2 - 2OB.OCcosa 

BC2 = AB2 + AC2 - 2AB.ACcosA 

Nhưng ÓB = l/cosy, OC = l/cœ, AB = tgy, 
AC = tgổ. Thay vào hai đẳng thức trên, ta 
rút ra. l/cos2Ø8 + l/cos2y —- 2cosz/cosổcosy = 
= tg2ổ + tgy - 2tgØtgycosA 

Từ đó dễ dàng đưa đến công thức 
cosØcosy + sinØsinycosA 





Hình ! 


COsơ = (2) 
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Đó là công thúc cósin cho các tzm diện. 
Công thức đó có thể viết thành : 

cosÁ = (cosz — cosổcosy)/sinđsiny (2) 

Công thức (2°) cho phép ta tính được các 
góc nhị diện của một tam diện khi biết các 
mặt của tam diện đó. 

Từ công thức đó có thể suy ra rằng : nếu 
hai tam diện cùng hướng có cóc mặt tương 
ứng dôi một bằng nhau thì chúng bằng 
nhau. 

Một bài toán ngược lại được đặt ra là : 
cho biết các góc nhị diện của một tam diện, 
hãy tính cóc mặt của tam diện đó. 

Để giải bài toán này cần biết khái niệm 
tam diện bù. Già sử ta có tam diện Odbc. 
Qua đỉnh Ø ta hãy dựng các tỉa Óa”, Ob', 
Oc' theo thứ tự vuông góc với các mặt bØƠc, 
cOa, aOb và sao cho các tỉa Oø, Oø' nằm 
cùng phía đối với mặt bÓc ; Ob, Ób” nằm 
cùng phía đối với mặt cÔa ; Óc, Oc' nằm 
cùng phía đối với mặt øœOb (hình 2). Th thu 


li c 





được tam diện Øø'ð'c? gọi là tam điện bù của 
tam diện Oqbe. 

Dễ dàng chứng minh rằng nếu tam diện 
Oø6'c' là bù của Oabc thì ngược lại tam diện 
Oabc cũng là bù của tam diện Oa'b'c©'. Hai 
tam diện như vậy gọi là bù nhau. 

Người ta chứng minh được rằng nếu hai 
tam diện Óœðc và Óz'b'©' bù nhau thì với 
những kí hiệu tương tự trên ta cớ 

A+z'=B+/Ø@=C+y=A+a= 

=B+8=C'+y=x (3) 
(các mặt và các nhị diện được tính bằng 
rađian) 


Trở lại bài toán đã nêu trên ta hãy dựng 
tam diện bù Øø'b'c' của tam diện Oœbe cho 
trước và viết công thức (2) cho tam diện 
bù đó. 

cosÁ” = (cosz” - cosØ'cosy`)/sinØ`siny" 

Theo các hệ thức (3) ta có œ' = z - A, 8' = 
=xz— B,y` =1~C, A' = mạ -— a. Thay vào 
ta được : 


Cosz = (cosA + cosBcosC)/sinBsinC (4) 


Công thức này chính là lời giải của bài 
toán trên. Từ công thức này ta có thể suy 
ra rằng : nếu hai tam diện cùng hướng có 
các góc nhị diện tương ứng đôi một bồng 
nhau thì chúng bằng nhau. 

Các công thức (2) và (4) xác định mối 
quan hệ giữa các mặt và nhị diện của một 
tam diện. Đớ là các công thức cơ bản của 
hình học các tam điện. 


Ngoài ra các công thức đó còn cho phép 
ta xác định quan hệ giữa các cạnh và gớc 
của một đm gióc cầu (tức tam giác vẽ trên 
mặt cầu). 


Trước hết cần hiểu biết sơ lược về hình 
học cầu. Trên một mặt cầu nếu cho trước 
hai điểm A, B không đối xứng qua tâm mặt 
cầu, thì cớ thể vẽ được một và chỉ một đường 
tròn lớn qua A và 
B mà thôi (hình 
3. Vì vậy trên 
mặt câu đường 
trèn lớn đóng vai 
trò tương tự như 
đường thẳng trên 
mặt phẳng. Góc 
của hai đường 
tròn lớn cất nhau 
ở một điểm M, ta 





Hình 3 


sẽ hiểu là góc œ 
giữa hai tiếp 
tuyến của mặt cầu 
tạ M. Góc đó 
cũng chính là góc 
nhị diện tạo bởi 
hai mặt phẳng của 
hai đường tròn 
lớn. 

Cho ba điểm A, 
8, C trên một mặt 
cầu, trong đó không có hai điểm nào là 
xuyên tâm đối. Như vậy thì qua mỗi cặp 
điểm (B, C), (C, A), (A, B) có một đường 
tròn lớn. Hình tạo bởi ba cung tròn lớn ØC, 
CA, AB gọi là tam giác cầu ABCO) (hình 4). 
Nếu gọi ø, b, c là độ dài các cung 8C, CA, 
AB, R là bán kính cầu, z = BÓC, 8 = COA, 
y = AOB thì ø = a!R, B = bỊR, y = c1R (các 
góc ø, 8, y được đo bằng rađian). Nếu hiểu 
các góc A, B, C của tam giác cầu là góc tạo 
bởi các cung nơi trên qua các điểm đó, thì 
các góc này chính là góc nhị diện của tam 
điện OABC. Áp dụng công thức (2) cho tam 
điện này ta được cos(g/E) = cos(/F)cos(c/R) + 
+ sin(0/R)sin(e/E)cosA. (5) 
Đó là công thức côsin cho các tam giác cầu. 

Từ công thức này ta rút ra 
cosÁ = [cos(a/R) - cos(b/R)cos(e/E)]/sin(b/R) 

sin(c/R). (5) 

Nếu áp dụng công thức (4) cho tam điện 
OABC thì ta lại được 
cos(z/f) = (cosAÁ + cosBcosC)/sinBsinC. (6) 

Các công thức (ð) và (6) là những công 
thức cơ bản của lượng giác cầu. Chúng xác 
định các quan hệ giữa các cạnh và góc của 
một tam giác cẩu. 

Từ các công thức đó có thể suy ra các 
tiêu chuẩn bằng nhau của hai tam giác cẩu. 
Bên cạnh những tiêu chuẩn như đối với tam 
giác thẳng, ta còn thấy thêm : Nếu hơi tam 
giác cầu có 3 góc tương ứng dôi một bằng 
nhau thì chúng bằng nhau. 

Như vậy, ta đã thấy các công thức côsin 
cho các tam giác phẳng, các tam diện và các 
tam giác cầu. Các công thức đó có quan hệ 
mật thiết với nhau như chúng ta đã thấy 
trong cách xây dựng ở trên. Đặc biệt, công 





Hình 4 


(1) Thật ra qua 2 điểm 4, 8 có 2 cung của đường tròn 
lớn. Sau này ta sẽ chỉ lấy cung nhỏ hơn. 
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thức côsin trên mặt phẳng có thể coi là một 
trường hợp giới hạn của công thức côsin trên 
mặt cầu khi bán kính của mặt cầu lớn vô 
cùng. Thật vậy khi # —> œ thì sin(a/R) —> 
a/R do đó : 

cos(z/R) — j1 — (g/R)7 = [1 - (ø/R)?11⁄2 
~1-a?/2R 

Tương tự như vậy đối với sin(/Ð), 
sin(c/R), cos(b/B) và cos(c/R). Công thức (5) 
bây giờ trở thành 

1 - a22R2 = (1 - b2/2R2)\(1 - ©2/2R?) + 
(be/R2)cosA (7) Đề ý rằng khi R —> œ, theo 
công thức tính gần đúng 
(1 - ð2/2R2)(1 — c2/2R2) ~ 1 - b2/2R2 ¬ c2/2R2. 

Thay vào (7) sau một vài biến đổi đơn 
giản cuối cùng ta được 

a2 = ðˆ2 + c2 - 9bccosA 


tức là ta lại tìm thấy công thức côsin trên 
mặt phẳng. 

Bây giờ ta xét thêm trường hợp đặc biệt 
khi tam giác cầu có góc vuông ở A chẳng 
hạn. Lúc đó cosÁ = cos(z/2) = 0 và công 
thức (5) trở thành 

cos(a/R) = coa(b/R) coa(c/R) (8) 

Công thức này được gọi là cóng thức 
Piago trên một cầu, không phải vì được 
Pitago phát hiện ra, mà vì một lÍ do sâu xa 
hơn, bản chất hơn. Thật vậy nếu cho JÈ ~> œ 
thì (8) trở thành 

1 - g?/2R? = (1 - b2J2R?)(1 - c?JÐR?) ~ 
1 - ð2/2R2 - e2/2R2. Từ đó a2 = b2 + c2 
tức là ta lại trở về công thức Pitago trên 


mặt phẳng. Thực chất của tên gọi trên là ở 
chỗ đớ. 


BẤT ĐẲNG THÚC EC-ĐÔ-SƠ 


TỪ DỰ ĐOÁN DẾN KHẲNG DỊNH 

Một số các bạn, trong khi làm toán, có 
thể đã gặp bài toán sau đây : "Chứng mình 
rằng tổng cúc khoảng cúch từ một diểm M 
trong một tam giác ABC đến cúc đỉnh tam 
giác đó không nhỏ hơn hai lần tổng cúc 
khoảng cách từ diểm đó đến các cạnh (hay 
phần kéo dài của cạnh)" 

Đây là một bài toán khá đơn giản, Nếu 
đặt MA = ñ,, MB = Rụ, MC = R, và gọi 
đ. đu; đ. theo thứ tự là các khoảng cách từ 
M đến các cạnh BC, CA, AB, thì điều cần 
chứng mình trong bài toán trên là 

R.+R, +, >2(d +du+d) () 

Cách đây gần bốn chục năm, nhà toán 
học nổi tiếng Hung-ga-ri P. Ecđôso, trong 
khi nghiên cứu các tính chất của tam giác, 
lần đầu tiên đã nêu lên bất đẳng thức trên, 
mà sau này người ta vẫn quen gọi là bất 
đẳng thức Ecđôaơ. Bị lôi cuốn bởi tính giàn 
đị của bài toán, nhà toán học lao vào chứng 
mỉnh ; song vinh dự giải được bài toán đó 
không thuộc về ông, mà thuộc về nhà hình 
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học nổi tiếng người Anh tên là Moocden. Tuy 
nhiên chứng minh của Moocđen (dựa vào 
lượng giác) chỉ có ý nghĩa lịch sử, vì nó khá 
phức tạp và rườm rà. 

Mãi đến năm 194ð (tức là mười năm sau 
khi Eeđôsơ phát biểu bài toán trên), nhà 
toán học Ma Cadarinốp mới đế xuất được 
một lời giải thuần túy hình học có thể chấp 
nhận được. Tiếp theo đó nhiều nhà toán học 
trên thế giới đã nêu lên được những lời giải 
ngắn gọn của bài toán đã đặt ra. 

Thật ra việc chứng minh bất đẳng thức 
(E) không khó lắm, và có thể nói là thích 
hợp với trình độ của các bạn (ngay cả các 
bạn ở lớp 8 đã làm quen với việc chứng minh 
bất đẳng thức). Thật vậy, giả sử A, Bị, C¡ 
là các hình chiếu của M trên các cạnh BC = a, 
CA = b, AB = c. Lấy điểm M đối xứng 
của M qua đường phân giác góc A và gọi 
Bị, SÀ là các hình chiếu của AM” trên CA, AB, 


Gọi D là giao điểm AM' x BC và H, K là 
các hình chiếu của B, C trên ẢAM'. Th có 
(hình vẽ) : 








a = BC = BD + DC > BH + CK (đẳng thức 
chỉ xảy ra khi H = K = D, lúc đó AM' là 
đường cao của tam giác). Từ đó có aM 'A > 
BH.M^A + CK.M'A = 2S(M'AB) + 2S(M'CA) = 
cM'\C++bMB), tức là MA > cM'C(+bM'B, 
Nhưng vÌ M và M' đối xứng với nhau qua 
phân giác gốc Á nên MÁ = MA, 
MC) = MB, MB = MC, nên ta có thể viết 
MA > cMB, + bMC, hay cR, > các + bở, 
tức là 
+, > (cia)d, + (b/a)d.,. @) 

Tương tự Lš > (g/b)d, + (cib)d,, lì. > 

(bíc)d, + (ae)d, và cộng lại ta được. 
R,+R,+R.> 


>(2*ÿ) 4+ (§+ 


a ,b 
+(s+z)4 

Nhưng các tổng trong dấu ngoặc là tổng 
hai số đảo ngược nên chúng đều không nhỏ 
hơn 2 (các bạn lớp 8 cố gắng chứng minh 
tính chất này), do đớ : 

R, + Ry+T, > 2(d,+đy +d) 

Đẳng thức chỉ xảy ra khi M' là trực tâm 
của tam giác ABC, đồng thời ø = b = c, nói 
cách khác M° (và do đó cả M) là tâm của 
tam giác đều ABC, 

Trên đây là một trong những lời giải 
tương đối ngắn gọn của bài toán đặt ra. 


NHỮNG CỐ GẮNG ĐỀ MỎ RỘNG BÀI TOÁN 
CỦA ECDÔSO 
Sau khi chứng minh được bất đẳng thức 
(E) người ta còn chứng mính được những 
bất đẳng thức sau đây 
th tyR, > 8đ dư, (2) 


sa Đc 
Yñ, + VR, + VR, > V2((đ, + Ýđ; + Ý4_)(8) 
1⁄4, + Lữ, + Lữt < (l/d, + ld, + 1d)/2 (4) 


s) dy† 


Đẳng thức xây ra khi vã chỉ khi tam giác đã 
cho là đều và M là tâm của tam giác đớ. 

Các bạn thích đi sâu cớ thể tự mình 
chứng mỉnh các bất đẳng thức trên : (2) và 
(3) có thể xuất phát từ (1), rồi áp dụng các 
bất đẳng thức Côsi hoặc Bunhiacốpxki ; để 
chứng minh bất đẳng thức (4) có thể áp dụng 
bất đẳng thức (E) cho điểm M và tam giác mà 
các đỉnh là ảnh của 4, Bị, C, trong phép 
nghịch đảo cực X4 phương tích bằng đơn vị. 

Thế thì những bất đẳng thức trên có liên 
quan gì đến việc mở rộng bài toán của 
Ecđôsø. Muốn biết điều đó, trước hết ta cần 
biết thế nào là giá trị trung bình của các số 
dương cho trước. Trong đại số học, người ta 
gọi giá trị trung bình bậc & (* là một số thực) 
của các số dương #ị; #„; ... *. là số 


My, Xy ..¿ Xa) = Ñx + + +...+ zÈ) /n 
Người ta cũng Miyệi minh được rằng khi 


* dần tới Ó thì ẤM, Œị, xạ, ... * n) đẩn tới trung 
bình nhân của các số Hạ +, .› #m, tức là 


Ñxz;...xun 

Còn giá trị trung bình quen thuộc như trung 
bình cộng, trung bình toàn phương, trung 
bình điều hòa theo thứ tự ứng với các giá trị 
của # bằng 1, 2 và -1, tức là 


My Xy .à Xu) = XE; .. 


MjŒ, Xạ «š 3n) = xị +x, +... + *u)/n 
M,ứŒ\, x„, ... #n) = Vợ + +; +..+ x2j/n 


M tốp X;; .. Xu) = n/1a + 1x; +... + LÝ) 
Bây giờ nếu ta viết lại các bất đẳng thức (2), 
(8), (4) dưới các dạng khác như sau 


ŸR,RyR/3 > 2J4,d,d 8 
!A[(n1? + RỊ? + RƯ2jg > 
(đ. + dị + đ 3/3 
3 >9 3 

1/R + 1/8.+ L/R l/d + l/d. + 1đ. 
thì các bất đẳng thức này cùng với bất đẳng 
thức (E) có thể tớm tắt trong cách viết sau 

M,(ŒR¿, RỤ, R) > 2M,(„ dụ dụ) (5) 

với & = -1, 0, 1/2, 1. 

(Đằng thức xảy ra khi tam giác đã cho là 
đều và X là tâm của tam giác đỏ). 


Một giả thuyết được đặt ra là bất dẳng 
thức (B) có thể mở rộng cho mọi số thực È 
tùy ý. Nhưng chẳng bao lâu giả thuyết đó đã 


(2) 


xa! (3) 


4) 
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bị bác bỏ vì người ta đã chứng minh được 
bất đẳng thức (thật sự) 


2 
RỆ + Rệ + HỆ > (2d2 + dệ + d2) 
tức M,Œ,, Rị, R) > 2M¿(đ, + dy +d,) 
và tỉ số M,Œ,, R\, R)/M¿;(d,, dụ, đ.) có thể 


dần tới 2 bao nhiêu cũng được nhưng không 
thể đạt được giá trị 2. 


Tất nhiên là việc chứng minh được bất 
đẳng thức này đã phủ định hoàn toàn giả 
thuyết trên. Tuy nhiên đến đây bài toán vẫn 
chưa chấm dứt. Năm 1958, nhà hình học 
người Áo tên là Fơlôrian đã chứng mỉnh 
được rằng bất đẳng thức (ð) đúng với những 
giá trị k thỏa mãn điều kiện 

-1 <*«1, 
và đồng thời cũng chứng minh được rằng với 
những giá trị của š > 1 và < -1 thì 


|k 
M;ứŒ,, tụ; RQ) b6 V2M, đ, , đy b đ,)- 


Như vậy là việc mở rộng bài toán của 
Eieđôsơ đã được giải quyết. Tuy nhiên, người 
ta không bao giờ chịu bằng lòng với những 
kết quà đã thu được. Nhiều nhà toán học đã 
nghỉ đến việc mở rộng những kết quả đó vào 
một đa giác lồi tùy ý. Năm 1948 nhà toán 
học Fegiơ Tbt người Hung-ga-ri đã chứng 
minh được bất đẳng thức 

†ìị, R;... R„ > dị.d¿... d./cosP(xịn), 
tức là 

Mưứu, hy, .., FQ) > Mu(d, d,... 
ở. )/cos"(xin) trong đó Ö, và đ, theo thứ tự là các 
khoảng cách từ một điểm ở trong một đa giác 
lồi z cạnh đến các đỉnh và các cạnh của đa giác 
đó. (Đảng thức chỉ xảy ra khi đa giác đã cho là 
đều và điểm đã cho là tâm của đa giác đó). 


Đồng thời Fegiơ Tot lại nêu lên giả thuyết 


M,ứ, R„ .. R„) > Mi(,, d, 
đ.3/cos"(Grin) với k = 1 và -1. 
Trường hợp & = 1 đã được Fơlôrian và một 
số nhà toán học khác chứng minh là đúng. 
Việc mở rộng những kết quả đã tìm được 
vào hình học không gian (cụ thể là vào tứ 
diện) cũng được các nhà toán học quan tâm, 
Người ta đã chứng minh được bất đẳng thức 
R,h¿h hạ > 81d dd dị 


4... 


tức là 


M(R,R,R,P) > 3M (d,d,d,d) 
(trong để R ... và ai có lề các thoảng cách 
từ một điểm trong một tử diện đến các đỉnh 
và các mặt của tứ diện đó). Tất nhiên người 
ta nghỉ đến việc thay M_ bàng M, với k tùy 
ý, nhưng nhà toán học Ni Cadarinốp đã bác 
bỏ giả thuyết đó bằng những ví dụ cụ thể. 
Và tiếp theo đớ, sự nghiên cứu của các nhà 
toán học Liên Xô V.L. Rabinôvích và đ.U. 
lagơlôm đã dẫn đến kết quả đúng là 

1M,Œ,, Rụ, RỤ„, Ra) > 3M,(d,, dụ, đụ dị) 
với mọi số & không âm. : 


Trên đây chúng ta đã thấy rằng việc phát 
hiện, chứng mỉnh và phát triển bài toán của 
Ecđôsơ quả là một quá trình gay go phức 
tạp. Việc chứng minh những kết quả đã tìm 
được thì không khó lắm, mà thật ra chỉ đòi 
hỏi những kiến thức ở bậc phổ thông. Tuy 
nhiên loài người đã tốn bao nhiêu công sức, 
bao nhiêu thời gian, dò dẫm từng bước, dự 
đoán rồi khẳng định, người nọ tiếp sức cho 
người kia, thế hệ này kế tục thế hệ khác, 
cuối cùng mới tÌm đến chân lí khoa học. 
Nhưng dẫu sao, chân lí đó vẫn chưa phải là 
đỉnh cuối cùng. Loài người luôn luôn suy 
nghỉ làm cho tầm mắt của mình càng mở 
rộng, vốn hiểu biết của mỉnh ngày càng 
thêm phong phú, để đạt tới chân lí khoa học 
ở mức độ cao hơn. 


LÀM QUEN MỘT CHÚT VỚI LIÊN PHÂN SỐ 


1. Ở lớp đầu cấp III, bạn đã học về căn 
số và biết rằng căn bậc hai của các số không 
chính phương là số vô tỈ và có thể biểu diễn 
bằng một số thập phân uô hẹn không tuần 
hoàn. Tất nhiên, đối với số thập phân vô hạn 
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HOÀNG CHÚNG 


không tuần hoàn ta chỉ cớ thể biết được một 

số chữ số thập phân của nó mà thôi. Thí dụ : 
Ý2 = 1,41421... z = 3,141592... 

Bạn chắc có lúc tự đặt vấn đề : làm thế 

nào để tìm các chữ số thập phân đó với số 


lượng mà ta muốn, nơi cách khác : làm thế 
nào tìm một phân số hay một số thập phân 
hữu hạn biểu diễn gần đúng số vô tÌ đó, với 
độ chính xác cho trước ? 

2. Trường hợp đơn giản nhất là với các 
căn bậc hai của các số, người ta đã tÌm ra 
một thuật toán để giải quyết vấn đề trên 
(thuật toán khai phương các số). Tuy nhiên 
nhiều bạn có thể không biết thuật toán này, 
một số bạn khác có thể biết, nhưng không hiểu 
cơ sở lí luận của thuật toán và vì không dùng 
thường xuyên nên có thể không còn nhớ. 

Bây giờ, nếu có người nhờ bạn : "viết giúp 
Y3 gần đúng dưới dạng một phân số thường 
hay một số thập phân, với sai số không quá 
1/107", bạn có thể sử dụng kiến thức của lớp 
đấu cấp III thôi để trả lời được không ? 

Sau đây là một cách rất đơn giản giúp 
bạn trả lời câu hỏi đớ. 

Chú ý rằng 

1 <8 <2 Œ@) 
ta có thể đặt : 
V3 = 1+ 1a, (œ, nguyên dương) 
ø, = 1/3 - L) = (Vã + 1)/2 


Do (1l), nên có thể đặt : 
&¡ = (Vỗ + 1/2 = 1 + líơ, (œ; nguyên 
đương) hay là 
ø; = 2/3 - 1) = V8 +1 
Do (1), nên có thể đặt : 
a =ý3+1=2+ 1/a; (zạ nguyên dương) 
hay là a; = 1/V3 - 1) = (Vã + Ủ/2 


Ta thấy ø; = ơ,, do đớ có thể viết ø, = 
1+ lía, (với gq, = d,), q, =2 + l⁄‹ (với qẹ 


do đó 


= q) v.V... 
Tớm lại ta cơ : 
V3 = 1+ Ha; 
ơ, = 1+ lía 


trong đó tất cả các ø, đều là số nguyên 
đương. 


Từ các kết quả trên đây, ta có thể tìm 
phân số biểu diễn gần đúng V3 với độ chính 
xác ngày càng cao. Chẳng hạn nếu ta lấy 

ai = 1 thì V8 ~ 1+ 1/1 = 2. 


l†-TœTH 





Nếu lấy 





ø; = 2 thì {3 ~1+ 


1 
9; = 1 thì 8 =1+———=z 





(tính từ dưới lên : 2 +7 = 8, 1 + 


3_7 
1+2”. 


Nếu lấy ø, ~ 2 thÌ được 
Vã~1+ 


1+ 








Các bạn có thể thấy rằng các phân số trên 
đây cho giá trị ngày càng chính xác của Vã : 
2, ð/3, 7/4, 19/11, 26/15, v.v.., 

Thực vậy, bình phương các số đó ta có 
các giá trị gần dúng bàng 3, với sai số ngày 
càng bé : 

22 = 4, (5/3)2 = 25/9 = 2,71... 

(7/4) = 49/16 = 3,05... 

(19/11)2 = 361/121 = 2,98... 

(20/16)? = 676/225 = 3,004... 

3. Các biểu thức như 

1 
6U vở T 
1+; 1+ 
2 si 
1 
được gọi là các liên phân số. Một cách tổng 
quát, liên phân số öác k là biểu thức dạng 


1+ 





„W.V, 





a+ 
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trong đó ø là nguyên, còn ơ, đ¿; ...; đị là số 
nguyên đương. Liên phân số bậc k được kí 
hiệu gọn là 

[#qg đi; đạy sa đ,...] 

Qua các thí dụ ở trên, ta đã thấy có thể 
đổi một liên phân số thành một phân số 
thường. Người ta chứng minh rằng ngược 
lại, mỗi số hữu tỉ đều có thể biểu diễn duy 
nhất dưới dạng một liên phân số bậc & nào 
đó. Thí dụ : 











37 2 1 1 
kẺjL E6420/60200N8100 106 
2 2 
256 22 1 1 
TT ii/17/30036511.0DINMEEH 
22 22 
=2+ “=2 ¬ = [2, 5, 3, 71. 
sợ ng: 
7 7 
37 6 1 
SẺ: 30-2155: Sang chờ: ủi 
6 
=~8+——y = I-8, 1, 6] 
1+ 


4. Nếu ta kéo dài mãi cách tìm căn bậc 
hai của Vö như đã làm ở trên thì ta đi đến 
một iiên phân số uô hẹn : 

1 


+ 
: 1 





=[1,1,2, 1,2, 1,.... 





1+ h 
TGÉP TH 


Người ta đã chứng minh rằng mỗi liên 
phân số uô hạn biểu diễn một số uô t, 0 
ngược lại mỗi số uô í được biểu diễn bói 
một liên phôn số uô hạn. 

Liên phân số vô hạn biểu diễn V3 là một 
liên phân số vô hạn tuần hoờn, chu gì là (1, 
2). Ta viết : 

vã = [1,1,3I. 

Các bạn dễ dàng tìm thấy rằng : 

{2 = [1, 2l, {5 = (2, 4l, ể = I2, 3, 4l. 

Nhưng không phải bao giờ ta cũng có kết 
quả "đẹp" như vậy. Từ giữa thế kỉ XVHI, nhà 
toán học vi đại Ó-le đã chứng minh rằng 
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mọi số vô tÌ dạng (ø + bÝ€)/d (œ, b, e, ở 
nguyên và b, e, ở % 0) có thể viết dưới dạng 
liên phân số vô hạn tuần hoàn, và ngược lại 
mỗi liên phân số vô hạn tuần hoàn biểu diễn 
một số vô tÌ có dạng (œ + bÝc)/d. Như vậy, 
liên phân số giúp ta thấy một nét bản chất 
của các số vô tÌ dạng này. Nới riêng, liên 
phân số vô hạn tuần hoàn 


——~{— =II,ÏI biểu diễn số 
l+——— 

1 
ĐH EIS 
p = (1 +B)/2. Số œ xuất hiện trong "phép 
chia vàng" ; phép chia một đoạn thẳng thành 
hai phần z, y được gọi là một "phép chia 
vàng" (tức là một phép chia rất đẹp), nếu 
xty 4# 


5 Ỳ 
x+Í +z 
Lấy y = 1 thì ——=T 


Nghiệm dương của phương trình này chính 
là số ø. Từ thời thượng cổ, người ta đã thấy 
rằng một hình chữ nhật (hình dạng quyển 
sách, mặt bàn, khung cửa...) có hai cạnh tỉ 
lệ với z, y như trên thì được nhiều người ưa 
thích nhất, trông đẹp mắt nhất, do đó "phép 
chia vàng" được sử dụng rộng rãi trong đời 
sống. 

Đối với số e (cơ số của lô¬ga-rit tự nhiên), 
người ta tìm thấy rằng 

øe =1I2, 1,2, 1,1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1,3; 
10, 1, 1,...] 

Liên phân số vô hạn này không tuần 
hoàn, nhưng cũng được lập theo một quy 
luật : 1, 2, hai lần 1, 4, hai lần 1, 6, hai lần 
1, 8... Đối với số z, người ta chưa tìm thấy 
một quy luật gì trong biểu diễn nó bằng liên 
phân số : z = [3, 7, lỗ, 1, 292, 11,...]. 

5. Liên phân số là một công cụ có hiệu 
lực trong nhiều vấn đề toán học. Nói riêng, 
nó giúp biểu diễn xấp xÌ các số thực rất tiện 
lợi. 

Cho số thực ø biểu điễn bởi liên phân số 

ở = tứ„, Gì, G¿, mi 

Xét liên phân số 


đ.= [đ„; đ, ---› g„Ì. 

Sau khi thực hiện các phép tính trong ở„ 
(từ dưới lên), ta được một phân số Pự/@„ Ta 
gọi d. = Pu/Qạ là giản phân bộc n của ở 
(nếu ở có bậc là & thì n < #). 


1+ 





hay z2 -x~ — 1= 0. 


Trong thí dụ trên đây về tÌm giá trị 
của V3 : 

V3 = [1, 1, 2, 1, 2, 1, 2,1, ..} 

ta đã tính các giản phân 

đị = [1, 1] = 2/1, đ, = [L, 1, 9] = 7⁄4, 

đ; = [1, 1, 2, 1] = 19/11, ... 

Gọi đ„ = PJ/Q, và đu. = P..J/@,„¡ là 
các giản phân bậc n và bậc nø + 1 của liên 
phân số ở biểu diễn số œ. Người ta chứng 
mỉnh được rằng nếu dùng P/Q, biểu diễn 
số œ thÌ sai số mắc phải sẽ nhỏ hơn 
1/49. .9,¿¡). Thí dụ nếu coi d, = 19/11 
(Q; = 11) gần đúng bằng Vồ thì, chú ý rằng 
đ, = 26/15 (Q„ = 15), ta mắc sai số nhỏ hơn 
1/(11.1ã) < 0,007, tức là nhỏ hơn 1/100. 
Tương tự như vậy, các bạn có thể kiểm tra 
lại rằng nếu ta biểu diễn số Ý2 bằng giản 
phân [1, 2, 2, 2, 2, 2, 2] = 239/169, thì sai 


số sẽ nhỏ hơn 1/10! ; do đó nếu đổi sang số 
thập phân thì vì 289/169 = 1,41420... nên 
ta có thể viết ý2 = 1,414 cả ba chữ số thập 
phân đều chính xác). 

Đối với số +, ta có z = [3, 7, 15, 1, 292, 
11,...] 


nên ở, = [3, 7] = 29/1, 


đ, = [3, 7, 15] = 133/106, 

ở, = {3, 7, 15, 1] = 3ö5/113, 

đ, = l3, 7, 15, 1, 292] = 108993/33102. 

Do đó, nếu lấy œ = 22/7 thì sai số nhỏ 
hơn ‡/(?.106) < 0,002 ; vì 22/7 = 3,1428... 
nên có thể viết z = 3,14 (cả hai chữ số thập 
phân đều chính xác). Nếu lấy z = 355/118 
thì sai số sẽ nhỏ hơn 1/(113.33102) < 
0,0000003, và vì 355/113 = 3,1415929... nên 
có thể viết z = 3,14159 (cả năm chữ số thập 
phân đều chính xác). 


PHÉP NGHỊCH ĐẢO 


Báo "Toán học và tuổi trẻ" số 16 ra tháng 
1 năm 1966 có đăng lời giải của để thi hình 
học sau đây trong kì thi kiểm tra học sinh 
giỏi toán lớp 8 để vào lớp toán dự bị của 
trường Đại học Tổng hợp Hà Nội : 

Cho một đường thẳng A và một điểm Ø 
cố định ở ngoài đường thẳng ấy. Ứng với mỗi 
điểm M chạy trên Á người ta vẽ một điểm 
X trên nửa đường thẳng OM sao cho 
OM.ON = 1. 

1) Chứng minh rằng quỹ tích của điểm W 
là một vòng tròn (C) đi qua O. 

2) Cho A là một điểm cố định trên đường 
thẳng A, Người ta vẽ một vòng tròn bất kì 
đi qua Ó và A, cắt tại vòng tròn (C) (quỹ 
tích của giao ở một điểm thứ hai P (khác Ø) 
và cắt đường thẳng A ở một điểm thứ hai Q 
(khác A). Chứng minh rằng PQ đi qua một 
điểm cố định trên vòng tròn (C). 

Các bạn học sinh lớp 8 đã được học về 
phép vị tự : cho Ở là một điểm cố định, # là 
một số không đổi, nếu M và N thẳng hàng 


PHẠM VĂN HOÀN 


với O và ÔN/OM = k thì N gọi là điểm biến 
đổi (hay ảnh) của M trong phép vị tự tâm 
O, tỈ số &. Các bạn cũng đã biết : 

"Qua một phép vị tự : 

1) Một đường thẳng đi qua tâm biến 
thành chính nó. 

2) Một đường thẳng không qua tâm biến 
thành một đường thẳng song song. 

3) Một đường tròn biến thành một đường 
tròn”. 

Ta hãy xét trường hợp ON.OM => k, sử 
dụng kết quả sẽ đạt được để giải bài toán 
trên và nêu lên một số bài toán khác. 

1. Định nghĩa. 

Cho Ó là một điểm cố định, & là một số 
không đổi. Nếu M và N thẳng hàng với O và 
ÔN.OM=k 
thì N gọi là điểm biến đổi (hay ảnh) của M 
trong nghịch đảo tâm O, phương tích È, kí 

hiệu /(0 ; %). 
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Ta thấy ngay rằng nếu N là ảnh của M 
trong phép nghịch đảo 1(Ơ ; È) thì M cũng 
là ảnh ? ? trong phép nghịch đảo đó. 

2. Ảnh của một đường thẳng 

Định lÍ 1. Qua một phép nghịch đảo, một 
đường thẳng đi qua tâm biến thành chính 
nó, định lí này là hiển nhiên. 

Định lí 2. Qua một phép nghịch đảo, một 
đường thẳng không đi qua tâm biến thành 
một đường tròn đi qua tâm nghịch đảo. 

Chúng mình. 

Từ tâm nghịch đảo Ó ta hạ ÓA vuông góc 
đường thẳng A đã cho. Gọi B là ảnh của 
M qua phép nghịch đào !{(O ; k) và M là 
một điểm của A (hình 1 :& > 0; hình 2: 
k< 0). 





Hình 1 








Hình 2 


Muốn cho điểm N của đường thẳng OM là ảnh 
của Äƒ trong phép nghịch đảo !(Ó ; &) điều 
kiện cẩn và đủ là : 

ỐN.ÔM =k=OB.OA 
tức là bốn điểm XN, M, B, A ở trên cùng một 
đường tròn, tức là ONB = MA = 1 vuông. 
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Vậy quỹ tích của N là đường tròn đường 
kính OB. 


3. Ảnh của một đường tròn 

Định lí 3. Qua một phép nghịch đảo, một 
đường tròn đi qua tâm biến thành một 
đường thẳng vuông góc với đường kính xuất 
phát từ tâm nghịch đảo. 





Hình 3 


Chúng mình. 

Giả sử Ó là tâm nghịch đảo, A là điểm 
của đường tròn đã cho đối xứng với Ở qua 
tâm của đường tròn, Ø là ảnh của A trong 
phép nghịch đảo 1(O ; %). 

Gọi M là một điểm bất kì của đường tròn. 
Muốn cho điểm N của đường thẳng OM là ảnh 
của M trong phép nghịch đảo !{O ; k) điều 
kiện cần và đủ là : ON.AM = k = OB.OA 
tức là bốn điểm W, M, A, B ở trên cùng một 
đường tròn, tức là: OBN = OMA = I 
vuông. Vậy quỹ tích của W là đường thẳng 
đi qua PB và vuông góc với đường kính OðA. 

Định lÍ 4. Qua một phép nghịch đào, một 
đường tròn không đi qua tâm biến thành 
một đường tròn. 

Chúng minh. 

Giả sử Ó là tâm nghịch đảo, M là một 
điểm bất kÌ của đường tròn (C), p = 
OM..ON là phương tích của điểm O đối với 
đường tròn (C) : ảnh của đường tròn (C) 
trong phép nghịch đảo /(O ; p) chính là 
đường tròn (C). 

Nếu M' là ảnh của M trong phép nghịch 
đảo I(O ; k) thì ta có : 

OM'.OM =k. 


Th suy ra ; 
OM/ON = kịp 














Hình 4 


tức là M' là ảnh của Ñ trong phép vị tự tâm 
O, tỈ số kịp. Đào lại, nếu M' là ảnh của NW 
trong phép vị tự tâm O, tỈ số k/p thì ta có : 


OM'/ON = kịp, 
do đơ OM”. OMION . OM = kịp, 
vậy OM'.OM = k, 


tức là M' là ảnh của ƒ trong phép nghịch 
đảo I(O ; k). Vậy ảnh của đường tròn (C) 
trong phép nghịch đảo ?(O ; #) là ảnh của 
đường tròn (C) trong phép vị tự tâm O, tỉ 
số &/p, tức là một đường tròn. 
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€) 





M A 
Hình 5 

Th hãy trở lại bài toán nêu từ đầu. 

1) Th có : ÔM.ON = 1 và O, M, N thẳng 
hàng. Vậy N là ảnh của M trong nhép nghịch 
đảo ï(O ; 1). Theo định lí 2 quỹ tích của ÿ 
là đường tròn (C) đi qua tâm nghịch đảo O. 

2) Gọi B, ! là giao điểm của đường thằng 
ÓA, O@ với đường tròn (C), S là giao điểm 
của đường thẳng ÓP với đường thẳng Á, Ƒ 
là giao điểm của đường thẳng P@ với đường 
tròn (C) (hình 6). 

Ta hãy xét phép nghịch đào ?/(O ; 1) biến 
đường thẳng A thành đường tròn (C) : 


8B là ảnh của A, 





Ã là ảnh của @, 
P là ảnh của ®. 











Hình 6 

Trong phép nghịch đảo đó, ảnh của đường 
tròn (D) đi qua tâm nghịch đảo Ó là đường 
thẳng BHS. 

Vì OB. ÔA = ÔR. Oộ = OP. ÔS = 1 nên 
tứ giác RQSP nội tiếp, từ đó ta suy ra 
P =Rvì vậy OF = OB. Ta thấy F là một 
điểm cố định, B8 là một điểm cố định. Muốn 
xác định điểm Ƒ' ta chỉ việc lấy giao điểm 
khác của đường tròn (C) với đường tròn 
tâm Ó. 


Tạ cũng thấy rằng BƑ // A vì =2 do 
=?P góc nội tiếp trong đường tròn (O) 
= R trong tứ giác nội tiếp PQSP, 
=4 trong tứ giác nội tiếp BAQH. 

Các bạn học sinh lớp 8 có thể vận dụng 
phép nghịch đảo để giải các bài toán sau đây 
(các bài toán này các bạn cũng có thể chỉ 
dùng các kiến thức được học ở lớp 8 để giải). 

Bài 1. Cho ba điểm A, B, C trên một 
đường thẳng. Qua A, 8 và một điểm E biến 
thiên của đường trung trực A của AB ta 
dựng một đường tròn. Đường thẳng CE cắt 
đường tròn đó ở M. Tìm quỹ tích của M khí 

E chạy trên A. 


Bài 2. Cho ba điểm cố định A, B, € trên 
một đường thẳng. Một đường tròn biến thiên 
tiếp xúc với đường thẳng ABC tại điểm C. 
Tiếp tuyến thứ hai xuất phát từ A chạm 
đường tròn tại điểm 7. Đường thẳng B7 cất 
đường tròn đó tại AM. TÌm quỹ tích của M. 

Bài 3. Cho một đường tròn (Ø) cố định, 
tâm Ó, một đường kính AB biến thiên của 
đường tròn đó, P là một điểm cố định của 


z› to›œ› 
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mặt phẳng. Gọi A, Ö' là giao điểm của các 
đường thẳng PA, PB với đường tròn (). 
Chứng mỉnh rằng : 


1) Đường thẳng 4'8' đi qua một điểm cố 
định. 
2) Đường tròn (PA') cũng đi qua một 
điểm cố định thứ hai. 
SỞ LƯỢC CÁCH GIẢI 
CÁC BÀI TOÁN DÃ NÊU 
Bài 1. 
a) Ta thấy điều kiện cẩn và đủ để 4 điểm 
A, B, M, E cùng nằm trên một đường tròn là : 
CM.CE = CA.CB 





Hình 7 


Vậy, quỹ tích của M là ảnh của A trong 
phép nghịch đảo ï(C, #) với k = CA.CB. 
Đơ là đường tròn đường kính CD, sao cho 
CD.CI = k (hình 7). 

b) Cơ thể chứng minh trực tiếp như sau. 
Nối FM, đường này cát AB ở D. Ta có : 
FME = l1 vuông, tức là DMC = 1 vuông 

CD.CI= CM.CE (vì tứ giác IDME nội 
tiếp). CH.CA = CM.CE (vì tứ giác ABME 
nội tiếp). Ta suy ra : CD ..CI = CH. CA, vậy 
D là một điểm cố định (có thể chứng minh 
rằng D là liên hiệp điều hòa của C đối với 
A, Bì. 

Như vậy, M nằm trên đường tròn đường 
kính CD, xác định bởi CD. CÍ = CB. CA. 

Đảo lại, trên đường tròn đớ, lấy một điểm 
M bất kì. Nối CM, đường này cất A ở E. 

Ta có : 

CD.C¡ï = CM.CE (vì tứ giác IDME nội 
tiếp) Vậy : CH.CA=CM.CE, điểu này 
chứng tỏ A, H, M, E cùng nằm trên một 
đường tròn. 

Ta suy ra quỹ tích của Äƒ là đường tròn 
đường kính CD, sao cho CD. C¡ = CB. CA 
(C, D là vị trí giới hạn của M khi E ra xa 
œ hoặc dần tới ï trên A). 
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Bài 2. 


a) Th thấy điều kiện cần và đủ để AT tiếp 
xúc với đường tròn (C) là : 


BM.BT = BŒ, AT = AC 





Hình 8 


Tn thấy quỹ tích của 7 là đường tròn (4) 
tâm A, bán kính AC và quỹ tích của M là 
ảnh của đường tròn (A) trong phép nghịch 
đào I(B.BC?. Đó là đường tròn đường kính 
CD, C' là một điểm trên đường thẳng ABC 
được xác định bởi : 82. BỂ = BŒ. (C' là 
điểm đối xứng của € đối với điểm A). 

b) Có thể chứng minh trực tiếp như sau. 
Nối ME, đường này cắt AB ở D. Ta có : 

~_—— 

CME = \ vuông, tức là CMD = 1 vuông. 

Œ=C (góc nhọn cố cạnh tương Ứng 
vuông góc : CE L CC; C7 + CE vì tam 
giác C”TC có trung tuyến ÁT bàng nửa cạnh 
C'C là tam giác vuông. 

C=M (góc nội tiếp trong đường tròn 
cùng chắn một cung 7E). 


Tn suy ra : C= M, tức là tứ giác 
C'TMD nội tiếp. 

Vậy : BD .BC = BM .BT 

Mặt khác, BM, 8T = BŒ 


Do đó : BD.BỞ =BC?, vậy D là một 
điểm cố định. Như vậy, M nằm trên đường 
tròn đường kính CD mà Ð được xác định bởi 
BD.BC = BC). 

Đảo lại, trên đường tròn đó lấy một 
điểm M bất kÌ, nối BM, rồi trên BM lấy điểm 
7 sao cho : 

BM.BT = BŒ 

Đi ngược lại phần chứng minh thuận, dễ 
dàng chứng minh được rằng C, M, 7 nằm 
trên đường tròn (C) tiếp xúc với ABC ở C 
và ÁT' tiếp xúc với (C). Ta suy ra quỹ tích 
của M là đường tròn đường kính CP xác 
định như trên (C, Ð là vị trí giới hạn của ÄM ). 





Bài 3. 

a) Ta xét đường tròn đi qua P và A, B, 
và gọi @Q là giao điểm của PO với đường tròn. 

Ta có : OP. OQ = OÄ.OB 





Hình 9 
tức là ÔP.OQ = - #? ( là bán kính của 
đường tròn Ø đã cho) : 
Như vậy đường tròn PAB đi qua một 
điểm cố định thứ hai là @Q (@ nằm trên OP 
và được xác định bởi OP.OQ = ~ R}). 


Th xét phép nghịch đảo ï(P ; #), È là phương 

tích của điểm P đối với đường tròn (0) : 
PA.PA = PB.PB = ¿ 

Trong phép nghịch đảo này, ảnh của 
đường tròn (PAB) là đường thẳng A'B' và 
ảnh của đường tròn (P4'B”) là đường thẳng 
AB. Vậy ta suy ra : 

- AB đi qua điểm cố định H là ảnh của 
Q trong phép nghịch đảo !(P ; &). 

- Đường tròn (PA) đi qua điểm cố định .} 
là ảnh của O trong phép nghịch đảo 7Œ ; *} 

b) Có thể chứng mính trực tiếp như sau, 

Th có : 

Â' =8 @ì tứ giác A''BA nội tiếp), 

_Ä = Ô (góc nội tiếp trong đường tròn PÁB 
cùng chắn cung P4). 

Vậy, À` = Ô, từ đó suy ra tứ giác A'HQA 
nội tiếp và : 

PH.PQ = PA.PA = z. 

Th cũng có : 

ñ'` = À (vì tứ giác A'B°BA nội tiếp). 

?= ? (gốc nội tiếp trong đường tròn 
PAB' cùng chắn cung PA'), 

Vậy :7= Â, từ đơ suy ra tứ giác A/OA 
nội tiếp và : 


PJ.PO = PA'.PA = k. 


MỞ RỘNG KHÁI NIỆM ĐƯỜNG TRÒN ƠLE 
VÀ ĐƯỜNG THẰNG ƠLE CHO ĐA GIÁC NỘI TIẾP 


Các bạn thân mến ! 


Khái niệm đường tròn le và đường 
thẳng Ole đã được xây dựng đối với tam giác. 
Dưới góc độ của vectơ, ở bài này tôi xin giới 
thiệu một cách mở rộng các khái niệm này 
đối với đa giác nội tiếp. Trước hết ta hãy 
nhìn lại trường hợp tam giác ở góc độ này. 

Đối với tam giác A:A2A+, các bạn dễ dàng 
chứng mình được ngay hai tính chất sau 
đây : 


LÊ THỐNG NHẤT 


Tính chất 1 : Điều kiện cần và đủ để M 
là trọng tâm của tam giác Ai4¿4; là : 
—> _> —> 
OM = (1/8)(OÁ, + OÂ, + OÄ,) @) 
với O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
Al.2A3. 
Tính chết 2 : Điều kiện cần và đủ để H 
là trực tâm 1 của tam giác A¡A;4a là : 

OlI = ÓÁ, + OÁ, + ÓÁ, @®) 
với Ó là tâm đường tròn ngoại tiếp của tam 
giác AA.Á¿, 
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Ngoài ra nếu gọi 7  H„ H, lần lượt là 
các tâm đối xứng của Ø qua AzÁ„ A;Á, 
A¡4; thì sẽ có tính chất : 

Tính chất 3 : Các đường tròn có tâm lần 
lượt là Ởf,, H1„ H,, và bán kính bằng án kính 
của đường tròn ngoại tiếp của tam giác 
K- nh sẽ cất nhau tại một điểm chung Hï 
chín h trực tâm của tam giác A¡A;,Á¿. 


(Các bạn hãy tự chứng mình ba tính chất trên) 
Bây giờ gọi 2 là điểm giữa của OH, thế thì : 
OE = (1/2)(OÂ, + OÁ; + ØÄ,) (3) 


Các bạn đã biết đường tròn tâm E bán 
kính bằng nửa bán kính của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác A,A„4¿ đi qua các trung 
điểm MỊ, M„, M, của các cạnh A + 4i4„ 
A¡4; : các trung điểm Cụ C, của các 
đoạn thẳng HA, HA. HA, ; các chân đường 
vuông gúc Bị, B„, B Eụ từ các đỉnh A4; 4a 
xuống các cạnh đổi diện. Đường trồn hày 
được gọi là đường tròn 9 điểm, hay còn gọi 
là đường tròn Ơie của tam giác A424. 

Ngoài ra, do (1), (2), (3) nên 4 điểm O, 
M, H, E là thẳng hàng và đường thẳng đi 
qua 4 điểm này gọi là đường thẳng le của 
tam giác Á¡A„Á¿, 

Bước đầu ta thử mở rộng các khái niệm 
trên cho một tứ giác nội tiếp. 

Giả sử ta có tứ giác nội tiếp A AzÁzA¿, 
đường tròn S có tâm Ó, bán kính # h đường 
tròn ngoại tiếp tứ giác này. 

Bàng một cách nhìn tương tự các đẳng 
thức (1), (2), (3), ta định nghĩa : 

Định nghĩa 1 : Trực tâm 7 của tứ giác 
4,A;4:A, nội tiếp trong đường tròn 8, tâm 
O, bán kỈnh R là điểm thỏa mãn : 

— _—> —> —> _— 
ÒH = OÁ, + OÂ, + OẢ, + ĐÀ, ) 
Định nghĩa 2 : Trọng tâm M của tứ giác 

AiA4;A4;4, nội tiếp trong đường tròn 9, tâm 
O, bán kỈnh # là điểm thỏa mãn : 

_— —_—> _~ _—> _ 

OM = (OAI + OA, + OA, + OA„) q) 

Định nghĩa này hoàn toàn phù hợp với 
khái niệm trọng tâm mà ta biết từ trước đến 
nay (các bạn tự chứng minh). 

Định nghĩa 3 : Nếu H là trực tâm của tứ 
giác A:A ¿ nội tiếp trong đường trong S, 
tâm Ø, bán kính ?# thì đường tròn với tâm 
È là trung điểm của ÓH, bán kính R/2 được 
gọi là đường tròn Ởle của tứ giác nội tiếp 
A AzAzA. Như vậy 4 điểm O, M, E, H sẽ 
nằm trên một đường thẳng, đường thẳng 
này gọi là đường thẳng Ởle của tứ giác nội 
tiếp A,A„Á¿A,. 
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Bây giờ ta hãy nghiên cứu một vài tính 
chất của các khái niệm vừa mở rộng đối với 
tứ giác nội tiếp Á:A„A;A„. 

Tính chất 3 : Gọi HỊ, H,, Hạ, H, lần lượt 
là trực tâm của các tam giác XE Nết 
A;Á„Á,, A,A,A„, Á,Á2Á; ; thế thì các đườn 
tròn tâm là H,, H., H,, H„ có cùng bán kính 
+ (bán kính đường tròn ngoại tiếp) sẽ cắt 
nhau tại một điểm Ởí chính là trực tâm của 
tứ giác. 

Chúng mình : Ta có : 

_> _—> 
HH, = |ð - OÑ,| = 
_— _> _—> _—> 
=| (OÁ, + OÄ, + ĐÃ, + OÃ ) — 
~ (ØÁ, + OA, + ÓA,) = |OA„| =R 

Tương tự ta có :HH) = HH, = HH, =R. 

Vậy 4 điểm H,, H, H,, H, nằm trên 
đường tròn tâm d bán kính #, ta có điều 
phải chứng minh. 

Tính chất 4 : Bốn đường tròn Ole của các 
tam giác Á;A;Á,, Á;A,Ai, Á,Á,A., Á.Á,Á, 
cắt nhau tạo một nà £. chính là tâm duễng 
tròn le của tứ giác nội tiếp A,A;A;4,, 

Chúng mình : Nếu gọi E„ là tâm đường 
tròn le của tam giác A,A;4, thì : 
E#E,= |OE - OB,| = 

_— —> _> _—> 
=|(1/2(OÀ, = OẢ, + OẢ, + ÔÂ„) x 
_—> —> _> _> 
x(1/2ÓA,+OA,+OA.)| = (1⁄2)| | OA„| = R2. 


Tương tự nếu gọi E), E,„ E;, là tâm 
đường tròn le của các tam giác A;AzÁ,, 
Az4„Á,, AA¡A¿, ta có : 

BE, = EE, = EE, = RỊ2. 

Như vậy các điểm E,, #,, E;, E„ nằm trên 
đường tròn Ole của tứ giác Á,A;4;A,, hay 
các đường tròn le của các tam giác A kì 
A , A,A.A,, A,A cất nhau tại điểm 
E° đui #-M tác .. tự chứng minh 
tính chất sau đây : 

Tính chất 5 : Gọi M¡, Mạ, Mạ, Mụ lần lượt 
là trọng tâm của các kết giác An, ˆ 
A ; A.4:A., A,A thì 4 đoạn thẳng 
TM: À1 ỦuẾ, 108, tế cấc nhau tại mất 
điểm M chỉnh là trọng tâm của tứ giác nội 
tiếp A¡A;Á4;4, và : A,M/MA, = 3 ( = 1, 2, 3, 
4) Không những thế, các bạn còn có thể chứng 
minh được ba tính chất rất thú vị nữa : 

Tỉnh chất 6 : Gọi M, là trung điểm đoạn 
AA, @ ø 7) tại M là giao điểm chung của 
các đường thẳng M,M,„ với (¡, j, k, 0) là một 
hoán vị của (1, 2, Š 4. 

Tính chốt 7 : Các đoạn thẳng Ai, 
A,H„ A,H„, A,H, cất nhau tại một điểm È 


là tâm đường tròn Ớie của tứ giác nội tiếp 
Ay4;AzÁ,, 

Tính chốt 8 : Sáu đường vuông góc hạ từ 
trung điểm của một cạnh (hay một đường 
chéo) tới cạnh đối diện (hay đường chéo còn 
lại) cũng cắt nhau tại tâm đường tròn Óle 
của tứ giác nội tiếp 4,4,A;4,. Như vậy các 
bạn sẽ hình dung ra cách mở rộng khái niệm 
đường tròn Óle và đường thẳng le cho một 
đa giác nội tiếp bất kỳ. Chúng ta định nghỉa 
bằng quy nạp : giả sử các khái niệm trên đã 
định nghĩa cho tất cả các đa giác nội tiếp có 
số cạnh nhỏ hơn ?øœ ; thế thì : 


Định nghia 1 : Trực tâm H của n giác. 


Ai424;... Á, nội tiếp trong đường tròn S là 
điểm chung của z đường tròn bằng đường 
tròn S và có tâm tại các trực tâm của {n — 
1) - giác tạo bởi (+ - 1) đỉnh của œ - giác 
Ai4;z4„... A,, Như vậy sẽ có ; 

OÏï = OÁ, + OẢ, +... + OẢ, 


với Ó là tâm của đường tròn ngoại tiếp nœ - 
giác AÁ„... Áu, 

Định nghĩa 9 : Trọng tâm M của n ~ giác 
Ai4¿... A, nội tiếp đường tròn S là giao điểm 
chung của đoạn thẳng nối mối đỉnh của nø 
giác với trọng tâm của (w ~ 1) - giá tạo bởi 
các đỉnh còn lại. Như vậy ta sẽ có M chia 
trong các đoạn thẳng này theo tỈ số (+ - 1) : 
1 kể từ đỉnh của œ - giác và : 

_—> —> _—> _ 

ĐI = (OÄ, + OÂ, + ... + OÄ,Jín. 


Trường hợp + = 2, trọng tâm Ä# của đoạn 
thẳng A,4; là trung điểm của đoạn thẳng đó. 
Định nghĩa 3* : Đường tròn Ole của n ~ 
giác A,A„Á„... A„ nội tiếp đường tròn Š là 
đường tròn đi qua tất cả các tâm của các 
đường tròn le của các (n ~ 1l) - giác tạo 
bởi (w — 1) đỉnh của œ ~ giác. Như thế tâm 
E của đường tròn này thỏa mãn : 
_> —- _—> _> 
O§ = ÓÁ, + OÃ, +... + OÁ )/9 


Trường hợp 7 = 2, đường tròn Ole của 
dây cung A,A„ của đường tròn S bán kính # 
là đường tròn bán kính R/2 có tâm tại trung 
điểm của dây cung A¡4;. Bốn điểm Ó, M, H, 
È nằm trên một đường thẳng gọi là đường 
thằng Ởle của n - giác AIA....A., 

Việc chứng minh tính tồn tại của các định 
nghĩa 1', 2, 3' là các bài toán dành cho các 
bạn tự giải. 

Ngoài ra, các bạn có thể thấy thêm các 
tính chất : 


Tính chất 6* : Tất cả các đoạn thẳng nối 
trọng tâm của š - giác tạo bởi k đỉnh của 
- giác với trọng tâm của (n - È) ~ giác tạo 
bởi (x — k) đỉnh còn lại đều đi qua trọng tâm 
M của n ¬ giác. 

Tính chất 7* : Các đoạn thẳng nối mỗi 
đỉnh của œ - giác với trực tâm của (Œ‹ ¬ 1) 
~ giác tạo bởi (w — 1) đỉnh còn lại sẽ cắt 
nhau tại tâm đường tròn Ole của n - giác, 
và bị tâm này chia thành 2 đoạn bằng nhau. 

Hơn nữa : Tất cả các đoạn thẳng nối trực 
tâm của & - giác tạo bởi & đỉnh của n - giác 
với trực tâm của (n — &) — giác tạo bởi (n — k) 
đỉnh còn lại cũng đều đi qua tâm đường tròn 
Ole của œ - giác và bị tâm này chia thành 
2 đoạn bằng nhau. (Ö đây ta hiểu trực tâm 
HH của _đoạn_ 4/4, là điểm thỏa mãn : 
(ØH, = OÄ, + OẢ). 


Tính chết 8* : n (n - 1)/2 đường vuông 
góc hạ từ tâm đường tròn le của (n - 2) ~ 
giác tạo bởi (n - 2) đỉnh của n -— giác tới 
đường thẳng nối 2 đỉnh còn lại cắt nhau tại 
một điểm chính là tâm đường tròn Óle của 
giác. 

Cuối cùng tôi xin gợi ra một hướng tổng 
quát hơn nữa khái niệm đường tròn Óle và 
đường thẳng le cho đa giác nội tiếp, các 
bạn hãy khai phá thêm. 

Giả sử cho đa giác nội tiếp ALAz4¿...A, ta 
định nghĩa đường tròn Ởle thứ b của đa giác 
là đường tròn tâm là điểm EŒ thỏa mãn : 


Tổ 
OE® = (Đ, + ĐÃ, +....+ OÃ )/ 


và bán kính bằng R/k : trong đó O là tâm 
đường tròn ngoại tiếp n-giác A4; ..Á„, còn 
ñ là bán kính của đường tròn ngoại tiếp này. 
Như vậy tâm của đường tròn Ole thứ l là 
trực tâm, tâm của đường tròn Ole thứ n là 
trọng tâm của „=giác, còn đường tròn Ole thứ 
2 chính là đường tròn le ta đã gọi từ trước. 
Các bạn hãy chứng minh các tính chất : 
Tính chất 9 ; Các tâm của các đường tròn 
Óle thứ œ của (n~1)-giác tạo bởi (n—1) đỉnh 
nào đó của một -giác nội tiếp sẽ cùng nằm 
trên đường tròn Óle thứ & của n-giác này. 
Tính chất 10 : Các đoạn thẳng nối tâm 
của đường tròn Óle thứ ¡ của š-giác tạo bởi 
k& đỉnh nào đó của một n-giác nội tiếp với 
tâm của đường tròn Ole thứ j của (—k) — 
giác tạo bởi (n—#) đỉnh còn lại sẽ đi qua tâm 
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E(*) của đường tròn Ole thứ (2?) của 
n-giác nội tiếp đó và bị E*)) chia theo tỈ số 
J :¿ kể từ tâm đường tròn le của k-giác. 
Tính chất 11 : Các đường vuông góc hạ 
từ tâm đường tròn le thứ ¿ của các 
(n-2)-giác tạo bởi (n~2) đỉnh nào đó của một 
n-giác nội tiếp xuống đoạn thẳng nối 2 đỉnh 


còn lại sẽ cắt nhau tại tâm EŒ) của đường 
tròn le thứ ¿ của ø-giác đó. 

Các bạn thấy ngay là tất cả các tâm 
đường tròn Ole nằm trên một đường thẳng 
và đường thẳng này gọi là đường thẳng Ole, 

Cuối cùng chúc các bạn cớ thêm nhiều 
phát hiện bổ Ích hơn nữa. 


BÍ MẬT CỦA NHỮNG SỐ HOÀN THIỆN 
VÀ THÂN MẬT 


BÍCH HẠNH 


1.T.§. Trong một vài số báo đã ra, Toán học và tuổi rẻ 4ã có dịp giới thiệu củng bạn 
đọc khái niệm số hoàn thiện và sơ lược lịch sử của nó. Để tiện theo dõi xin tóm 
tắt như sau : Số hoàn thiện là một số tự nhiên bằng tổng những ước số của nó 
(không kể bản thân số 4ó). Số hoàn thiện nhỏ nhất là Vì = 6 = 1+ 2 + 3, rỗi 
đến V¿ = 28 = 1+ 2+ 4+ 7+ 14. Cho đến nay người ta đã tìm được 24 số 
hoàn thiện. Tất cả những số đó đều có dạng vụ = 2?” (2P~ 1) trong đó p là một 


SỐ nguyên tố. 


Có lẽ chưa từng có một số nào lại có một 
lịch sử hấp dẫn như những số hoàn thiện và 
những số họ hàng gần gũi chúng - số £hân một. 

Có thể nói rằng lí thuyết số hoàn thiện 
đã được xây dựng từ rất lâu. Cách đây 
khoảng 23 thế ki, Óclit đã nhận xét rằng nếu 
2P - 1 là một số nguyên tố thì công thức 
2P-1 (2P - 1) cho ta một số hoàn thiện (Muốn 
2P - 1 nguyên tố thì bát buộc p phải nguyên 
tố, nhưng điều ngược lại không đúng). 

Cách chứng mình của Oclit như sau. Giả sử 
2P-1 là một số nguyên tố. Thế thì các ước số 
của 2P”! (2P-1) không kể bản thân số đơ là : 

1, 2, 4,..., 2P”1, 2P-1, 2(20-]), 

4(2P - 1),.., 2P-2 (2P-1) 

và tổng của chúng sẽ là 

(1+2+4+..+2PĐ)+(1+2+4+... 
+ 2P?) (2P - 1) = 

= (2P—1) +(2P~!~ 1) (2P—1) = 2P-1 (2P-1) 

Do đó 2P-!(2P-1) là một số hoàn thiện. 

Hai nghìn năm sau, Lêôna Ơle đã chứng 
mỉnh rằng mọi số hoàn thiện chẵn đều có 
dạng 2Pˆ!(2P-1), tức là công thức của Óclit 
thâu tớm được hết tất cả những số hoàn 
thiện chân. Nhưng cũng rất lạ là cho đến 
nay chưa ai tÌm thấy một số hoàn thiện lẻ, 
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và rất có thể là những số hoàn thiện lé 
không tồn tại chăng. Điều đó cho đến nay 
vẫn chưa ai giải đáp được. Do đó, sau đây, 
nói đến số hoàn thiện, ta sẽ hiểu là số hoàn 
thiện chỗn. 


Công thức kÌ diệu của Ởclit có liên hệ 
chặt chẽ đến cấp số nhân công bội 2 (1, 2, 
4, 8, 16,...). Ta hãy nhớ lại câu truyện cổ tích 
giữa hoàng tử Ba-tư và người phát minh ra 
cờ tướng. Thích chí về trò chơi lí thú này, 
hoàng tử cho người phát mình tùy ý chọn 
phần thưởng theo sở thích của mình. Người 
này bèn nêu lên một đề nghị rất đơn giản : 
đặt vào ô thứ nhất của bàn cờ l hạt thóc, 
vào ô thứ hai 2 hạt, vào ô thứ ba 4 hạt, v.v... 
số hạt cứ gấp đôi khi chuyển sang ô tiếp sau, 
mãi cho đến hết bàn cờ. Hoàng tử đồng ý 
nhưng khi tính ra thì thấy không đủ thóc để 
thưởng. (Tính đúng thì số thóc phải đặt vào ô 
thứ 64 của bàn cờ là 9223 372 086 854 775 
808 hạt và số thóc thưởng sẽ gấp đôi số đơ 
trừ đi 1. Số lượng thóc đó, nếu đem trải khắp 
trên mặt trái đất thì được một lớp dày 9mm !) 

Trên hỉnh 1 ghi số hạt thóc phải đặt ở 
mỗi ô của bàn cờ. Các số đó là những lũy 
thừa của 2. Ta khoanh tròn những số mà bớt 
đi một thì thành số nguyên tố. Những số 
nguyên tố như vậy có đạng 2P - 1 được gọi 
là số nguyên tố Mec-xen (*) (chú ý rằng p 
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Hình ï 
cũng phải là số nguyên tố). Đem số nguyên 
tố đó nhân với số hạt thóc đặt ở đúng ngay 
trước, ta sẽ được một số hoàn thiện, đúng như 
công thức của Ole 2PˆÌ(2P ~ 1). Trên bàn cờ có 
đánh đấu 9 ô, ứng với 9 số nguyên tố Mec-xen, 
tương ứng với 9 số hoàn thiện đầu tiên. 

Các số hoàn thiện có một số tính chất 
hay. Thí dụ như tất cả các số hoàn thiện đều 
là những "số tam giác". Điều đó có nghĩa là 
nếu lấy một số vòng tròn bằng nhau với số 
lượng bằng một số hoàn 
thiện nào đó thì bao giờ 
cũng có thể xếp chúng 
thành hình một tam giác 
đều (hình 2). Nói cách 
khác mọi số hoàn thiện 
đều viết được dưới dạng 
tổng những số tự nhiên 
đầu tiên đinh 2 
1+2+38+..+n 

Thật vậy, vì tổng trên bằng nín + 1)/2 
nên ta chỉ việc tÌm một số tự nhiên n sao 
cho nín + 1)/2 = 2P”!(2P-1), trong đó p là 
một số cho trước. Ta đễ đàng tìm thấy 

= 2P-1. 

Cũng có thể chứng mỉnh rằng mọi số 
hoàn thiện, trừ số 6 đều là tổng lập phương 
của những số lẻ liên tiếp, tức là bằng 

13+82+82+ 

Và đây, một tính chất nữa của các số 
hoàn thiện : Tổng các số đảo ngược của tất 
cả các ước số của một số hoàn thiện (kể cả 
1 và bản thân số đớ) luôn luôn bằng 2. Thí 
dụ với số 28 ta có 


17/1 + 1⁄2 + 1/4 + 1/7 + 1/14 + 1/28 = 


Cho đến ngày nay còn hai vấn đề lớn chưa 
có câu trả lời : 


— Liệu có tồn tại những số hoàn thiện lẻ 
không ? 

- Trong số những số hoàn thiện chẵn có 
số lớn nhất không ? 


Về vấn đề thứ nhất, cho đến nay người 
ta vẫn không chứng minh được khả năng tồn 
tại hay không của những số đớ. Vấn đề thứ 
hai phụ thuộc dẫy số nguyên tố Mecxen là 
hữu hạn hay vô hạn vÌ mỗi số nguyên tố của 
dẫy này cho ta một số hoàn thiện như Ớle 
đã chứng minh. Người ta đã để ý rằng nếu 
trong công thức của số nguyên tố Mecxen 
2P-1 đem thay lần lượt p bằng 4 số Mecxen 
đầu tiên (3, 7, 31, 127) thì ta lại thu được 
những số nguyên tố Mecxen mới. Điều đơ 
khiến cho nhiều nhà toán học nêu lên giả 
thuyết rằng quy luật đó đúng cho mọi số 
nguyên tố Mecxen và điều đó dẫn đến tính 
vô hạn của dây số Mecxen cũng như của 
tập hợp các số hoàn thiện. Trong suốt 70 
năm trời, nhiều nhà toán học nuôi hi vọng 
chứng minh giả thuyết đó. Song, năm 1953, 
máy tính điện tử đã làm họ thất vọng. Chỉ 
mới thử với số nguyên tố Mecxen thứ năm 
212 — 1 = 8191, máy tính đã phát biện rằng 
28121 ~ 1 không phải là số nguyên tố. Như vậy 
là cho đến nay vấn để dãy số Mecxen là vô 
hạn hay hữu hạn vẫn chưa có câu giải đáp. 

Kế lại lịch sử con người đi tìm các số 
hoàn thiện cũng có nhiều điếu lí thú. Nhà 
toán học Pi-te Bac-lâu khi phát hiện ra số 
hoàn thiện thứ chín, đã tuyên bố trong cuốn 
"gố luận" của ông xuất bản năm 1811 rằng 
đây là số hoàn thiện lớn nhất và thách thức 
loài người tìm được số hoàn thiện lớn hơn, 
điểu mà ông chấc chắn không thể xẩy ra 
được. Nhưng đến năm 1876, nhà toán học 
Pháp Et-va Lu-ca-xơ đã phát hiện được số 
hoàn thiện thứ mười hai 21252127~1), Thừa 
số thứ hai 2!127—1 là số nguyên tố mecxen lớn 
nhất được tính bằng khối óc của con người, 
không dùng máy tính. Sau đó, khi máy tính 
điện tử ra đời, dẫy các số hoàn thiện ngày 
càng được bổ sung những số mới. Số lớn 
nhất trong dẫy số hoàn thiện mà loài người 
đã biết là 212234(21237—1), Đây là số hoàn 
thiện thứ 24, do nhà toán học Ta-ke-man 
phát hiện hồi tháng 6 năm 1971. Số này nếu 
viết dưới dạng thập phân thì gồm 12008 chữ 


(*) Mec-xen là một nhà toán học Pháp ở thế kỷ XVI 


người đầu tiên nghiên cứu những số nguyên tổ dạng 2P- 1, 
267 


số. Nó được tính ra sau 40 phút trên một 
loại máy tính điện tử hiện đại. 

Bảng ở bên ghi những số hoàn thiện mà 
cho đến nay loài người đã biết. 

Người ta mở rộng khái niệm số hoàn 
thiện như sau. Ta hãy lấy một số tự nhiên 
ơ, ; cộng tất cả các ước số của nó (trừ ø ¡) ta 
được một số z; ; cộng tất cả các ước số. của 

ø„ (không kể a.) ta lại được một sỐ a; ; v.v. 
cứ làm thế nhiều bước và có thể có Tmột số 
a„ mà tổng các ước số của nó (trừ øn) lại 
bằng a;. Ta sẽ được một "vòng" số sắp thứ 
tự (ai, đ›,... ở) có tính chất sau đây : nếu 
xuất phát từ bất cứ số nào trong "vòng" số 
đó và thực hiện phép lấy tổng các ước số của 
nó như trên thÌ sau z bước ta sẽ trở về 
chính số đó. Với ø = 1, ta có số hoàn thiện. 
Nếu r = 2 thì cặp số thu được gọi là Số ¿hân 
một. Một cách vấn tát, hai số gọi là thân 
mật nhau nếu mỗi số trong hai số đó bằng 
tổng các ước của số còn lại. Cặp số thân mật. 
bé nhất là 220 và 284. Năm 1636, Phéc-ma 
tìm được cặp số thân mật thứ hai : 17296 
và 18416. Độc lập với Phéc-ma, Đề-các cũng 
đã tìm được cặp số thân mật thứ ba là 
9363584 và 9437056, Nhưng phải nơi rằng 
việc định nghĩa cặp số thân mật đã được một 
nhà toán học A-rập nêu lên từ thế kỉ thứ 
IX. Dến thế kỉ thứ XVII Ó-le cho công bố 
một danh sách gồm 64 cặp số thân mật (sau 
này phát hiện ra có 2 trường hợp sai), và 
đến năm 1830 Lơ-giäng-đrơ lại tìm được 
một cặp số thân mật nữa. Nhưng đáng ngạc 
nhiên nhất là việc phát hiện ra cặp số thân 
mật 1180, 1210 của một thiếu niên 16 tuổi 
người Ý tên là Pa-ga-ni-ni năm 1867. Dây 
là cặp số thân mật nhỏ ¿hứ hai mà không ai 
khám phá ra. Và mặc dầu Pa-ga-ni-ni đã 
có những thiếu xót trong phương pháp 
chứng minh, tên cậu vẫn mãi mãi được ghỉ 
vào lịch sử lý thuyết đó. 

Cho đến nay loài người đã phát hiện được 
hơn 600 cặp số thân mật, trong đó có nhiều 
cặp gồm những số kéo dài trên 30 chữ SỐ, 
Cặp cuối cùng được tìm ra năm 1964 bằng 
máy tính điện tử. 

Sau đây là những cặp số thân mật trong 
phạm ví 0-100000 

1) (220, 284) ;?7) 12285, 14598) ; 

2) (1184, 1210) ;8) (17296, 18416) ; 

3) (2620, 2924) ;9) (630200, 76084) ; 


4) (5020, 5564) ;10) (66928, 66992) ; 
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5) (6232, 6368) ;11) (67095, 71145) ; 
6) (10744, 10856) ;12) (69615, 87683) 


18) (79750, 88730). 


Hầu hết những cặp số thân mật đều ch 
một số ít là những cặp số lẻ. Chưa ai 
thấy một cặp số thân mật gốm một số cÌ 
và một số lẻ và cũng chưa ai chứng m 


được không tồn tại những cặp như vậy. Một 
vài nhà toán học đưa ra giả thiết là các số 
thân mật lẻ đều chia hết cho 3 và tổng hai 
số trong mọi cặp số thân mật chia hết cho 
9. Nhưng một khi chưa biết công thức tổng 
quát của những số thân mật thì chưa thể 
nói gì đến những việc chứng minh những 
điểu phỏng đoán trên, và tất nhiên cũng 
chưa biết được tập hợp các cặp số thân mật 
và hữu hạn hay vô hạn. 

Trở lại "vòng" số (ai, Œ,.. a,} nói trên, 
năm 1918 nhà toán học Pháp Pu-lê đã tìm 


được một "vòng" gồm ð số (12494, 14288, 
15472, 14536, 14264) và một "vòng" khác 
gồm 28 số (bắt đầu từ số 14316). Còn những 
"vàng" gồm ba số thÌ cho đến nay vẫn chưa 
tìm thấy, mặc dầu đã vận dụng rộng rãi khả 
năng của máy tính điện tử. Việc tìm kiếm 
đó sẽ vẫn tiếp tục chừng nào chưa tÌm được 
và chừng nào chưa có ai chứng minh được 
rằng một "vòng" như vậy không tồn tại. 
Viết theo tự liệu của tạp chí 
Liên xô "Cơ-uan-td" số 10/1973. 


VỀ GIẢI MỘT LỚP PHƯƠNG TRÌNH HÀM 


Giải phương trình hàm là xác định hàm 
số chưa biết trong phương trình. Chẳng 
hạn : Hãy xác định hàm số #4) thỏa mãn các 
phương trình hàm sau đây : 

2ƒ - zx) + 1987 = xfœz) 

f#@) + ƒ(1988/(1988 - z)) =z 

(Œ— 1Œ) + ƒ/() = 1/Œ& ~ 1) v.v... 

Trước khi trình bày một phương pháp giải 
cho một lớp phương trình hàm, chúng ta hãy 
làm quen với một vài khái niệm và phép 
toán cần thiết : 

Giả sử ffx) và g(x) là các hàm số sao cho 
miền xác định của hàm số g(+) chứa miền 
gìá trị của hàm số ƒ#fz). Ta gọi chập của các 
hàm ƒ và ø là hàm số, ký hiệu là g-ƒ, được 
cho bởi công thức 

(ø.®) = gứ@œ)) 

Thí dụ ; Hàm số ƒ(x) = sin (1987x + 1) 
là chập của các hàm số g(x) = 1987+z + 1 và 
híx) = sinx, tức là fx) = (hsg%). Chú ý 
rằng : nói chung, phép chập các hàm số 
không có tính chất giao hoán, tức là ƒ‹øg z# g»ƒ, 
nhưng có tính chất kết hợp, tức là với mọi 
hàm ƒ, g, h ta có 


Ứ.ø),h = f(8,h) 
Phép chập /sƒ được gọi là phép !áp (2 lần) 
đối với hàm ƒ và cho ta hờm /ặp (2 lần) 


f;œ) = ứ.0@) = f&)) 


PHAN ĐỨC THÀNH 


Mở rộng khái niệm đó ta định nghĩa được 

hàm lặp n lần đối với hàm ƒ ; 
f2) = Ứ,... J)œ) = fỨC... f@))) 
" " 
Thí dụ 1. Cho f(x) = xH[1 + xỶ. Khi ấy 
fœ) = f@)) = xÄT + #7 
Bằng quy nạp chứng minh được rằng 
f,&) =xNT+n 

Thí dụ 2. Cho ƒ@) = (xÝ3 — 1)/(« + Vã) 

Tính hàm lặp /1ss;(). 

Giải : Chú ý rằng chập của các hàm phân 


tuyến tính h@) = (ax + b)/(—bx+ø) và 
*k(Œ) = (cx + đ)/(—dx + c) đễ dàng tính được bởi 
__(œc ~ bd}w + (ad + be) 
HÀNG =2 luP2 Roystlloe =ibd] 
do đó các hệ số của chập b‹k tương ứng như 
luật nhân các số phức (a + ið}) và (a + ¡đ). 
Hàm đã cho 


ƒ@œ) = &Ý3 - 1)/œ + ý3) = 
= (V3 .x/2 — 1/2)/(x/2 + {3/2) 
tương ứng với số phức 
z = (3/2 - ¡J2 = cos(—z/6) + isin(—x/6) 
Do đó hàm số fiọag) tương ứng với số phức 
z!#88 = cos[1988( —z/6)] + isin[1988 —z/6)] 
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= -1/2+¡3/2 
tức là 
fiogsg@x)= (—x!2 + 5/2)/(—Ý3 x/2~ 1/2) = 
=(Œ-ã}œ. đã +1) 
Các thí dụ sau đây sẽ giới thiệu với bạn 


đọc phương pháp giải một lớp phương trình 
hàm. 


Thí dụ 3. TÌm hàm số ffz) sao cho : 
Zfœ) - 2( - x) = 1. 
Giả sử tồn tại bàm số ƒ{{) thỏa mãn 


phương trình trên. Thay z bởi 1 - x ta có 
phương trình 


~z/Q =x) ~ 2œ) =1 
Ta nhận được hệ phương trình hai ẩn ƒfz) 
và ƒ(1 - x). Giải ra ta được 


ƒ@) = &— 8)/@&? — x + 4) 

Nhận xét : Nếu ta đặt 8¡=*z,8;= li—x 
thì việc thay + bởi l - z làm cho mỗi hàm 
số trong [g;,g;] biến thành hàm số kia, 
tức là 

ối —*ð; Và 8; “>8; 

Dễ dàng nhận thấy rằng các hàm số Ø¡ 

và ø; có tính chất 
ã\.8; = 8);.5¡  Bạ 
82.8; = ổi ›8¡.8¡ =ố) 

Ta bảo tập hợp G ={ø,ø„} là đóng đôi 
uói phép chập. 

Ta nói rằng tập hợp các hàm số 
G={ø,} lập thành một nhóm đối với phép 
chập nếu : 

1. Với mọi ø, € G, đgị¡€ G, thì g,"g¡ € G. 

2. Hàm số ø, =x € G 

3. Với mỗi hàm ø, € G tồn tại hàm 

g1 G sao cho g,„6;Ì =g¡ bsg,= g, 

Trong thí dụ 3 : G = {ø„ ø;} lập thành 
một nhớm đối với phép chập. 

Thí dụ 4 : Tìm hàm ƒ(x) xác định với mọi 
x z + 1/3 và thỏa mãn 

f@) † f(Œ + Đ/( ~ 3x) =x 

Giải : Đặt øị¡ = +, ø; = ( + D/Œ — 3#), 
8:=6;,Š;> (Œ — 1)/(3x + 1). Khi ấy §3*6; 
ø, Vậy nhóm G gồm có 3 phần tử 
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G={øy =x,8; = (+ L/(1 — â), 
Øa = (ŒT— 1)/(8x + 1)} với x # +1/8. Với phép 
biến đổi ø, => ø; thì ø; —> 8y Ø -* Ø; từ 
phương trình hàm đã cho ta nhận được hệ 
f#U + f8) = 8t, 
f6; + f6y) = 8> 
fg) + f8gy = 8 
Từ đó rút ra 
f1) = (ø\ +ø;¬ ø;)/2 = 
= (9x + 6x2 — x + 2)/(18r2 — 2) 
với x # +L/. 
Thí dụ ð : Giải phương trình hàm 
xf@) + 2ƒ — U/œ + 1) = 1 
Giải : Đặt 
ổ8¡=1.8;= (x~— 1)/ + 1), & # —l1). 
ð; =8;„g;= ~ La 
8a~ 62.8: = 8:.g;„= (x + 1/1 — x), (xz 1) 
Khi đó nhóm G = Í{ấ, 8> ấy 8Ì. 
Từ phương trình hàm đã cho nhờ phép 
biến đổi đi —>ø; ta nhận được hệ 
gự@n) + 2f(;) =1 
gz⁄Œ;) + 2ƒ(;) = 1 
g8) + 2/0) =1 
g/@ bơ 2f(ø1) =1 
Giải ra ta được 
ƒ@) = (4x? — x + 1)/ðx( — 1) 
với x # -l,x # 0,x # l 
Thí dụ 6. Tìm hàm số ƒ(x) thỏa mãn 
ƒ@) + ƒ(19882/(1988 - z)) = x 
Giải : Đặt g, = z, 
ø; = 19882/(1988 - z) œ z 1988) 


198& — 1988 
TH TEE- 


đa = 8;,#; = Là 


Trong trường hợp đang xét nhớm G có ö 
phần tử GŒ = {ø¡, ø„ ø;}. Nhờ phép biến đổi 
ố, ~ø; từ phương trình hàm đã cho ta nhận 
được hệ : ,) + ƒ;) = øy 

fg; + Í8-) = 8; 
fgy +) =8) 
Giải ra ta có 
f#) = (ì tổạ~ ø;)/2 = 
= (2= 1988#x + 19883/2r(x — 1988) 


với x # 0Ö, x < 1988 

Bây giờ mời các bạn hãy thử giải hai bài 
toán sau : 

1, Giả sử ø z +1 là số thực, ø(z) là hàm 
số cho trước xác định với mọi x # 1. Tìm 


hàm số ƒff+z) xác định với mọi z œ 1 và thỏa 
tnãn 
fÍ& ~ 1)) = afŒ) + @Œœ) 
2. TÌm hàm số 7f+) nếu biết rằng với mọi 
x # 0 thỏa mãn 


Œ + 1ý) = 1 — /(1#) 


DÁY SỐ VÀ PHƯƠNG TRÌNH 


Cho y = ƒ{z) là hàm số liên tục của z. Ta 
xét phương trình dạng x = ƒf+) (l), và dãy 
số tạ} (2) xác định như sau : 

+; = 0 cho trước : x..ị = f%„) với n > 1. 

Rõ ràng là nếu dãy số {xzn} có giới hạn 
+* :limzx, =+"” thỉ do tính liên tục của ƒí%) 

n—x»e 
ta cũng có limƒfŒ,„) Nổi Từ cách xách 

>œ 
định của dãy số (2) ta suy ra +” = fz°). Như 
vậy, z* là một nghiệm của phương trình (1). 

Ngược lại nếu phương trỉnh (1) có 
nghiệm +* thì ta có thể xác định một dãy số 
(2), với x¡ = a, đủ gần x* để z” = limx„. Khi 

n—¬ 
đó x„,ø = 1, 2,... được gọi là các xấp xÌ của 
nghiệm x*. Phương pháp tÌm nghiệm x* của 
phương trỉnh (1) như vậy gọi là phương pháp 
xấp xi liên tiếp hay phương pháp lặp đơn. 

Vậy, ta có thể nêu một nhận xét quan 
trọng sau đây về mối quan hệ đặc biệt giữa 
phương trình (1) và dãy số (2). 

Nhận xét : Phương trình (1) có nghiệm 
khi và chỉ khi tồn tại ít nhất một dãy số (2) 
có giới hạn và giới hạn đó chính là một 
nghiệm của phương trình (1). 

Qua một số bài toán trình bày dưới đây 
các bạn sẽ thấy phương pháp vận dụng nhận 
xét trên để giải một số dạng bài toán hay 
gặp trong các kì thi học sinh giỏi mà đối với 
nhiều bạn là những dạng toán lạ và khó. 

Bài toán 1. Cho đếy số {z„} xác định 
như sau : 


=1;ã4„+¡ =x„ + L4 với n > 1. 


VŨ VĂN THỎA 


Có tồn tại hay không một hồng số C sao 
cho uới mọi n > 1 ta có xạ < Ö? 


Giải : Theo bài ra ta có 
Xa+ị =3, + 43 >x„ với n > 1. Do đó {x,} 


là đây số đơn diệu tăng và #n > 1 với mọi 
n. Giả sử tồn tại hằng số CŒ sao chozx„ < € 
Vn. Khi đó {z„} có giới hạn z° 


: limx„ = 3Ÿ. 
H>(@ 

Mặt khác hàm số ƒ() = x + l/xẲ với x > 1 
là một hàm số liên tục. Do đớ theo nhận xét 
trên thì x* là một nghiệm của phương trình 
x = fx). Nhưng phương trình x = ƒ{x) +x 
=x+ 1z ©l/x4 = 0: vô nghiệm. 

Mâu thuẫn nhận được chứng tỏ không tồn 
tại hằng số C thỏa mãn điều kiện của bài 
toán. 

Bài toán 2. Cho dãy số thực {x„} xác 
định theo quy luật #„ = 39 ì 


X„.¡= Về +zx„[x2 — l với n > 1. 


Hãy tìm một số thục nềm bên trới dãy con 
txụ +;..} uờ bên phải đây con {xị, x„ ...Ì 
của đây số {xạ} Ì. 

(Bài ra trong kì thi chọn đội tuyển đi thi 
Toán quốc tế năm 1985). 

Giải : Từ quy luật xác định của dãy số 
{xz„Ì ta suy ra ngay x„> Y3, Vn > 1. Yêu 
cầu của bài ra là phải tìm số thực œ sao cho 
%ay <đ < x_¡ với ® = 1, 2,... (3). 

Ta dự đoán số a cần tìm chính là giới hạn 
của dãy {z„}. Khi đó theo nhận xét trên, ø 
sẽ là nghiệm của phương trình 


x=VWB +x\d3J—1;vớix > V3 (4) 
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Vì vậy trước hết ta đi giải phương trình (4). 

Vì x > V3 nên 0 < 1z < 1. Gọi œ là góc 
thỏa mãn 0 < œ < z/2 và sỉin z = l/x. 

Khi đó (4) có dạng 1/sinz = V3 + l/cosz 
hay sinz - cosz + V3 sinz cosz =0 (B5) 
Giải (5) bằng cách đưa vào ẩn số phụ 

t = sinơ - cosz ta nhận được 

sinz = V3(Vỗ — 1)/6. Vậy với điều kiện 

+ > V3 phương trình (4) có nghiệm duy nhất 
z¿= Leinz = Vã(Vỗ -— U)/2. 

Xét hàm số ƒ(œ) = V5 + x/{x? — 1 với x > 
V3. Ta có ƒ()= -L(x7- 1} < 0 với 
x+>V5. Ta có ƒ@&) = —1/jxŸ~ 1) < 0 với 
x>Ýã 

Do đó hàm số y = ƒ(+) là hàm nghịch biến 
trên khoảng [(5, +e]. Lấy 
a =V3(ý5 + 1)/2 ta chứng minh ø thỏa mãn 
điều kiện (3) bằng phép quy nạp theo &. 

Với & = 1 ta có xị = 2,9 > 
VÄ3(jð + 1)/2 = ø. Do /fx) nghịch biến nên z„ 
£ tœÈ) < f#a) = a. Vậy z„ < a < xị ; tức là 
(*) đúng với k = 1. 

Giả sử (*) đúng với & = n, ta chứng minh 
đúng với k = nø + 1. Thật vậy, theo giả thiết 
quy nạp ta có x„<œ<z,,_¡ Khi đó 


Bà s4 =fŒy Ù < f(œ) = a. Từ đó ta có điều 
cẩn chứng mình là 


và 


Xyp+2<đ<#Z vị 


Vậy (*) đúng với mọi k ; tức là 

a =ã(V5 + 1/2 chính là số cần tìm. 

Bài toán 3 : Cho dây số {z„} xác định 
bởi 

vị = 85, v¡ =8 — 1. 

Chúng mình dây { x„} có giới hạn và tính 
giới hạn đó. 

Giải : Trước hết ta có nhận xét rằng với 
mọi ø > 2 thỉ -l < xạ < 9. Do đớ nếu 
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limx„ =z° thì z* phải là nghiệm Am của 


n—œ 


phương trình x =z2/2 — 1 (6). Giải phương 
trình (6) ta sẽ tính được z° = 1 — V8. 

Ta sẽ chứng minh z* = 1 —V3 là giới hạn 
của dãy {z„}. Th có : |x 


TT Hyun 
= |z2/2— 1— (°2/2— 1)| = |x„T— +°Ì lx„+ x*|/2 
Vì -1 < xạ < 0 nên |xạ + x*[ < 
|—1+1- VãỊ = vã. Vậy 
lz„¿+¡—z*l < Vã|x„ — z*|/2 với mọi ø > 2. 
Từ đớ |z„„¡ ~z*| < 
< (Vä3/2)'~ lịz; — x"| < (W3/2. 


Vì 0 < V3/2 < 1 nên lim(V3/2ÿ' = 0 và 


n¬œ 
do đó Hmớ,,, +) = 0 Vậy 
rt —= ® 
limz„ =#°" = 1 - V8. 
r + œ® 


Bằng các phương pháp tương tự các 
phương pháp đã trình bày ở trên các bạn có 
thể giải được các bài toán sau đây : 

1. Cho dãy số {>x„} xác định bởi : xị = ø 
>0; x,¿¡=3„(x2 + 3@)/(3x2 + ø) (a > 0) 
với ø = 1, 2,... Chứng minh dãy số {z„} có 
giới hạn và tìm giới hạn đó. 

2. Cho dãy số {z„} được xác định 
như sau : 

X1, = 8; #uy¡ = Con, VN > l1 

Chứng minh rằng với mọi giá trị của a 
dãy số {x„} đều có cùng một giới hạn. ö. Cho 
đãy số {xn) xác định bởi : 


#¡= 1; n¡= sinz,„ Vn >1. 
Chứng minh rằng limx,8/n = 1. 


HnH¬œ 
4. Xét dãy số {un} sau đây : ưl = l; 
tại =u„ — 2/1988 với n > 1. Tính giá trị 


của Hiogg với sai số không vượt quá 1%. 


BÀI TOÁN jJ. 


Vào năm 1960 nhà toán học Mỹ là J. 
Garfunkel đã thử làm một thí nghiệm thú vị 
sau đây : ông chọn một cách ngẫu nhiên B00 
tam giác và quyết định dùng máy tính điện 
tử kiểm tra thử xem từ 500 tam giác đó liệu 
có rút ra được một quy luật chung nào giữa 
các yếu tố của tam giác (cạnh, trung tuyến, 
phân giác, đường cao v.v..) hay không ? Kết 
quả là ông đã tÌm ra được một quy luật mà 
ông đã phát biểu thành bài toán sau đây. 

Bài toán : [J. Garfunkel] : Giả sử G, Ö, c 
là các cạnh của AABC. Và giả sử bạ mm, £. 
tương ứng là đường cao hạ xuống cạnh ø, 
trung tuyến ứng với cạnh ö và phân giác 
trong của góc Œ của tam giác ABC. Khi đó 
ta luôn có mối quan hệ sau đây : 

h„ + my, tứ < (3/2)/(ø+b+e) — (DU 

Vậy vấn để là ta cần phải xét xem giả 
thuyết của J. Garfunkel là đúng hay sai ? 
Gần chục năm sau, năm 1975 thì C.§, 
Gardner (Mỹ) đã chứng minh được rằng 
khẳng định của Garfunkel là đúng đán. Hơn 
thế nữa, đồng thời với Gardner thì Lo và 
Tỉng cũng đã thu được các kết quả tương tự 
sau đây : Trong tam giác bất kÌ ta uôn có : 


L2 < Ú,+ my +)/(a+b+e) «8/2 — qD) 
1⁄4 < (+, +2 )(a+b+c) «j8/2 (U) 
3/8 < (h„ +mị +m )/@ +b +e) €1 qV) 


và trong đó các hằng số 1/2, V3/2, 1/4, 3/8, 1 
là tốt nhất tức là không thể thay chúng bằng 
một hằng số nào khác. 


Dưới đây chúng tôi xin giới thiệu cách 
chứng mìỉnh bất đẳng thức ( của CS 
Gardner. Do khuôn khổ bài báo nên trong 
chứng minh có dùng nhiều kết quả trung 
gian bạn đọc có thể dễ dàng tự kiểm tra). 
Mong các bạn thông cảm. 

Bồ dề : Già sử a +b < 2e. Khi ấy ta có : 

mụ + mịụ + í.< (V5/2)(& + b + e) và đẳng 
thức xẩy ra khi và chỉ khi ø = b = e. 


18-TcTw 





GARFUNKEL 


HOÀNG ĐỨC TÂN 


Chứng minh : Dặt ø = u +*#,b =u-—x, 

= 2u trong đó |xÌ < 0 và 0 < w < 9p, 
Khi đơ : 

(1 2 = cb|t ~ cl{a + b)?] = 

= (6?—z2\(1 ~ U2Ju2) € 2 ~ ụ2 
và đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = Q 
(tức œ = b}. 


Th có : 2m, = 2(b2 + c2 — a7 = 
= Ý(3w7 — +)? + 8uŸ~— 8ư2 = /(x) và dễ 


thấy : 2m, = fí~x). Vì rằng ƒ%) < 0 nên ƒ) 
là hàm lồi. Ấp dụng bất đẳng thức hàm lồi 
ta được : 


(2) mà + my = (1/2)[ƒfœ) + 


+f(T-#)] < f0) = {u2 + 8u 
Để chứng minh bổ đề ta phải chứng minh 
rằng : 


(8) {u2 + 8u + Vu? — u2 < Võ (& + 0), và 
đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi w = 2ø. 
Đặt u/u = y và bình phương 2 vế (3), thì 


(3) =2 {02+ 8)@7—1 <6y+y2 - 4. 

Vì 1 < y < 2 nên bất đẳng thức sau cùng 
lại tương đương với : 

42 + 8) — 1) < @2 + 6y ~ 4)? Hay là : 
(2 - y)' (2 +y) > 0. Điều này là hiển nhiên 
(do 1 < y < 2). Bổ đề được chứng minh. 

Dễ dàng kiếm tra được rằng 
h,„ <i¿<m„ nên từ bổ để ta suy ra được 
rằng : 

(4) h. + my +ứ < (J3/2J(ø + b + e) nếu 
ø +b < 2c hoặc b + c «< 9a, 

Để chứng minh rằng () là đúng đán 
trong trường hợp tổng quát thì ta chỉ còn 
phải chứng mỉnh rằng (4) cũng đúng trong 
trường hợp a +b > 2c và 6 +e > 2ø là xong. 
Cộng vế với vế 2 bất đẳng thức đó lại ta 
nhận được : 
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a+c< 2ò. Từ đó suy ra : 

4a + 9c < 2(b+ e) + (œ +b) = ø + 3ö + 2c 

2a + Áe < (b + e) + 2(a + b) = 2a + 8b +c 
và ta thu được ø < b và c < ö. Sử dụng kết 
quả đó ta lại suy ra :b < 2ø + 2c -b < 
2a + (ø+b) +b = 3a và tương tự là b < 3e. 

Bây giờ ta sẽ chứng mình rằng : 

(5) hạ — hạ, < mụ„ — mụ 


{Vì rằng, từ (5) và bổ đề trên ta nhận 
được :h, + mịụ +í, < mà + hị Tức <sm + 
+í +, < (|3/2)(ø + b + c) và đó chính là 
điều mà ta cẩn phải chứng mình. Do vậy bài 
toán được giải quyết] 

Không giảm tổng quát ta có thể giả thiết 
b= 1. Khi đó ta sẽ có 1/3 « ø < 1; l3 < 
e<s1;2z<l+c;2e< l+ø;a+c> 1. 
Nếu ta gọi S là điện tích của tam giác thì : 

1682 =(1+ø+c)(1+ø-c)(e+1-#) 
(e ~1+ø) = 2(1 +ø?) (e2 - e' (1 - ø2)? và 
biểu thức vế phải là 1 hàm tăng ngặt đối với 
biến e được xác định trong đoạn 1/3 < £ < 
1. Bởi vậy nếu ta thay e bởi (1 + a)/2 vào 
hàm đó ta sẽ có : 16S? < 3/16 x (3 ~ ø)(3ø 
~ 1) (1 +ø)2. Do đó : 

(6) ñ„T— h„ = 2§(1 — a)/œ < 


< (3/8(( — ø?/ø) Ẳ( — a)(3ø — ]). 


Vì rằng 2m, = (2 + 2c? — c2, 
Trụ = (2a2 + 2c2 — 1)!2 và ta cố : 


ÝŠ - Ý£ >(S_— ĐÑ2(S+09 Vì S > o9. 
Chơ nên ta nhận được : 


mụ— mụ > (3/2)(1~ a2y/[2(a2+ 4e?+ 1112. 


Thay c bởi (1 + ø)/2 vào vế phải của bất 
đẳng thức trên ta nhận được (do 2e < 1 + #) 
(?) m„~ mụ > 3/4<(1— a3/(1+ a+ a2)! 

Nhận xét rằng với mọi ø ta có : 

(1 - a)28ø2 - ø + 3) > 0 (*) và ta dễ 
kiểm tra được rằng bất đẳng thức (*) là 
tương đương với bất đẳng thức sau : 

(8) 2V8.a> [(1+ a+a2)(3 - a)(8a - 112. 
Và rõ ràng từ các bất đẳng thức (6), (7) và 
(8) ta suy ra được bất đẳng thức (5ð). 

Vậy ta đã hoàn thành việc chứng minh 
(5) đối với a +b > 2e và b +c > 2a (và do 
vậy cũng cả với (4) nữa). Do đó điều khẳng 
định của J. Garfunket là đúng đấn (đẳng 
thức xảy ra khi và chỉ khi ø = b = ©). 

Vậy là lại thêm một điều "bí mật" đối với 
tam giác được khám phá. Ngoài các bất đẳng 
thức (D, (TP, ID và (IV) ra liệu còn có bất 
đẳng thức nào nữa không, các bạn hãy thử 
tìm xem. Chúc các bạn thành công ! 


HAI CHỮ SỐ CUỐI CÙNG CỦA SỐ CHÍNH PHƯƠNG 


Một số chính phương chỉ cớ thể tận cùng 
là 0, 1, 4, 5, 6, 9. Hay nói cách khác các số 
tận cùng là 2, 3, 7, 8 không phải là số chính 
phương. Một câu hỏi rất tự nhiên nảy ra là : 
bai chữ sổ cuối cùng của số chính phương có 
thể là những số nào ? 

Giả sử A là số chính phương, tức là có 
thể biểu diễn A dưới dạng 


A =(10 +} 
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PHƯƠNG THẢO 


Ở đây ø, b là các số nguyên không âm và 
b< 9. Vì A = 20a(Bœ + b) + b, mà số 
20a(5ø + ð) có hàng đơn vị là Ô còn hàng 
chục là số chẵn nên tính chẵn lẻ của hai chữ 
số tận cùng của Á trùng với tính chãn lẻ của 
hai chữ số của số 62. Điểm lại tất cả các giá 
trị có thể có được của ð2 : 00, 01, 04, 09, 
16, 25, 36, 49, 64, 81 ta rút ra một số kết 
luận sau đây : 


Tính chết 1 : Nếu hàng đơn vị của một 
số chính phương là 6 thì chữ số hàng chục 
phải là số lẻ, 

Tính chất 2 : Nếu hàng đơn vị của một 
số chính phương khác 6 thì chữ số hàng chục 
phải là số chẵn. 

Tính chết 3 : Không có số chính phương 
nào có tận cùng là hai số lẻ. 

Tỉnh chất 4: Nếu hai chữ số cuối cùng 
của một số chính phương cùng chẵn, thì 
chữ số hàng đơn vị của số đó chỉ cớ thể là 
0 hoặc 4, 

Sử dụng các tính chất trên ta cớ thể giải 
một cách dễ dàng hàng loạt các bài toán liên 
quan tới số chính phương. Xin nêu một vài 
ví đụ điển hình. 

Bài toán I : Chứng minh rằng không 
tổn tại số chính phương lớn hơn 10 mà tất 
cả các chữ số của nó đều ầu giống nhau. 

Giải: Giả sử n=aœ..aa là số chính 
phương. VÌ z không thể là số lẻ (theo tính 
chất 3) nên theo tính chất 4 ta rút ra a = 4. 
Mật khác số 11....11 không chính phương (theo 
tính chất 3) nên số n = 44... 44 = 4. 11...11 
cũng không thể chính phương được. 

Bài toán 2 : Giả sử A = 19°. Hãy điền 
vào đằng trước số Á một số chữ số để số 
nhận được là số chính phương. 

Giải : Dễ dàng kiểm tra được tận cùng 
của 4 là hai số lẻ, nên theo tính chất 3 không 
thể tồn tại cách điền sao cho số nhận được 
là số chính phương. 

Bài toán 3 : Cho năm số chính phương 
có hàng chục đôi một khác nhau và hàng 
đơn vị là 6. Chứng minh rằng tổng tất cả 
các chữ số hàng chục của năm số trên cũng 
là số chính phương. 

Giải : Theo tính chất 1 ta rút ra các chữ 
số hàng chục của năm số chính phương nói 
trên phải là 1, 3, 5, 7, 9. Rõ ràng 1+3 +5 
+7+9 = 2ð là số chính phương. 

Bài toán 4 : 4 : Tìm số chính phương cớ bốn 
chữ sổ dạng abbb. 


Giỏi : Theo tính chất 3 thì ö không thể 
là số lẻ. Dễ thấy » z 0 nêu theo tính chất 4 


rút ra ở = 4. Kiểm tra các giá trị của ơ ta 
thấy : 
+)ø = 1 ta được số 1444 = 382 


‡) Với ø là số chẵn (Tức là ø = 2, 4, 6, 8) 
số 444 không chính phương vì số 


a444 = 4 (500.5 + 111) mà số 


500.5 + 111 cố đạng 4# + 3 không phải 


dạng của số chính phương. 

+) 3444 và 9444 không chính phương do 
chúng chia hết cho 3 mà không chia hết 
cho 9. 

+) Kiểm tra trực tiếp hai số còn lại 5444 
và 7444 ta cũng nhận thấy chúng không 
chính phương. 

Vậy bài toán có nghiệm duy nhất là 1444, 

Bài toán õ : Hay tìm một số chính 
phương có tận cùng bằng bốn chữ số giống 
nhau khác không. 

Giải : Giả sử tồn tại một số chính phương 
như vậy : 

A=a...bcccc với c # 0. Từ tính chất 3 và 
tính chất 4 ta rút ngay ra e = 5. Khi đó số 
A có thể viết đưới dạng : 


A =4. . 10! + 4444 = 
=4, = .b.. 9500 + 1111) 
= 4(4m + 3) 


Do số 4m + 3 không phải dạng của số 
chính phương nên A4 không thể chính 
phương. Nói cách khác không tồn tại số 
chính phương nào có tận cùng là bốn chữ số 
giống nhau, khác không. 

Bài toán 6 : Ts viết các số tự nhiên từ 
1 đến 100 liên tiếp nhau và thu được số 
1234567891011...9899100. Hỏi số trên có 
phải là số chính phương hay không ? 

Giải : Số trên không phải là số chính 
phương vì sau khí bỏ hai chữ số không cuối 
cùng đi ta nhận được số meli không chính 
phương (theo tính chất 3). 

Để kết thúc bài báo này đề nghị các bạn 
tự giải bài toán sau đây : 

Bài toán 7 : Hãy tìm dạng tổng quát của 
các số chính phương cớ tận cùng là ba chữ 
số giống nhau khác không. 
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Chương I¡ - BẠN ĐỌC TÌM TÒI 


TÔI ĐÃ HỌC ĐỊNH LÍ PITAGO NHƯ THẾ NÀO 


Các bạn đều đã quen biết định lí Pitago. 
Không biết khi học định lí đó thì bạn có lấy 
gì làm hứng thú không ? Riêng tôi thì định 
lí đó đã để lại cho tôi những ấn tượng sâu 
sắc và lí thú, vỉ nó luôn luôn gợi cho tôi 
những suy nghỉ và tìm tòi, nó làm cho tôi 
học toán luôn luôn thấy say sưa và thú vị, 
Tôi muốn nêu ra đây quá trình tôi học tập 
định lí Pitago như thế nào và nhân đó rút 
ra vài kết luận muốn trao đổi cùng các bạn. 





Hình ï 


Hình 2 

Chúng ta đều biết, ở lớp 7 đã chứng minh 
định lí Pitago bằng cách chấp hình : lấy 4 
tam giác vuông bằng nhau rồi chấp thành 
hình 1 ta sẽ chứng mìỉnh được hệ thức 


a2 = ð2 + c2. Thật vậy, căn cứ hình (1) ta có : 
b. 
(b+c2= 4~z” + a2 œ) 


Do đó g2 = ð2 + c2 

Khi học cách chứng minh này ở nhà, tôi 
đã "bất chước" cách chấp hình trên, sắp xếp 
lại các tam giác vuông... và bỗng tôi rất vui 
mừng khi tìm ra một cách chứng minh mới 
nữa nhờ cách chắp được vẽ ở hình (2) : 


'Thật vậy bằng cách cộng diện tích tôi có : 
b. 
a2= 4. + (6~ cŸ? ( 


Do đó : ø2= b2+ c2 (hình vuông trắng có 
cạnh là ở - c}). 
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NGUYÊN VĂN KHÁNH 
(Hà Giang) 


Hai cách chứng minh trên gợi cho tôi một 
ý niệm khá sâu sắc hình ảnh của 
a2, b2, c2,.... là diện tích các hình vuông cạnh 
a, b, c.... còn các tích ð.c, x.y gợi cho tôi nghĩ 
đến diện tích của hình chữ nhật hay là tam 
giác. Chính vì thế, khi biết các hệ thức : 


b2=ab' và c2 = ac` (hình 3) thì tôi thấy 
ngay rằng diện tích hình vuông cạnh b bằng 
diện tích hình chữ nhật CHKA và diện tích 
hình vuông cạnh c bằng điện tích hình chữ 
nhật BWKM mà Su † Ốc = 8” (3) 





Hình 3 
Nên tôi lại có a2 = b2 + c2 


Về sau tôi có suy nghĩ nhiều về ba cách 
chứng minh trên và cũng khá vất vả tôi mới 
nhận được rằng thực chất của ba kiểu chứng 
mỉnh trên là ở chỗ đã biết dùng biểu thức 
cần tìm (ø? = ð2 + e?) biến đổi đi để được các 
biểu thức tương đương (1), (2) và (3) những 
biểu thức này chứng minh được một cách dễ 
dàng, bằng cách tìm ý nghĩa hình học của nó. 

Thế là tôi bát đầu thực hiện điều suy nghỉ 
đơ. Tôi đã cớ các kiểu biến đổi sau đây, mà 


tôi cho rằng không khớ khăn lắm các bạn 
cũng nghỉ ra được : 


1) a2 =ð2 + c2 = a2 — b2= 


= c2 —> (ad + ð)(a — b) = œ2 (4) 


và 
œ+5 e€ 
c T“a-=b @®) 
Hệ thức (4) gợi cho tôi nhớ đến hệ thức 
lượng trong vòng tròn và (ð) gợi cho tôi nghĩ 
đến những tam giác đồng dạng. Thế là tôi 
nghỉ đến cách dựng các đoạn œ+b và 
a — b trên cạnh huyền của tam giác ABC, và 
hi vọng sẽ tìm ra những tam giác đồng dạng 
nào đấy. Tôi đã dựng được hình (4). Qua 
hình vẽ ta có : 














Hình 4 


1 
A ADE vuông ở A vì AC = SDE =b ; 


—— —— ——  —- —— 
ĐAB= 90'—- CAD= 90— ADC-= AEB, DAB 
chung cho hai tam giác ABD và ABE, do đó 
hai tam giác này đồng dạng với nhau và có : 








cảng ag+ồ _ e 
AB” DpB *%"°“s-p 
Do đó a2=b2+ c2 


Nếu ta chú ý rằng AB là tiếp tuyến của 
vòng tròn ngoại tiếp tam giác ADE thì cũng 
thấy ngay rằng AB2 ~ BD. BE 
hay c2 = (ø + ð)(œ — b). Do đó a2 = b2 + c2. 

2) a 2=b2+c2 —> g?=(b+c)2T 2be — 
(b + e)2 — a2 = 3bc 


(b +c+ a)(b +c— a) = 2bc. 
Gọi p là nửa chu vi ta có ; 
b. 
2p. 2(p ~ a) = Đbc ;p ( — a) = “3” (6) 


Hệ thúc (6) gợi tôi nhớ đến công thức tính 
b. 
diện tích của tam giác S=p.r= Và 
quả thật, đối với tam giác vuông thì đẳng 
thức (6) là đúng vì 


A 9 
r=(p—a)ig- =(p—8).lg~— 


r=p-c.Dodó : 


ð.c 
3=p.r=p~—4)=~=— 


Thế là tôi lại cớ một cách chứng mỉnh 
mới của định lí Pitago. 

3) a2 = 62 + e2 ; a2 = (b — c)2 + 2be 

d?— (b— ©)?= (g— b+ e)(œ+ b— c)= Đbc 





(@~ð\p~e)=S. Šo sánh với (6) ta 
được p(p — a) = (Ð — b)(p — e) 
P__p-c 
P=b “ha Œ?n 


Hệ thức (7) gợi cho tôi nghĩ đến những tam 
giác đồng dạng có các cạnh là p và p - ø, 
p~b vàp- e. Song các hiệu p - ø, p - b, 
b-c gợi tôi nghỉ đến các bán kính vòng tròn 
nội tiếp và bàng tiếp. TÐi đã vẽ ra hình (5) 
và thấy rằng các tam giác OHB và BKO, 


đồng dạng với nhau, do đớ 


GIẾ _ BK 
HB_ OH 
Nhưng 
AH=p-~a,HB=pT—b, AK=O,Ñ =p 
A H 8 K 











PN 






A 


Ñwwt 
 g ì 








lỗ 
Hình 5 
Do đó 
di sa ao C, 
B-ĐU prữ 
Biến đổi ngược lại tôi lại có 
g2 = b2 + c2 


Trên đây là vài điều suy nghỉ được của 
tôi về định lí Pitago, trong quá trình học tập 
nó. Những điều này có thể người ta đã biết 
lâu rồi, nhưng đó là điều không quan trọng. 
Cái quan trọng là ở chỗ, qua việc học tập 
nó, tôi rút ra được mấy điều : 

- Tôi đã học định lí Pitago không phải 
chỉ qua 1, 2 giờ giảng của thầy trên lớp, l 
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vài bài tập áp dụng nó, mà tôi học tập nó 
một cách thường xuyên : tìm ý nghĩa của nó, 
tìm các cách chứng minh, tìm các cách biểu 
hiện khác nhau của nó, luôn luôn suy nghĩ 
về định lí đó, suy nghỉ từ ngày này qua ngày 
khác, năm này qua năm khác. 

~ Mỗi khi học được một cái gì mới tôi luôn 
luôn có ý thức “dùng cái mới để soi sáng 


thêm cái cũ". Chính vì công việc có Ít nhiều 
cái vẻ "khảo cổ này" tôi đã thu được nhiều 
điều bổ Ích : hiểu chác cái mới, hiểu sâu cái 
cũ và do đó làm cho tôi ngày càng ham thích 
học toán. 

Đó là những kết luận tôi muốn trao đổi 
cùng các bạn. 


CÁC ĐƯỜNG n TUYẾN CỦA MỘT TAM GIÁC 


Trong chương trình toán phổ thông có 
nhiều kiến thức mới học qua tưởng như đơn 
giản. Nhưng nếu ta biết cách học, biết cách 
xem xét vấn đề dưới nhiều khía cạnh, biết 
mở rộng kiến thức thì ta sẽ thu được nhiều 
kiến thức tới, gây cho ta nhiều hứng thú 
trong học tập và giúp ta hiểu sâu sắc kiến 
thức cũ. Sau đây tôi xin giới thiệu với các 
bạn một vấn để nhỏ ; các đường n tuyến của 
một tam giác. 

Trên các cạnh 8C, CA, AB của tam giác 
ABC ta lấy những điểm D, E, K sao cho : 


1 
mĩ “mg n là một số đại số) 


Những đường AD, BE, CK được gọi là các 
đường r6 tuyến của tam giác ABC. 








Như vậy ta đã mở rộng khái niệm các 
đường trung tuyến. Các đường trung tuyến 
AM, BN, CP là trường hợp đạc biệt của các 
đường nø tuyến khi ø = 2. Ta hãy tìm hiểu 
những tính chất của các đường ø tuyến. 

Th đã biết các đường trung tuyến của một 
tam giác đồng quy tại một điểm. Đóớ là trọng 
tâm G của tam giác. 
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Bằng trực giác ta cũng thấy ngay các 
đường n tuyến không đồng quy (với n z 2) 
các bạn có thể chứng minh dễ đàng được 
điều đó. Chúng cất nhau tại các điểm A' B' 
C'. Coi G là giao điểm của ba đường trung 
tuyến, /œ có thể coi G là một trường hợp dạặc 
biệt của tam giác A' B` C' khL n = 2. 

2) Điều ta suy nghỉ tiếp là như vậy thì 
giữa G và các điểm A, ', C° có một tính 
chất giống nhau nào đó. 


Ta đã biết G chia ba mỗi đường trung 
tuyến kể từ cạnh tương ứng. Vậy liệu các 
giao điểm A', B', C' của ba đường z tuyến 
có cùng chia mỗi đường z tuyến theo cùng 
một tỈ số không ? 


Trước hết ta hãy xem A' chia + tuyến KC 
theo tỈ số nào. 

Ấp dụng định lí Menêlaút (*) vào tam giác 
BKC, ứng với cát tuyến AA'D, ta được : 


(*) Định H!í 
Mênelaur phát 
biếu như sau +: 
"Nếu một đường 
thẳng bất kì, không 
đi qua đính của 
tam giác 4BC và 
cẳt các cạnh của 
tam giác tại các 
điểm tương ng L, 
M, N thì ta có 
đằng thức : 





Bạn đọc có thể chứng mình dề dàng định lí này bằng 
cách kẻ 4Q !J BC rồi áp dụng định lí Talét. 





BỊ 





——-.-==.==_BÌ 
A'KE AB DC 

Nhưng on : 
AB "` DC l-n 
BD _ 1 ; 

vì Ca vấn <wim) 
BC " A'. 


Ta biến đổi như sau : 
AE AC AK-AC  CR 
1 n~øm) lTn(=n) n2—mø+] 
Từ đó ta có : 
AK_ 1 
KC. n2~n+1 
Vậy A' chia n tuyến KC, kể từ cạnh tương 
5 ' 1 
ứng, theo tỉ số là - 
n2 — 
tương tự ta cũng có kết quả như vậy đối với 
các điểm B”, C', 
Tbm lại A', B}, C° chỉịa mỗi đường n tuyến 
kế từ cạnh tương ứng theo cùng một tỉ số là 
1 


n—n +1 





. Chứng minh 
+1 


¬.". 1 1 

Chú ý là với n = 2 thì ..a. 3 ta 
có trường hợp của các đường trung tuyến. 

3) Bây giờ ta chú ý đến tam giác DEK là 
tam giác có đỉnh là chân của các đường n 
tuyến. Khi ø = 2 tam giác DEK có vị trí đặc 
biệt là tam giác MANP. Ta đã biết tam giác 
MNP và tam giác ABC có cùng trọng tâm 
G. Bởi vậy ta dự đoán là tam giác DEK và 
tam giác ABC cũng có trọng tâm trùng 
nhau. 

Ta hãy chứng minh G là trọng tâm tam 
giác 2EK, 








lim M l3 
—> _— 


Th phải chứng minh GÐỒ + GÈ + GỀ = 0. 


1 —> _—> _— l1 —> 
Th có GD=GB+BD=GB+ BC 


1 


Tương tự GỀ = GỀ + - CẢ 
GK = GÀ + + AŠ 





=. . an... 
Vậy GD+ GE+ GK= (GA+ GB+ GỠ + 


l1 — —> —> 
„48 + BC + CÀ) 








8 0 ? 
VÌ G là trọng tâm tam giác ABC nên 
_—> _—> —*® —_ _—> _—> 
GA+ GB+ GC= 0, và AB + BC + CA =0 
Do đó : GÖ + GỀ + đẰ =0 


Điều này chứng tỏ G cũng là trọng tâm 
của tam giác DEK (đpcm). 

Kết quả trên đây không phụ thuộc vào số 
z, nên ta đi đến điều lí thú sau : Có uô số 
tam gióc có dinh nồm trên cạnh của một 
tưm giác cho trước mà có trọng tâm trùng 
uới trọng tâm của tam giác cho trước : đó là 
những tam giác có đỉnh là các điểm chia các 
cạnh của tam giác theo cùng một tỈ số. 

4) Ở phần 1) ta đã coi Œ là một trường 
hợp đặc biệt của tam giác A'B'C) khi ø = 2. 
Như thế ta cũng có thể coi G như là một 
tam giác đặc biệt : "tam giác - điểm", 

"Tam giác - điểm" G có trọng tâm trùng 
với chính nó, tức là trọng tâm của tam giác 
ABC. 

Vậy ta cũng có thể dự đoán là tam giác 
A'B'C' và tam giác ABC có trọng tâm trùng 
nhau. Muốn chứng mỉnh dự đoán này ta phải 
chứng minh : 

= 


- _— 
GA' + GB + GŒ =0 


'Th có : 
— _> _—> _—> _—> 
GA'= GK'+ KA'. Nhưng KA'= ———..KC 
nˆ—n+1 
1 
nên GÀ' = GK + 42 
nˆ—n+ 1 
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Tương tự G# = GỖ +—————— 
tt 


đề = GỀ + 
nˆ—n+] 
Cộng từng vế ta được : 
_> —> —> _—> —> _—> 
GA'+GE' + GC = GD + GE + GK + 
"————————~ 
=0 


+————(C+ ĐÐÀ+£b 
' +1Ế ) 


wˆTh 
Ta lại có 
=> —> >> 1— —~ 
KC=KA+A =„8 +A 
—> -+ _> 
tương tự DA =~CB + B, 


_—> _ _—> + -> _> —> 
nên KÈ+ DÀ+ BŠ= ——. CB+ BÃ= 0 


Vậy : 
c- 


_> _> 
GA'+GER + GỮ =0 


Điều này chứng tỏ G củng là trọng tâm 
của tam gióc A'B'C'. 

ð) Th còn có thể tÌm thấy một số tính 
chất hay khác nữa của đường r tuyến. 

Chẳng hạn nếu bạn đã học định lí Stiua 
thì bạn có thể chứng minh không khó khăn 
gì công thức : 


2 
24g24 go P0 R1 2 r2, 2 
bàn: Xó TIEEEE": ESAN +bˆ+c') 


trong đó dđ,d,,ở_ là độ đài các đường nw 


tuyến ứng với các cạnh a, ở, c. Trong trường 
hợp ø = 2, công thức trên đây trở thành : 
3 
2+ d2? + d2= 2+ b2 + c2 
dộ + đệ + đề = 7 (gẺ + bỲ + c?) 
là công thức quen thuộc đối với các đường 
trung tuyến. 
2—n+1 
n 


có thể thấy (bằng cách dùng đạo hàm chẳng 
hạn) rằng y đạt cực tiểu khi n = 2. 

Bạn còn có thể chứng minh rằng các tam 
giác A'AC, B'BA, C'CB có diện tích bằng nhau. 


MỘT PHƯƠNG PHÁP TÍNH TỔNG 


Trong toán học chúng ta thường gặp 
những bài toán tính tổng của hàng loạt số 
hạng được sắp xếp theo một quy luật nào đó. 
Cấp số cộng, cấp số nhân mà ta đã biết, việc 
tính tổng của chúng khá đơn giản. Một khi 
ta gặp bài toán tính tổng mà các số hạng 
không lập thành một cấp số như : 


1) S= 1#&( + h) (x + 2h) (+ + 3h) + 
+ 1/ + h) (x + 2h) (x + 3h) ( + 4h) +... 
„+ lŒự + nh) [x + (n + 1)h]x 

xÍz + (m + 2)h] [x + (m + 3)h] 
2) cosr+ cosäx+ cosðx+ ... +cos(2#„— 1)x 
3) 1.2.3 + 2.3.4 +... + (w - 2) (n — l)n 


thì chắc các bạn gặp nhiều khó khăn. Để 
giúp các bạn phần nào giải quyết khó khăn 
đó tôi xin giới thiệu cùng bạn đọc một 
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phương pháp tính tổng sau. Giá sử ƒœ) là 
một hàm số nào đó và œ(z) là một hàm số 
khác được thỏa mãn : 


f&) = yŒ + h) — gŒ) ạ) 
trong đó À là một số nào đó. 
Lần lượt thay x bằng dãy x + h ; x +2h ;...; 
x +nh vào đẳng thức (1) ta có : 
fq + h) = p& + 2h) ~ p + h) (2) 
fŒœ + 2h) = p(x + 3h) — @(œ + 2h) (3) 
ƒŒ + nh) = @lz + (n + 1)h] 
— ø(& + nh)(n + 1) 
Cộng từng vế các đẳng thức (1) (2) (3)... 
(n + 1) lại ta có 


fŒ) + fœ + h) + fŒ& + 2h) +... + fŒ + nh) 


= pl + (n + l)h] — p() 

Như thế muốn tổng có dạng 

f#) + fŒ + h) + fŒ + 2h) +... + fŒ + nh) 
thực hiện được nếu ta chọn được một hàm 
số ø(x) mà hàm ø(z) được liên hệ với f&) 
theo đẳng thức (1) tức là 

f&) = pœ + h) — pœ) 

Để làm sáng tỏ vấn đề này ta khảo sat 
ví dụ 1, 2 ở trên 

1) Tính tổng : 

S= l⁄#Œ + h)( + 2h)(x + 3h) : 

+ l/& + h)@& + 2h)@ + 8h)Œœ + 4h) +... 

èó + /@& + nh)[x + (n + 1)B]Íx + (n + 2)h] 

[x + (n + 8)ñ] 

Để xuất hiện hàm ƒ(z), sau khi thay z 
bằng dãy x +h ; x +2h ;...; x +nh ta được 
các hàm 

f&) ¡ƒŒ + h);ƒœ + Đh) ;..:ƒŒ + nh) - là 
các số hạng trên, chúng ta xét hàm 

ø(3) = l⁄x( + h)(x + 2h) 
khi đó gŒœ + h) = 1% + h)(x + 2h) + 3ñ) 
và ø(x+ h)~ @() = 1L/++ R)(x+ 2h)(x+ 3h) 

~ liz(x + h)(x + 2h) = —3h/x(x + h) x 

(x + 2h)(x + 3h) = fœ) 

Từ đớ suy ra 
fŒ) + f& + h) + fŒ + 2h) +... + f@ + nh) = 
= -8h{ LxŒ+ h)(x+ 2h)(x+ 3h)+ 1/œ+ h) x 

(Œ + 2h) + 3h)(œ + 4h) 

+... + 1/x+ nh)[x+ (w+ 1)h]Íx+ (n+ 2)h]x 
[x + (n + 3)5]} 
= ølx + (n + 1)h] — () 
= L/[# + (n + 1)h][x + (n + 2)h] 
[x + (@ + 3)2] 

—l/#( + h)(+ + 2h) 

Vậy giá trị của tổng đã cho là : 

S= (1/380) [ Lư + h) œ + 2h) — 


— l/z + (n + 1)h][x + (w + 2)h] x 
Xx lx + (n + 3)h]}. 

2) Tính tổng 

Š= cosr+cos3x+ cosðx +...+ coa(2n— 1»% 

Th biết rằng 

sSin2nx — sin2(w — 1w = 2cos(2w — 1)xsinz 
Vậy ta chọn 
ØŒ) = sỉn2(n — 1)x 
khi đó 
ứt + 1) = sin2nx 
gín + 1) — pín) = sin2n+ — sin9(n — 1x 
= 2sinxcos(2n — 1)x = f(n) 

Thay œ bằng dãy số tự nhiên 1, 2, 3,... 

Từ đó suy ra 

fUD +) +ƒ() +... +fứo = 

= 2sinr[cos + cos3x + cosấx +... 

+ cos(2n — 1)x] 

= øŒ + 1) — ø(1) 

= gin2n+x — 0 = sin2n+. 

Vậy 

S =gin2n+/2sinr nếu sinz z 0 

Mời các bạn hãy thử lại kết quả trên bằng 
quy nạp. 

Tóm lại phương pháp tính tổng trên là 
một phương pháp có hiệu lực trong việc tính 
tổng hàng loạt các số hạng được sắp xếp theo 
thứ tự nhất định. Nhưng vấn đề khớ đồng 
thời là mấu chốt của phương pháp này là 
chọn được hàm ø(+x) thỏa mãn đẳng thức (1). 


Một khi đã chọn được thích hợp thì bài toán 
coi như giải được. 
Để kết thúc vấn đề này mời bạn đọc hãy 


áp dụng phương pháp này vào ví dụ 3 nêu 
ở trên và hai bài sau đây 


1) 111+22!+33!1+..+nn 1 
(n ! = 1.2.3... n) 


2) 12+22+32+..+n2 
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"BA ĐỊNH LÍ TƯƠNG ĐƯƠNG" 


Bài này tôi muốn nói với các bạn về sự 
tương dương và phương pháp chứng minh 
của ba định lí sau : ; 

Định H I : Trong một tam giác 0uông, 
bình phương cạnh huyền bằng tổng cóc bình 
phương của 2 cạnh góc uuông (Pitago). 

Định lí HH: Bình phương của một cạnh, 
đối diện uới góc nhọn (hay tù) của một tam 
giác, bằng tổng cóc bình phương của 2 cạnh 
kía trừ di (hay cộng thêm) 2 lần tích của 
một trong 2 cạnh ấy uới hình chiếu của cạnh 
hịa trên nó. 


Định lí HI : (Stinơ) Cho 3 điểm ABC lần 


lượt nằm trên một đường thẳng. Với mọi 
diểm P ta đều có : 


PA?.BC + PB?. CÁ + PC2.AB + 
+ BC.CA.AB=0 (®) 
1) Dùng đồng dạng chứng mỉnh định lí I. 
Từ định lí Ï suy ra định lí IÍ, các bạn xem 
chương TII, sách hình học lớp 8. 
2) Chứng minh định lí II bằng cách khác : 
a) Dùng đồng dạng : 
Với mọi giá trị 
của A (nhọn hay 
tù) ta đều dựng 
được H và H' trên 
8C sao cho - 
AHC= AHB= BAC 
và H, C ở về 1 
phía đối với B. H), 
BởI phía đối với 
C. Theo cách dựng 
ta có : 


“ b9 # 


tình ¡ 





282 


TRẦN ĐÌNH TRƯỜNG 
(Thanh Hóa) 


A ABC «+ 
BHA = BAO Nên 

AB/BC = HBIBA ->+AB?=BC.BH (1) 

(C, H về 1 phía của B) 

A ABC sa AHAC (Ê 
HA = BAO Nên 

ACJBC = HCIAC +AC?=BC.H (2) 

(H, B về 1 phía của C). 

BCIAB = ACIAH (8) 

_A ACI ¬ AHAK (CIẨ= AKR = lu; 
AHK = CAN 

Nên ACJAH' = AI/KH' (4) 

Cộng vế với vế của (1) và (2) ta có : 


AHBA (BE chung ; 


chung 


AB? + AC? = BC(BH + HO) = 
= BC(BH + HH + HC + HH) 
= BC(BC + HH) 
Vậy : AB?+AC?2=BC?+BC HH (5) 
Từ (3) và (4) suy ra 


BC/AB = AIIKH' = BC.KH =AB.AI 
Mà 


KH = = 1PHH' 
Nên 
BC.H'H = 2AB.AI (6) 
thay (6) vào (5) ta có : 
ABR2 + AC? = BC2 + 2AB . AT hay 
BC? = AR2 + AC2 - 3AB.AI 
Khi 4 < 90 = 7 và B ở về 1 phía của A 
nên BC? = AB2 + AC? - 2AB. AT 
Khi Â > 90? = ¡ và B ở về 2 phía của A 
nên ÁB và A7 ngược chiều. Do đó : 
BC? = AB? + AC2 + 2AB.AI 


Từ định lí này ta suy ra định lí Pitago. 
Pitago chỉ là hệ quả của định lí này mà thôi. 


(*) Đoạn thẳng có gạch trên chỉ độ dài đại sổ của đoạn 
thẳng đó (ví dụ P4 = ÁP). 





Thật vậy khi 44 = 90? 7 = 4 do đó TA = 0 cho 
niên 
BŒ = AR2 + AC? — ĐAB.O = AB2 + AC2 
b) Dùng định lí III. Nếu có 
PA?.BC+ PB?.CA+ PC2AB+ BG.CÃAB= 0 
thì ta sẽ suy ra được định lí II 
Theo Stinơ ta có 
CBˆ. HA + CH?.AB + CA?,BH + 
+HA.AB.BH =0 () 


(trường hợp tù ta đổi dấu các số hạng thì 
cũng được đẳng thức (?). 


Thay CH? = CA? — AH2 vào (†?) ta có 
CH?. HA + CA?.AB + HA?. BA + 
+ CA?.BH + HA.AB.BH =0 





Hình 3 


Hình 4 
hay : CH2 = (CA?.AB + HA?. BA + 
CA? x BH + HA .AB. BH) : (AH) 
CB? = (CA2(AB + BH) + 
+ HA. BA(HA + HBỊ] : (AH) 
C#? = [CA?.AH + HA BA(HA+ BB)]:(AH) 
CB? = CA? + AB(HA + HB) 
CH?= CA?+ AB(HA+ AB+BH+ 2HB+BA) 
Vì HA + AB + BH = 0 nên 
CH? = CA? + AB(2HB + BA) 
Mà 
HB = AB — AH 
Nên : 
C2 = CA? + AB(2AB — 2AH + BA) 
Vậy : 
CB? = AC? + AB? ~ 9AH.AB 
Khi 4 < 90 ta lấy dấu : 


CB? = AC2 + AB? - 2AH.AB (H, B cùng 
phía với A). 


Khi 44 > 90 ta lấy dấu 
CRẺ = AB? + 2AH . AB (H và B ö 2 phía đối 
với A). 

3) Chứng minh 
định lí HI (Stinơ). 

a) Dùng Pitago ; 

Để đơn giản ta 
hãy kÍ hiệu hơa và 
làm mất dấu đại số 
bằng cách quy định 
chiều. Ta tính 





điình 5 


PA?. BC + PB? CA + 
PC?.AB + BC.CA. AB = 
= PA?.c+ PC?(a + b) - 
— PB1(a + b + c) — 
— c(g +bò +c)(a +ö) (8) 
Mặt khác 
PA? = h2 + d2 
PB = h2 + b2 
PC” = h2 + (b + c)? 
Thay vào (8) ta có : 
B?.e + œ%e + [h2 + (b + e)?](a + b) — 
— (h2 + b2)(œ + b + e) — c(a + b + e)(œ + b) = 


= he + dˆc + hẳa + h?b + b2a + bŠ + 2bcq + 
+ 2b%c + ac2 + b2 — h?a— hÈb — hˆe — bẦa — 
— b3— b?e— q2c— qbc— abc — bÄc— ac?— bc2 

Ước lược ta thấy chúng triệt tiêu hết. Do 
đó ; 

PA?. BC + PBR?.CA + PC2.AB + 

+BC.CA.AB=0 

Ngược lại nếu có Stinơ ta cũng suy ra 
được định lí Pitago. Vì điều kiện không cho 
phép, tôi nhường các bạn suy nghỉ. 

b) Dùng định lí II. 

Theo định lí II ta có : 

PA? = PB? + AB? + 2AB .BH 

PC2 = PB? + BC? + 2CB BH (2) 
nhân 2 vế của (1) với BC và của (2) với 
4B ta có ; 

PA?. BC = PB?. BC + AB}. BC + 
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+ 2AH. BH. B 
PC. AB = PBRỲ.AB + BC? .AB + 
+ 2CB .BH .AB 

cộng vế ta có : 

PA?. BC + PC?.AB = 

= PBHAB + BO + AB. BC(AB + BC) 
nên PA2. BC + PC?. AB + PB. CA + 

+AB.B€. CA =0 

Vậy định lí đã được chứng minh. 

Chú ý : khi PABC thẳng hàng định lí II 
vẫn đúng song phương pháp trên không sử 


dụng được muốn chứng mỉnh ta dùng hệ 
thức Sa]d. 


Töm lại ta có sơ đồ sau : 
- Đồng dạng. 
Pitago t ——_—_—.”. a2=b62+c2+26'e 
Stind~Z” 

(Các mũi tên tức là suy ra. Thí dụ đồng 
dạng suy ra Pitago). 

Nhận xét : 

¬ Ngoài ra còn nhiều phương pháp chứng 
minh khác nữa. , 

— Đây là 3 định lí cơ bản trong hệ thức lượng 
của các hình có vai trò bình đẳng như nhau. 

- Định lí Stinơ có nhiều ứng dụng. Thí 
dụ : dùng Stinơ tính độ dài đường phân giác 
theo 3 cạnh thì rất nhanh và đơn giản. 


MỘT VÀI DẦY SỐ ĐẶC BIỆT 


Th biết rằng số hạng thứ n („),ø. > 2, của 
một cấp số cộng có công sai ở, được xác định bởi 
+d 
Với cấp số nhân, có công bội g, thì 

lx... 
1) Ta hãy nghiên cứu một dãy số {u„} 


tổng quét hơn, được xác định như sau : mỗi 
số hạng uu (%2 2) là một hàm. số bậc nhất 


của số hạng đứng trước nó : 
u„ = gu _¡ +b q) 
trong đó ø và ở là những hằng số (khi ø = 1, 


ta có cấp số cộng ; khi ö = 0, ta có cấp số 
nhân). 


a) Công thức của số hạng tổng quát 
(z„) theo số hạng đầu (uạ) và ơ, b, n. 

Từ công thức cua #„, u+, „ ta dụ doán 
u =d— lụ + ("22+ qø"Ð3+..+a+ lb (9) 


" 


Thực vậy : (2) đúng với w = 2. 
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LÊ XU 
(Nam Hà cũ) 


Nếu (2) đúng với n = È, thì (2) cũng đúng 
với œ = k + 1, vì 


nụ; d1“, +b= 
= d[at~ lự, > (@'— 2+ q#~ 3+..,+ a+ 1)b]+ 6 
= a#u+ (a*~ l+ gÈ~2+...+ + 1)ð, đpem. 
Trong (2), 
an~2+aø' 2+, .+a+ 1 
(a1 ~— 19/(œ — 1), ta được 
„=a*—~1— ụi + (g1 ~1— 136/(œ — 1). (3) 
b) Tính tổng S„= uị + ú; +... + tờ, 


thay tổng 


bởi 


Th có 


=d(w, + u; +... + ưu) + nb + uy 
May — Bồ — tì = 
= (0 +u¿ +... + ứ„)( — L) 


Ôạ = (Mạ +¡ — nỗ — tU/( — Ú) 


hay là, nếu thay „+ ¡ theo (3), ta được công 
thức của S„ theo tị, G,Ð VÀ n. 
2) Ta hãy nghiên cứu tiếp dãy { u „}, trong 


đó số hạng thứ m (n > 3) được xác định theo 
hai số hạng đứng trước nớ như sau : 


1 v _.^. =2 (4 


trong đó ơ, và z, là hai hằng số cho trước. 


Hạ = đi — ¡ 


Tạ sẽ chứng minh rằng : 
a) Nếu {r„} và { 0„} là hai dãy thỏa mãn 
(4), tức là : 


r„= đr, 


-... (4a) 


na đa (4b) 
thỉ nhân (4a) với A, (4b) với B (A và B là 
hai số tùy ý) rồi cộng lại, ta được : 

Ar, + Huu = G(An,_¡ + Br _ 2) + 
+a2(Au,_¡ + Bu, _,), tức là dãy 


Ủn = đGị0 


[An, + Bu„} cũng thỏa mãn (4). 
b) Nếu z¡ là nghiệm của phương trình 
x?= gix + a; (B) 
thì dây (z T1 š 
1,1,2, „„+#—1 


1 
thỏa mãn (4). Thật vậy, từ x‡ = địx + a„, suy 
ra được 
11! =aft~? +øz†~ 3, đpem. 
©) Từ a) và b), suy ra rằng nếu *¡ VÀ #¿ 
là hai nghiệm khác nhau của (5) thì dãy 
{u„}, trong đơ 


M„ = Cgj — L+ QC xp—1 (6) 


(C¡ và C, là hai số bất kì), thỏa mãn (4). 


Ngược lại, mọi đãy thỏa mãn (4) đều có 
dạng (6). Thực vậy, một dãy như vậy là hoàn 
toàn xác định bởi hai số hạng đầu ị =m và 
u; =p. Lúc đớ, từ (6), ta được 

m= C, + C, _ 
p = Ca † Cự, 


và từ hệ này, bao giờ cũng xóc định được 
C¡ oà C,. 

Ct = @ ~ mx,)/(0ì — x,) 

C;= (mày —P)/Œ ~ +2) 

Dây (6), với hai giá trị này của C¡ và C., 
chính là đây thỏa mãn (4) và có 
Uị =m, u; = p. 

3) Ấp dụng kết quả trên vào dãy 
Phibônaxi : 

Mạ = tai Ty} (a, = ø; = 1) 
trong trường hợp ị=0, ứ; = 1 (tức là đãy 
0,1, 1,2, 3,5,8 ,) Phương trỉnh (5) cớ 
dạng z2 =x + 1, do đó 

*ị= (1 + Vỗ)/2 và x, = (1 — V8)/2, và (7) 
có dạng 

0=CŒ,+C, 
1=(C¡ - C,ð/2 
do đó C¡ = —C, = 1ð, và theo (6), số hạng 
tổng quát của dãy Phibônaxi đó là 
1 1 + IbŸ ” 1— Vẽ L3 

“a“BE [(—g— ) Si - }] 

Điều đáng chú ý là biểu thức này có giá 
trị nguyên uới mọi số tự nhiên n ! 

Có thể chứng minh rằng nếu (5) có nghiệm 
kép z¡ =x„ thì tạ =1 — Ì(C, + Cạn). 


TỪ MỘT BÀI TOÁN 


Trong "Toán học và Tuổi trẻ" cớ bài toán 
29/65 : "Chứng mình rằng nếu tœ có 
x2 =2 +22 uới x, Ỳ, Z > 0 thì ta có cóc bất 
đẳng thức sau : 


NGUYÊN TOẦN 
(Trường nghiệp uụ Lâm nghiệp Quảng Ninh) 


a) # >* + # với g > 9 
2) x“< + # với kg < 2" 


Sau khi giải xong bài toán này, ta không 
thỏa mãn với kết quả đạt được, ta hãy đào 
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sâu suy nghĩ nhằm khai thác ở bài toán này 
những điều mới mẻ. 


Đầu tiên, ta nghĩ về bài toán tương tự : 
(A) 









Nếu x = y +z uới x, y, z > 0 
thì x* > + # uới k > 1; x* < # + đ uới 
bk<1 


Việc chứng minh bài toán này không khớ 
lắm, ta dùng kết quả bài toán trên. Th đặt 
„ 

3 =È, ta cổ : khi &* > 2 thì k > 1 và khi 
*' < 2 thì š < 1. 
1 _ Ai 

Từ z2) = y?)?+ (z2) theo bài 

toán trên ta có 


LÀ k L2 
x2 >y2 +z2 với b' > 2 
k£ k £ 


x2 <y?+z2 với k' < 2 
+“ >y* + # với k >1 
x“ <#' + với è < 1 (đpem) 


Ta không dừng lại ở bài toán (A), vì nghỉ 
rằng ta có thể tổng quát hóa (A) 


tức là 


(@) 


cạn; #ị, Xa. „ Xa > Ú, 
n>^ 
xẺ > xi tay +.. + xẾ với k >1 











Nếu x = x¡† x„+ 





thì 


3z <x§ +x;, +... + xÈ với h < 1 





Ta chứng minh bằng cách quy nạp theo n. 
n = 2, Œ) trở thành (A) ta đã chứng mìỉnh. 
Giả sử bài toán (B) đúng với nœ - 1, 
nghĩa là : 
Nếu +! =x¡† #¿† «. † X„_ 1X; 1„_ ¡> Ô 
Œ# >xƒ +3xŠ +... t+ể, với k >1 
thì 
LẺ <xt+xý 
Th viết : 
+=# †+x„, vìx' > 0 nên theo (A) ta có : 
x“> (+ xÈ với k >1 
theo giả thiết : 
Œ)# >4 +xư$+.. t+xể với k >Ì 
Cộng vế với vế ta có : 
2È >xf +xẾ +... +xt với k > 1 


+... tưể qvới k <1 
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tương tự x“< z¡+ xẼ +...+ x# với  < 1 (đpcm) 


Việc chuyển từ bài toán (A) tới (B) là do 
sự tổng quát hóa đứng về khía cạnh số các 
số hạng trong tổng xz = y + z. Bây giờ ta có 
thể tổng quát hớa (B) ở khía cạnh khác, 
chẳng hạn ở khía cạnh số mũ của các số 
hạng trong tổng 

x=xi†x;,†.. +2, 


Th có bài toán sau : 


Nếu x7 =xƒ +x2 +... +xZ 


ị; X„y «2 X„ > 0, > 2; œ là số thực bất kì 


Thì x* > zƒ + x“ +... + x! với k > a 
xt <z‡ + xÃ +... + + với k < œ 





Th hãy chứng mình (C) đúng : 

Đặt : xZ = X,xƑ = X, thế thì ta có : 

X=X.+X,+..+X, 

Do (B) ta có : (r số thực) 
X>X{+Xj+.. + với r > 1 


X.>0n>2 


hay z” >xƒ +x2 +... +x#' với r > 1. 
Đạt a, = k thì điều hiện r > 1 có thể uiết 
thành k > œ uò như thế ta có : 
xy >xỊ + xẾ +... + xẾ với k >a 
tương tự x#< xƒ+ xš+...+ xF với & < ø (đpem). 
Dùng kết quả các bài toứn trên, ta giải 
được một số cóc bài toán sau - 


1) Một hình lập phương có thể tích lớn 
hơn tổng các thể tích các hình lập phương 
có tổng các điện tích toàn phần bằng diện 
tích toàn phần của nó. 


2) Trong hình hộp chữ nhật với 3 cạnh a, 
b, c đường chéo đ ta có : 


đX > at + bŸ + cŸ neụ k > 2 
d* < qd* + b* + €Œ nếu k < 2 
3) Cho + œi,d.,...g, trong đó ø, >0 và 
n>.2;ø thực ta có : 
h a 
[2® + #2] > để + g9 +... + aể 


với œ > 1. 


a 
” 
[e+ s2] <a{+a7+..+ d2 với ø < 1, 





Nhận xét : 


1) Từ việc giải được một bài toán, bạn 
Toàn đã đào sâu suy nghĩ, bằng tổng quát 
hóa, đặc biệt hớa và tương tự, bạn đề xuất 
được những bài toán mới. Bạn Toàn đã tự 
đề xuất các bài toán (A) (B) và bạn cũng đã 
tự giải quyết được với lời giải đúng, gọn. Kết 
quả các bài toán (A), (B) cũng được phát huy 
để giải một loại các bài toán (1), (2), (3)... 

Qua đây chúng ta thấy học tập được ý 
thúc chủ động đề xuốt uấn đề mới cần giải 
quyết sau khi suy nghỉ giải quyết được một 
uấn đề nào đó. 

2) Tuy nhiên cũng cần chú ý rằng : khi 
tổng quát hớa bài toán hớa (B) cớ bài toán 


(©) bạn Toàn đã phạm một sai lầm : (C) 
không đúng với mọi œ thực. VÍ dụ : 
2 6v 2— - ù 
Ta có : (§) =ẳẮ2 1+8 1! la đúng, 


6 
nhưng tầm" >22 + 32 là sai. 


Th hãy xem việc chứng minh bài (C) sai 
ở đâu ? Sai ở chỗ từ r > 1 suy ra ơ, > œ với 


œ,r thực. Dúng ra thÌ : từ r > 1 suy ra 
œ >œ với œ> 0. Xin chữa lại bài toán (C) 


như sau : 


TÔI ĐÁ GIẢI MỘT BÀI 


Vừa qua, tôi được thày giáo cho bài toán 

u : "Phần kéo dài các cạnh đối diện AR 
uà CD, AD, oà CB của tứ giác ABCD lần 
tượt cắt nhau ở E 0uà E. Chúng mình rằng 
nếu : EA.ED + FA .FB = EFÈ thì tứ giác 
ABCD nội tiếp được trong một uòng tròn". 

Tôi đã giải bài toán này bằng nhiều cách 
rồi từ đấy đề xuất thêm một số bài toán 
khác. Sau đây xin trỉnh bày vấn tắt những 
suy nghỉ của tôi. 

Cách giải thứ nhất : 

Dựng một vòng tròn qua A, Ö, E cắt EƑ 
ðK. 





Nếu xế= xi+1 
Thì : 


x4+.. Ni, + > Ũ,w > 
. 


JẾ > xÊ + xẼ 


xt< xi+ xÊ+. .+ xÈ với È < a 
XE» x+ xÉ+., -+ sÈ với k < œ 


Nếuz>0 


NHe<0| 
x< z‡+ xš+...+ xẾ với k >ư 


Chứng minh : Đặt x2 = X xƑ = X, ta có 
X=Xi+X,+..+X, X.>0n>2 
X>Xt+tXt. + với" > 1 





te 096 
X<*X¡+X;+..+ X⁄ với r< 1 
Hay là 

x” >x[ +x27 +... + 


xạ với r > 1 


17 <xƑ +x2 +... 


“ 
2 + 


với " < 1 
Giả sử œ > 0. 


Nếu đặt œ = š, ta có : khi r > 1 thì k > z; 
khi r < 1 thì è < œ. Do đó ta có : 


xÈ >x# + xÃ + -„ +3Ế với k > œ 


| +“ <x{ txŠ +... +xÈ với k < ø (đpem) 
Trường hợp z < 0, thì : khi r > 1 thì 

* <a; khi r < 1 thì & > œ. Do đó, ta có : 
Ị xt >x{ + xế + xÈ với k < œ 


z¿<xt+ x§ + xƑ với k > œ (đ.p.c.m). 


TOÁN NHƯ THẾ NÀO 


CAO LONG VÂN 
(Láp 10, ĐHSP Hà Nội 2) 








287 


Ta có : FA.FB =FK.FE q) 
theo giả thiết : EA.B = EA. ED = EF (9) 
từ (1) và (2) ta có : 


EA. ED = EE9 - FK.FE = 

- EF(F + FK) = EF.ER (3) 

Do đó tứ giác AKED nội tiếp được 

FAR = DFR = EBR = DFK 

AEBK = AEFC = EK._EF = EB.EC kết 
hợp với (3) có #B. EC = EA.ED (4) 
(4) chứng tỏ điều kiện để tứ giác ABCD nội 
tiếp được một vòng tròn là : 

FA.ED + FA..FB = EF2 (đpcm). 

Cách giải thúc hai : 








Hình 2 

Trong quá trình làm toán, một điều tôi 
thường nghĩ là điều ngược lại có đúng không ? 
Tôi đã chứng minh được đối với bài toán đã 
cho, điều ngược lại cũng đúng (hình 2). 

Trước tiên ta thấy Ƒ luôn ở ngoài vòng 
tròn (Ø) (do tứ giác ABCD lồi), mặt khác ta 
có E, f là hai điểm Hên hợp với nhau đối 
với vòng tròn (Ó) nên : Fï x (Ó) = Á' thì EA' 
là tiếp tuyến của vòng tròn (Ó) 
FE2? = BÊ + IF? = EA? — A'Ẻ + 
+ FƠ? - OP = EA2 + FO? — R2 = 
ŒE!(O) + (0) = EA .ED + FA..FB (đpem) 

Dựa vào đấy ta có thể chứng mính bài 
toán bằng phản chứng. 

Cách thú 3 : Ta chứng mính dễ dàng bổ 
đề : Điều kiện cần và đủ để hai điểm # và 
£ là liên hợp với nhau đối với (0) là 
OE. GF = R2 [R bán kính vòng tròn (Ø)]. Ấp 
dụng điều này. Dựng vòng tròn (Ở) qua 4, 
B, D (hình 3), ta có : 
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EA..ED = OE2 — R2, 
FA .FB = OF? ~ R2 
Như vậy theo giả thiết : 
OE? + OF® — 2R2 = (OÈ - 0# 
_> —> 
=O0E. OP = R2 
«©E và Ƒ là hai điểm liên hợp đối vớ 


vòng tròn (Ø) bằng phản chứng dễ dàn, 
chứng mỉnh tứ giác ABCD nội tiếp (hình 3) 





Hình 3 
Cách thứ 4: Dụng hai vòng tròn (ABI 
và (DAF), giả sử chúng lần lượt cát £Ƒ ở 
điểm M, N. Như vậy ta có : 
EA..ED + FA..FB = EN .EP + EF.MF: 
= EF(ŒEN + MP. 





Hình 4 


Mặt khác theo giả thiết ta có : 
EA.ED + FA.FB = EF2 = EF(EN + NÌ 
vậy : EK(EN + MP) = EF(EN + NF) 
e=MF = NF ©M = N. 
Từ đây 1=2>§=4 
mặt khác 3 + 5 = 2V nên : 3 + 4= 2V (đpc! 
(hình 4) 


Ở đây tôi không muốn chỉ nêu lên vì 
giải một bài toán bằng nhiều cách mà mui 
từ các cách giải một bài toán đề xuất và ø 
những bài toán khác. 


a) Từ cách 1 và 2 : Cách 9 cho thấy điều 
kiện đầu bài đã cho còn là điều kiện cần. 
Liên hệ các đẳng thức (3) và (4) với nhận 
xét D, C, Ƒ thẳng hàng ta có : 

Bài toán 1 : Cho tứ giác ĐABK, trên EA, 
ĐB, EK lần lượt lấy D, C, F sao cho : 

EA..ED = EB. SG = EK.EF 

Chứng minh rằng điều kiện ắt có và đủ 
để tứ giác ABKE nội tiếp trong vòng tròn là 
D, C, f thẳng hàng (hình 5). 








Hình 5 

b) Từ cách 4 : ta thấy M = N, gơi ý : 

——— _— ———— 

MBE = MAE = MFD tứ giác FCBM nội 
tiếp hay vòng tròn ngoại tiếp tam giác FCR 
qua Äƒ. Tương tự có vòng tròn ngoại tiếp 
ADEFA cũng qua M. Từ đây ta có : 

Bài toán 2 : Chứng minh rằng trong một 
tứ giác toàn phần các vòng tròn ngoại tiếp 
4 tam giác đồng quy ở một điểm. Các bạn 
thử chứng minh điều này (coi M là giao điểm 
hai vòng trong BCE và CDEF tồi xét các tứ 
giác nội tiếp (hình 6). 





9 - TT 


Đặt các tâm vòng tròn Ó, O., Ó;, Ó,. Ta 
thấy cứ nối đỉnh bất kì của tứ giác toàn phần 
với M thÌ sẽ có 1 đường OO, Œ # j ; ý, 
ý = 1,.., 4) vuông góc với đường nối đớ. Cho 
nên ta thử áp dụng góc có cạnh tương ứng 
vuông góc để tìm thêm các tính chất xem 
sao. 

Th có : 

-—— -——— 
O,0;1 AM, O,0,+ MB = Ø,Ð10, = AMB 
——— —— _—— —_—— 
mà AMB = AEB =.Q;O,O, = AEB, tương 
tự O;OO, = AEB. Từ đây tứ giác 
O,0,0:0, có thể nội tiếp được. Vậy có : 

Bài toán 3 : Chứng minh rằng trong l tứ 
giác toàn phần tâm 4 đường tròn ngoại tiếp 4 
tam giác nằm trên một đường tròn (hÌnh 6). 

©) Ta nhìn vào hình 1 dưới một khía cạnh 
khác. Ta có các vòng ngoại tiếp các tam giác 
DEM, BFM, ADB cùng qua C. Trên cơ sở 
này ta có thể để ra bài toán : (hình 7). 





Hình 7 


Bài toán 4 : Cho một tam giác AFEF. Trên 
AE, EF, FA lấy lần lượt các điểm D,M, B. 
Chứng minh rằng các vòng tròn ngoại tiếp 
các tam giác DEM, BFM, ADB đồng quy ở 
một điểm. 

Nơi chung các bài toán trên không cớ gì 
mới nhưng đã làm cho tôi rất thú vị và chắc 
các bạn hiểu được rằng tại sao tôi rất yêu 
thích toán. 
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MỞ RỘNG MỘT BÀI TOÁN 


Trong hình học phẳng, ta có định lí : 
Cho hai điểm A, B. Quỹ tích những điểm 
1M sao cho 
MA? + MB? = k? 
là uòng tròn tâm O, diểm giữa của AB, uù 


bán bình là OM = 3 {2 - a2, 


Xem Ó là trọng tâm của hai điểm 4, Ö, tôi 
đã chứng mỉnh quỹ tích này bằng cách khác 
và nhờ đó đã đi đến bài toán tổng quát : 

1. Cho z điểm A,, Á., ... Á„ (cùng một 
mặt phẳng) và w số thực bất kÌ ơi, đ¿,... 
ơ„. Tìm quỹ tích những điểm M sao cho 


"1 
( là số thực bất kì Ð) ø, z 0). 
¡=1 

Học về khái niệm trục đẳng phương của 
hai vòng tròn, tôi cũng mở rộng ra và giải 
được bài toán tổng quát : 

2. Cho mœ vòng tròn C,, C,„...., C„ (thuộc một 
mặt phẩng) và ø số thực bất kÌ ai, đ-,.... đạ. 
Tìm quỹ tích những điểm M sao cho 

n 
5S aP(M,C;) =k 
¿=1 
trong đó P(M,, C,) là phương tích của M đối với 


" 
vòng tròn C,, & là số bất kì cho trước, 2` ø,z Ú. 
í=I 
Để giải hai bài toán trên, tôi dùng đến 
hai bổ đề : 


Bổ dề 1. Cho n điểm A,, Á¿,... Á„ và n 
" 
số thực đ¡, đ¿„..., đa với b3 a, z 0; dựng được 
=1 
duy nhất một điểm Ở sao cho 


SuÖÄ, =0 œ) 


¿=1 
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PHAN ĐĂNG CẦU 
(Thanh Hóa) 


Bổ đề 9. Nếu có O xác định bằng (1) thì 
với mọi điểm M, ta đều cớ 
" „" 
—> — 
Sau#Ä, = X:.aafÖ ® 
¿=1 ¡=1 
và ngược lại, nếu có (2) thì cũng cố (1), 
nghĩa là (1) và (2) tương đương với nhau. 
Chúng mình bổ đề 2. Với mọi điểm M và 
Ø bất kì, ta đều có 
_> —>. _> 
a MÃ, = aAIỒ + ø/ÖÄ, ạ= 
do đó ta có 


1, 2... m) 


" " " 
3) aAÀ, = 3) aMỒ + 3 aÖÄ, 
[=1 [=1 ¿=1 
Từ đây, ta thấy ngay rằng nếu (L) đúng 
thì (2) cũng đúng và ngược lại (đpem). 
Chúng mình bồ đề 1, bằng quy nạp : 
1) Với n = 1 (có ø; và Á,). Lấy Ở = Á,. 
2) Giả sử dựng được O cho hệ œ - 1 điểm, 
n—1 
tức là có O mà) ø,OÄ, = 0 (8). Do bổ để 2, 
¡=1 
cần và đủ để có Ø° cho hệ n điểm là 


"n " 
S aÖÄ, = Saöở (4) 


t=1 ¿=1 


Thay (3) vào (4), có 


" 
a„.OÄ„ = S a,. OỠ" 
£=1 





ữ _> 

hay  OỞ =~—.OÄ, (vì 3n,ø0) 
2% 
¡=1 


do đó OỔ' hoàn toàn xác định và duy nhất. 
Tn dựng được duy nhất điểm ` thỏa mãn 
(4), tức là có 


“ _ 
XS) a,ØA, = 0 (đpcm) 
¿1 
Bây giờ ta đi vào giải hai bài toán tổng 
quát. 


1L. Gọi Ø là điểm có tính 
Àø,OA, = O*. Giả sử đã có điểm 3 mà 
3n,MA? = k. (®) 
Nối MO. Từ A, hạ A1, LMO (¡ = 1, 9,... n). 


Theo định lí về bình phương một cạnh trong 
tam giác, ta có 


a,MA? = a,MO2 + a,OA? — 2OM. ø0H, 
(Í = 1, 2,..., m) 
do đó 


3u,MA?= Ôn )MO?+3),0A?~30MÐ»,ÐR,\(® 
Ta nhận xét rằng : ÓOH, là hình chiếu của 

ÓA, nên 

20,OÀ, =0= 3n,0N, =0 

(vi mọi đẳng thức véctơ đều chiếu được). 
Thay 2z,OH,= 0, 2ø,MA?= k vào (6) ta có 
k - 3a,OA? 

ki đa; +, .+ q„ 

với (# — 2ø,OA?)3 > 0. 


Ta có #5-+| k~À9,OAŸ ~ không đổi (6) 
¬— 


+ 


chất 


MO? = 


Th dễ thấy rằng các phép biến đổi trên 
đây đều tương đương, vì vậy ta không cần 
xét phần đảo nữa. 


Kết luận - Quỹ tích những điểm M sao cho 
Àn,MA† = k với (& — 3g,OA)3», > 0 
(O là điểm có tính chất S¿OÄ, =0) là 
một vòng tròn tâm O, bán kính 


OM = \ k — 2z,OA‡ 


‡ 

2. Th gọi tâm các vòng trong C¡, C„,..., 
C„ là Á,, A„,... A„ và O là điểm có tính chất 
3ø,OẢ, = 0. Giả sử đã có điểm M. 

20,P(M, C,) = È (1). Theo công thức tính 
tíchủ ta có 2ø,P(M, C) = 
= ai(M4Ì—r†)+a,(MA3—r)+...+a,(MA2~r2 
Thay 3ã,P(M, C)=k = 3g,MA?=k+ 38ợ, (3) 


~——-——— 
Ẩ 


phương 


Ta chú ý rằng phép biến đổi trên là tương 
đương ((1) = (2)). Ấp dụng kết quả bài toán 1, 
ta đi đến kết luận : 

Quỹ tích những điểm X _ sao cho 
Àn,P(M, C)= & với (k +2oyƒ~ Ðn,OA?)3,> 0 
(0 là điểm có tính chất 2ø,OẢ,= 0) là một 
vòng tròn tâm Ø, bán kính 


OM= \ ki 2m? T 3p,OA? : 
2s, 

Chú ý : Các bài toán : Tìm quỹ tích 
những điểm M sao cho hiệu các bình phương 
tới hai điểm A, B, cho trước bằng È& không 
đổi hoặc khái niệm trục đẳng phương có thể 
xem là trường hợp đặc biệt của hai quỹ tích 
trên đây khi tâm vòng tròn xa vô tận, song 
lí luận chứng minh cớ khác trước. 

Mở rộng bổ đề 1 oà 2 : LÍ luận tương tự 
trong hình học phẳng ta cũng đi đến kết luận : 

Cho n điểm Áu Á¿„.., Á„ trong không 
gian và n số thực đ,, Œ.,.., Œ sao cho 
25, z 0 ta luôn luôn dựng được duy nhất một 


điểm O sao cho 2ø,OÄ, =0. 


Mở rộng bài toớn 1. Th giữ nguyên bài 
toán mà chỉ thay z điểm trong mặt phẳng, 
bằng œ điểm trong không gian. 

Ta sẽ thấy rằng lí luận từ phẳng sang 
không gian vẫn không có gì thay đổi. Đi đến 
kết luận : 


Quỹ tích là một mặt cầu tâm O, bán kính 
k— 2z,0A‡ 
“.Yw 


l ci 
(tất nhiên O vẫn đóng vai trò 2ø,ÖÄ, = 0) 
với (® — Ön,OA?)2g, > 0. 


Mỏ rộng bài toán 2 : Tương tự bài toán 
1, khi mở rộng sang không gian, thay n vòng 
tròn bằng mặt cầu bất kì thì lí luận chứng 
mỉnh không thay đổi, ta cũng di đến kết 
luận : Quỹ tích là một mặt cầu tâm O bán 
kính 


OM = 


OM = 


KR 
O đóng vai trò 2ø,OÁ, = 0 
với  (k + 2zy?— 2ø,OA?)5p,> 0. 


: 
(*) ĐỀ tiện cho Ấn loát, chúng tôi viết Š thay cho ` 


=1 
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VÀI KINH NGHIÊM GIẢI TOÁN 


Một điều đáng tiếc cho nhiều bạn học 
toán là các bạn rất vất vả trong việc giải 
toán. Có bạn đã khổ tâm nhiều khi không 
làm được những bài toán thầy cho về nhà, 
nhất là các bài toán ra trong lần thi hoặc 
kiểm tra, trong điều kiện thời gian hạn chế. 
Tự kiểm điểm bạn ấy thấy rằng đã hết sức 
cố gắng học toán, tin tưởng là mình đã nắm 
vững các kiến thức cơ bản, đã hiểu các bài 
học đã xoay bài toán đủ mọi cách nhưng cuối 
cùng vẫn bế tác không tÌm ra lời giải. Về 
sau xem lời giải những bài toán bế tắc ấy, 
thì thấy rằng ở đây không có gÌ khó khăn 
lắm về mặt nguyên tác vì sử dụng toàn 
những kiến thức cơ bản mà mình đã biết, 
bài giải nhiều khi rất đơn sơ, nhưng chỉ tại 
mình hoặc thiếu sót chút ít, hoặc không nghỉ 
đến cách giải ấy. 

Các bạn học sinh, các bạn đã suy nghĩ 
thật chín chắn chưa, rằng vÌ sao lại xảy ra 
những hoàn cảnh "éo le" như vậy ? 

Ai cũng thấy rằng : học thuộc bài học 
hoàn toàn không đủ, mà phải biết vận dụng 
những kiến thức ấy và rèn luyện kí năng 
trong việc giải toán, chuẩn bị cho việc áp 
dụng các kiến thức toán vào thực tiễn công 
tác sau này. Số các bài toán nhiều không kể 
xiết, mỗi bài mỗi vẻ, thời gian học tập lại 
hạn chế, do đó cẩn biết rèn luyện phương 
pháp suy nghỉ đúng đán và biết đúc rút kinh 
nghiệm : chúng tôi muốn trao đổi với các 
bạn vài kinh nghiệm như vậy. 

Thật ra những kinh nghiệm ấy vô cùng 
phong phú, nhiều không kể xiết cũng như số 
các bài toán. Cách đây mấy năm, Nhà xuất 
bản Giáo dục có dịch cuốn "Giải một bài toán 
như thế nào" của nhà toán học và sư phạm 
Polya. Trong cuốn sách đó tác giả đã tổng kết 
nhiều ý kiến, nhiều kinh nghiệm và nêu lên 
nhiều suy nghĩ riêng, với mục đích gợi ý các 
bạn học sinh - cùng tất cả những người khác, 
làm thế nào phát huy óc toán học, phát huy 
khả năng nghiên cứu toán và sáng tạo toán. 

Trong khuôn khổ bài báo này chúng tôi 
chỉ đề cập hai vấn để sau dây, liên quan đến 
việc giải toán : 
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PHAN ĐỨC CHÍNH 


1) Rèn luyện óc phân tÍch một bài toán. 


2) Biết nắm vững tính đặc thù của bài 
toán. 


Các vấn đề ấy khá hiển nhiên và chấc 
chắn được mọi người thừa nhận, Nhưng vận 
dụng được vào từng hoàn cảnh cụ thể, từng 
bài toán, lại là một việc hết sức khó. Vì vậy 
chúng tôi nghĩ rằng tốt nhất là nêu lên một 
số ví dụ mình họa. Cẩn nói rằng do chuyên 
môn của chúng tôi, những ví dụ đưa ra ở 
đây chủ yếu lấy trong đại số và lượng giác. 
Trong hình học và số học những ví dụ ấy 
chắc càng phong phú hơn nữa, rất mong 
được bạn đọc trao đổi thêm. 

L- RÈN LUYỆN ÓC PHÂN TÍCH MỘT BÀI TOÁN 

Nhìn vào một bài toán, điều trước tiên 
đặt ra là : nên dùng những phương pháp nào 
để thử giải bài ấy ? muốn vậy, phải biết phân 
tích bài toán, xác định bài toán ấy có thể 
thuộc loại nào, có liên quan gì đến những 
bài toán đã biết, từ đó mới quyết đoán được 
rằng có thể sử dụng được những kiến thức 
nào để mò mẫm cách giải. Nhất là đối với 
các bài toán thực tế : ở đấy người ta mô tả 
một số hiện tượng, nêu lên những số liệu cần 
thiết và yêu cầu chúng ta tìm lời giải. Khi 
đó ta phải biết phân tích đúng đán và chính 
xác bài toán để đặt được bài toán thực tế 
dưới đạng toán học, sau đó mới có cơ sở để 
đi tìm lời giải. 

Hãy nêu một ví dụ, dựa theo một bài toán 
ra trong một kì thi ở Liên-xô. 

Ví dụ 1 : Töi có một tờ giấy to uồ xẻ nó 
ra làm 9 mảnh. Sau đó lấy một số mảnh, 
xé mỗi mảnh làm 9 mảnh nhỏ, rồi trộn 0uờo 
Uới các mảnh cũ. TÔi lại lấy một số mảnh 
trong đống ấy xé mỗi mảnh làm 9 mảnh rồi 
lạt trộn uào uói các mảnh cũ uà cứ thể tiếp 
tục. Lúc sau tôi dừng lại uà nhờ bạn tôi đếm 
số mảnh giấy dã được, anh nói : 1968. Hay 
chúng mình rằng anh ấy đếm... sai !, 

Thoạt nhìn bài toán này, chắc các bạn 
câm thấy vấn đề ở đây quá rác rối, vì người 
ta không cho biết mỗi lần xé thì lấy bao nhiêu 
mảnh giấy xé và cũng không cho biết bao 





nhiêu lần xé như vậy. Thành thử chắc chắn 
rằng không thể biết cuối cùng tổng cộng có 
bao nhiêu mảnh giấy mà lại phải chứng minh 
rằng đếm sai. 

Nhưng chúng ta hãy bình tỉnh để bình 
dung và phân tích kĩ quá trình "xé giấy" 
trong bài toán : mối lần từ đống giấy lấy lên 
một mảnh, xé nó làm 9, rồi lại bỏ vào đống 
giấy thì rõ ràng số mảnh giấy tăng lên 8. 
Bát đầu cớ một mảnh giấy, như vậy cuối 
cùng số mảnh giấy xé được sẽ là 1 + 8k, với 
Ằ nguyên dương. Vì số 1968 không cớ dạng 
1 + 8k, nên anh bạn trên đếm sai ! 

Có thể kể ra nhiều ví dụ khác để mình 
họa phần này, nhưng để bài báo khỏi quá 
dài, ta dừng lại ở đây. Và lại như đã nơi, vấn 
đề này liên quan chặt chẽ đến các vấn để 
sau, nên trong các ví dụ sau, chúng ta còn 
có dịp đề cập tới. Trước khi chuyển sang vấn 
đề thứ hai, chúng tôi đề nghị các bạn hãy 
thử suy nghỉ cách giải bài toán sau : 

Bèi toán 1. Cho một trăm số nguyên 
dương a, thỏa mãn điều kiện : 


Ì Sứi < đ; < đa <.... < dua S 1000 


Chứng mình rằng trong tất cả cóc hiệu 
SỐ a,— a, (L > j) phải có một số gếp ¡+ nhốt 
sáu lần. 


2 ~ BIẾT NẮM VỮNG TÍNH DẶC THÙ 
CỦA BÀI TOÁN 
Tuy rằng chúng ta có thể xếp các bài toán 
ra từng loại một, ứng với từng loại có một 
số phương pháp điển hình để giải, nhưng 
nếu cứ máy móc đánh đồng loạt như vậy, 
nhiều khi cách giải luộậm thuộm, thậm chí có 
thể vÌ quá phức tạp, nên không đi đến kết 
quả cuối cùng. Hãy nêu ở đây hai ví dụ : 
Ví dụ 2. Giải phương trình 
sinx(1 - cosẩx) = 1 Œ) 
Chúng tôi đã gặp một bạn làm như sau : 
1 = sinx(I - eos2r)(1 + cosx) = sinÄx(2 - 
- sin2x) = 2sinÄx - sinŠx, Vậy để giải phương 
trình (1) ta phải giải phương trình đại số 
XỐ+2X?+1=0 (2) 
VÌ không cớ công thức giải phương trình 
bậc õ nên bạn này chỉ có thể khẳng định 
rằng phương trình (2) có một nghiệm X = 
1, ngoài ra không đám quyết đoán rằng 
phương trình (2) còn có nghiệm nào khác 
nữa không, do đó không làm được trọn vẹn 
bài toán. 





Rõ ràng ở đây bạn đó chưa nhìn ki bài 
toán vì : 
|sinz[ « 1 và 0 « 1 - cos'+ « 1 
nên phương trình (1) chỉ có một nghiệm 
sinz = 1 tức làzx = z/2 + 9kz (b nguyên) 

VíÍ dụ 3. Giả thử a < b < e < d, Chứng 
mình rằng với mọi giá trị của m (m z -1) 
đa thức bậc hai. 

f) = (%— qÌ(% — œ) + mí% - b)(x - đ) 
có hai nghiệm phân biệt. 

Theo cách suy nghỉ thông thường của các 
bạn lớp 8 và lớp 9 thì phải chứng minh rằng 
đa thức ƒ(+) có biệt số A > O nhưng tính ra ; 

A = ffa+c) +m& + d)? + 4(1 + mXac + mbd) 
thì nhiều bạn không biết làm thế nào để 
chứng minh nổi A > 0! 

Tuy rằng chịu khó biến đổi thì đi đến 

A = [(đ- bìm + [(a + e)(b + đ) - 

~ 2(bd + ae)J/(d — b)}? + 

+ (6 - aj(€ ~ b)(d — a)(đ - ejj(d ~ bJ2 
nhưng phải tính toán khá phức tạp đễ nhầm lẫn. 

Ở trình độ lớp 8 có thể giải quyết bài này 
một cách nhẹ nhàng hơn, bằng cách để ý 
rằng : 

f) = (b¬ aX(b - e) < 0; 

fd) = (d- aXd - e) > 0 
như vậy hàm số y = ƒ(x) có đồ thị là một 
đường parabôn vừa nằm ở nửa mặt phẳng 
trên vừa nằm ở nửa mặt phẳng dưới như các 
bạn đã học trường hợp này chỉ xảy ra khi 
ƒfz) có hai nghiệm phân biệt. 

Có những bài toán lạ, khó mà xếp vào 
loại cụ thể nào, đo đó trong trường hợp này 
lại càng cần phải lưu ý đến tính đặc thù của 
bài toán để tìm ra cách giải. 

Ví dụ 4. Hãy tÌm tất cả các nghiệm 
nguyên +z, y của phương trình : 


\ 2ãx + VI@&x + \|#x + {4z + Vx =y (3) 


Nếu ở đây ta cho rằng có thể gắng sức 
lãy thừa bậc hai ð lần để khử căn, sau đó 
bấu víu lấy phương trình tìm được mà nghỉ 
cách giải thì chắc chấn việc thực hiện 
chương trình ấy sẽ thất bại, vì khí đớ trước 
hết ta sẽ đi đến : 

+ = ({[@? - 2ãz)? - 16x]? - 9x}? - 4x)? 
và các bạn cũng như tôi, Ít ai thích tính cụ 
thể vế phải viết trên. 
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Có thể giải gọn gàng phương trình (3) 
như sau : Trước hết để ý rằng z = y = 0 là 
một nghiệm. Ta hãy giả thử z > 0 (nhớ rằng 
+ và y nguyên). Bình phương hai vế của 
phương trình (3) ta thấy rằng : 

ViÖx +... =y?T— 2ãx (4) 


Vậy vế phải là một số nguyên dương. Gọi 
u là số ấy, và bình phương hai vế của phương 
trình (4) ta lại có : 


VÕ +... =2 — lôy 
và cứ tiếp tục thế, ta thấy rằng 
Ý4x + Ủx =p với p nguyên, (dương), 


do đó Ýx = p2 ~ 4x = q với g nguyên (đương) 
tức là ta đi đến đẳng thức 


p?2)+4q2 + q (5) 


Vì (24)” = 4q? < 44? + q < 4gˆ + 4q +1 = 
= (22 + 1)? nên đẳng thức (5) không thể xẩy 
ra với các số nguyên đương ?, g. 

Thành thử phương trình đã cho chỉ có 
một nghiệm nguyên x = y = Ô. 

Tớm lại đối với các bài toán "không tầm 
thường" cần hết sức chú trọng đến tính đặc 
thù của bài toán ấy, vấn đề này yêu cầu một 
sự suy nghỉ lính hoạt, và sáng tạo mà ta sẽ 
đề cập tới trong một dịp khác. 

Để kết thúc, chúng tôi để nghị các bạn 
thử giải bài toán sau đây. 

Bài toán 2. Với những giá trị nào của 
m thÌ phương trình 


Ýx? +m + 2jx7—m =x 
có nghiệm. Hãy xác định nghiệm ấy. 


MỘT KINH NGHIỆM 
GIẢI BÀI TOÁN HÌNH HỌC KHÔNG GIAN 


Có lẽ phần lớn học sinh chúng ta đều cho 
rằng giải toán hình học không gian khó hơn 
nhiều so với giải toán hình học phẳng ; nó 
khó ngay từ khâu nhận thức đề bài, vẽ hình, 
hình dung được vấn đề. Một điều để thừa 
nhận là hình học không gian liên quan chặt 
chẽ với hình học phẳng và nếu đã có kiến 
thức vững vàng, có óc suy luận tốt đối với 
các bài toán phẳng thì cũng sẽ dễ dàng làm 
quen và chóng tiến bộ trong việc giải toán 
không gian. Trong bài này xin để cập tới một 
khía cạnh : để giải toán không gian, ta tìm 
cách giải quyết bài toán phẳng tương ứng 
rồi từ đó vận dụng kết quả và có khi cả 
phương pháp giải bài toán phẳng để giải 
quyết bài toán không gian đó. 

Chúng ta cùng nhau xét mấy bài toán 
sau : 


1. BÀI TOÁN I 


Chứng minh rằng cạnh dài nhất của một 
hình tứ diện là khoảng cách lớn nhất giữa 2 
điểm thuộc tứ diện. 
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ĐÀO THỂ HƯNG 


Trước tiên ta xót bài toán tương ứng : 
"Chứng minh rằng trong tam giác, cạnh dài 
nhất chính là khoảng cách lớn nhất giữa 2 
điểm thuộc tam giác). 

Cách giải quyết cũng đơn giản, ta dùng 
phương pháp đặc biệt hớa. Gọi 2 điểm bất 
kì thuộc tam giác là M, N. 


4z 





8 ⁄“ w ề 


Hình 1 
* Nếu M và Ñ trùng với hai đỉnh của tam 
giác ta có ngay : 
MN < max (AB, ĐC, CA) 
* Nếu M hoặc X trùng với 1 đỉnh của tam 
giác. Giả sử M = A thì : 


Nếu W € AB hoặc N € AC thì ta có ngay 
lời giải. Nếu N € BC thì tùy theo vị trÍ của 
X so với chân đường cao H, ta kết luận được 
MỊN < AB hoặc MN < AC và do đó MN < 
max (AB, ĐC, CA). 

* Nếu M và X không trùng với đỉnh nào 
của tam giác. Ta đưa về trường hợp trên 
bằng cách nối NB, ta có 

MỊN < max (AB, BN, NA) < max (AB, 
BC, CA) 


A 


Hình 2 

Bài toán phẳng dược giải quyết, ta sử 
dụng kết quả để giải bài toán không gian. 

Xét khoảng cách giữa M và N là 2 điểm 
bất kì thuộc tứ điện ABCD. Bao giờ cũng 
đựng được một tam giác cớ 3 cạnh thuộc các 
mặt của tứ diện và chứa A#, N (chỉ cần dựng 
1 mặt phẳng chứa MÑ và 1 đỉnh của tứ diện) 
như hình 2. Nối AM và AN cát BC tại E, cÁt 


CD tại F. 
4 


Hình 3 
Theo kết quả bài toán phẳng : 
MN < max (AE, EF; FA) 


mà AE < max (AB, ĐC, CA) 


EF < max (BC, CD, DB) 
ÁF < max (AC, CD, DA). 


Từ đó suy ra : max (AE, EF; FA) < max 
(AB, AC, AD, BC, CD, DA) tức là MN không 
lớn hơn cạnh lớn nhất của tứ diện. 


II. BÀI TOÁN II 


Cho một góc nhị diện có các mặt là P và 
Q và 8 điểm A, B, C è bên trong nhị diện 
đó. Chứng minh rằng nếu tổng các khoảng 
cách từ mỗi điểm đó đến 2 mặt P và Q của 
nhị diện là bằng nhau đối với cả 3 điểm A, 
B, C thì tổng đó cũng lấy cùng 1 giá trị đối 
với mọi điểm của mặt phẳng ABC giới hạn 
ở bên trong nhị điện đã cho. 

Dễ dàng thấy rằng lời giải bài toán trên 
phụ thuộc vào lời giải bài toán sau. 


Bài toán 2. TÌm quỹ tích của những điểm 
M có tổng các khoảng cách đến 2 mặt P và 
Q của một nhị diện là một số không đổi *. 
Để giải quyết (2°) ta lại xét bài toán phẳng 
tương ứng. "Tìm quỹ tích của những điểm 
M có tổng các khoảng cách đến 2 cạnh của 
góc xoy là một số không đổi &". 

(Lưu ý rằng ta chỉ xét bài toán (2') và 
bài toán phẳng trong trường hợp M nằm bên 
trong góc nhị diện và góc phẳng). 


ọ 





Hình 4 

Lời giải bài toán phẳng là : quỹ tích là 
cạnh đáy AB của tam giác cân ỞAP trong 
đó A € Oz, B €C Oy, A cách Oy và B cách 
Ox đều một khoảng bằng &. 

Các bạn có thể tự kiểm tra kết quả này 
với nhận xét rằng : trong tam giác cân, mọi 
điểm thuộc đáy đều có tổng khoảng cách đến 
hai cạnh bên bằng đường cao thuộc cạnh bên. 

Lấy kết quả này để giải bài toán (2'). 

Thuận : Giả sử cho M là 1 điểm trong 
nhị diện PaQ, hạ MA L P, MB L Q> 
MA + MB = k. 

Dựng mặt phẳng S chứa M, A, B cất a 
tại Ó. Xét trong 8, dựa vào bài toán phẳng, 
ta có M thuộc cạnh đáy tam giác cân 
OM.M,, trong đó M; trên OA, M, trên ÓB 
và Äf, cách ÓA bằng #. Từ đó cũng suy ra 
dễ dàng M, cách Q và Àí, cách P đều 1 
khoảng bằng š. 
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Dựng mặt phẳng S chứa M4 M; và song 
song với a, cắt P và Q theo 2 giao ; tuyến Ất 
và Á.. 

Ta có A chứa Mí, và /j a ; A„ chứa M, và 
/ø đồng thời A, cách Q và A; cách P đều 
khoảng bằng *È, ảo đó A, và A “o6 định trên 
P và Q, suy ra M thuộc mặt phẳng R cố định. 











Hình 5 


Đảo : Lấy điểm A#f' bất kì thuộc # (phần 
trong nhị diện). Hạ M'A' L P, M'°B' L @. 
Phải chứng mình M'A' + X'°B' = &. 


Dựng mp SM', A, B) cắt a tại Ó', 
A; và A. tại Nị và N„ ta có N\, M',N; thẳng 
hàng (giao tuyến của ®' và RÌ. w và 1; lại 
có tính chất như A; và M_ tức là : lá cách 
@ và do đó cũng cách O” Nb một khoảng k; 
N, cách P và do đó cũng cách ƠN, một 
khoảng &. Suy ra AO N,À; cân và theo kết 
quả bài toán phẳng ta có : M'A'+M"B' = k. 

Như vậy ta được quỹ tích của M là phần 
mặt phẳng R nằm trong góc nhị diện. 

Kết quả này chứa đựng lời giải của bài toán 
2 nới trên. 


cất 


III. BÀI TOÁN 3 

Chứng minh rằng các hình chiếu vuông góc 
của đỉnh A của tứ điện ABCD trên các mặt 
phẳng phân giác trong và ngoài của các nhị 
diện cạnh BC, CD, DB là 6 điểm đồng phẳng. 

Bài toán này quả là khó nếu ta giải trực 
tiếp. Song nếu ta theo hướng giải quyết đề 
ra trong bài này thì có thể "gỡ mối” được. 

Bài toán phẳng tương ứng là : "chứng 
minh rằng các hình chiếu vuông góc của 
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đỉnh A của tam giác ABC trên các đường 
phân giác trong và ngoài của góc B và C là 
4 điểm thẳng hàng". 

Gọi hình chiếu của Á trên phân giác trong 
và ngoài của góc B là A; và A,. 





Hình 6 


Dễ dàng thấy AA,BA. là hình chữ nhật. 

ty đó chứng mình dễ đằng AiA. Íi BC và 
A,4„ đi qua điểm giữa của BA ' tắc là A ¡â¿ 

H đều A và đường thẳng BC. 

Chứng minh tương tự đối với đường 
thẳng nối 2 hình chiếu của A trên phân giác 
trong và ngoài của góc C. Cuối cùng ta được 
cả 4 điểm nằm trên đường thẳng. 

Ta sẽ sử dụng cả kết quả và phương pháp 
chứng mính bài toán phẳng trên để giải 
quyết bài toán 3. Để cho gọn ta lưu ý rằng 
ở bài toán phẳng chỉ cần chứng minh cho 
một trong 4 hình chiếu của A (chẳng hạn 
A) nằm trên 1 đường thẳng cách đều Á và 
đường thẳng BC là đủ, vì các điểm còn lại 
chứng mỉnh tương tự. 

Gọi hình chiếu của A trên mặt thẳng 
phản giác trong của nhì điện cạnh BC là Á 

+ mp (BCA,). Dựa vào kết quả bài toán 
những hướng chứng minh của ta là chứng 
minh A, thuộc mặt phẳng cách đều A và mặt 
phẳng BCD. 

Hạ A,H, + mp (BCD). Dựng mp chứa 


AAIH, cất BC tại bê 

và RC L A ¡ nên 
.VẬy AOH, là ve | phẳng 
BC và 0A) là phân giác 


lạ `có ; BƠ + AA 
BC L mp (AA,H,) 
của nhị diện can| 
của góc này. 





Qua A, dựng mp 6S // mp (BCD), cắt mp 
(AA,H,) theo 1 giao tuyến là A. Hạ AJ⁄ ¡+ 
A. VÌ A // OH, (giao tuyến của mp thứ 3 
với 2 mp song song) nên theo chứng minh 
của bài toán phẳng ta cố AH = A tủ: Vì 
mp (AA;H,) L mp (BCD) và mp 8 mp 
BCD Nếp mp (AA,H,) 1L mp S theo giao 
tuyến A mà AH L A nên AH 1 S. Suy ra 
mp Š$ cách đều điểm A và mp (BCD). 


Chứng minh tương tự ta cũng được các hình 
chiếu của A trên ð mặt phẳng phân giác 
còn lại đều thuộc mp S và bài toán giải 
quyết xong. 

Các bạn thân mến, trên đây là một vài 
suy nghỉ nhỏ có tính chất kinh nghiệm, 
mong rằng có giúp Ích được phần nào cho 
các bạn đang lúng túng nhiều khi giải toán 
không gian. 


KINH NGHIỆM CHỨNG MINH PHẦN ĐẢO 
BÀI TOÁN QUỸ TÍCH 


Giải một bài toán quỹ tích thường dùng 
phương pháp sau đây : 

Sau khi ta đoán nhận được quỹ tích của 
những điểm M có tính chất 7' đã cho là một 
đường đ nào đó thì ta chứng minh : 


Phần thuận : Mọi điểm M có tính chất 7 
đã cho thỉ ở trên đường ở (xác định bằng 
cách nào đó), 


Phần dẻo : Một điểm M' bất kÌ ở trên 
dường ở ấy thì cơ tính chất 7' đã cho (ø). 

Bài này nêu kinh nghiệm chứng minh 
phần đảo của phương pháp này. 

Thông thường đặt vấn đề để chứng minh 
(tức là nêu được mệnh đề (ø) trên) thì để, 
nhưng bắt tay vào chứng minh thì gặp khó 
khăn. Chính vÌ vậy mà trong nhiều bài toán 
quỹ tích người ta thường miễn việc chứng 
minh phần đảo, nhưng nếu ta biết cách vượt 
được khớ khăn đó thì thú vị biết mấy. Qua 
ví dụ sau đây ta sẽ thấy khó khăn ở chỗ nào 
và tìm cách giải quyết ra sao ? Từ đó rút ra 
quy tác suy nghỉ chung cho loại toán này. 

Ví dụ 1. Cho một điểm c bất kÌ trên đoạn 
AB cho trước. Dựng về cùng một phía với 
đoạn thẳng đó 2 hỉnh vuông có cạnh AC và 
CB. Tìm quỹ tích những điểm M là điểm 
giữa của đoạn nối tâm 2 hình vuông đó khi 
e di động trên AB. 

Trong phần thuận ta chứng mỉnh được rằng 
M sẽ chuyển động trên đoạn M,M, / AB, 


NGUYÊN HỮU LƯƠNG 


cách 4B một khoáng ÁH/4, với Mì và M, có 
hình chiếu trên AB cách A và Ø một }gtiàne 
AB/4 (hỉnh I) 





Hình † 


Phần đảo ta phải chứng mỉnh rằng : 

"Lấy một điểm M' bất kì trên AM Öf;, ta 
phải chứng minh rằng M' lờ điểm giữa của 
đoạn nối tâm 2 hình uuông có cạnh nổi tiếp 
nhau trên AB, dụng uề cùng phía uới AB uà 
tổng 2 cạnh của chúng bồng AB" (1). 

Th coi việc chứng minh phần đảo là một 
bài toán phụ, trong đó giả thiết là : 

- 1 đoạn AB cố định 

~1 đoạn M,M, (/ AB cách AB một khoảng 
AB/4 và hình chiếu hai đầu mút của nó ở 
trên ÁB cách A và B một khoảng A/4). 

- 1 điểm Äf' bất kì trên M,M, 
và kết luận của nó là phần chữ Sghiêng trong 
mệnh để (1). 


Căn cứ vào đó thì hình vẽ của ta chỉ cớ 
như ở (hình 2). 


(2) 
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A“ bú A1; 


AT “sỹ 
Hình 2 ï 

Bài toán phụ này khác với bài toán chứn 
mỉnh hình học thông thường ở chỗ nào ? 

Một bài toán thông thường thì căn cứ vào 
những điều đã cho trong bài toán ta đã vẽ 
được một hình hoàn chỉnh để tìm cách chứng 
minh. Nếu cần thì ta phải vẽ thêm một số 
đường phụ nữa để tÌm ra các kết luận phụ, 
làm căn cứ mới cho kết luận chính của bài 
toán. 





Đàng này những điều nói trong bài toán 
phụ này (như các hình vuông cạnh AC', C'B, 
đoạn nối tâm hai hình vuông...) chưa thể 
hiện được lên hình vẽ. Ta còn phải tiếp tục 
vẽ thêm hình, nhưng không phải là sáng tạo 
ra đường phụ mà phải tìm cách thể hiện 
những hình đã nơi đến trong bài toán. Tức 
là trên cơ sở hình gốc (hÌnh 2) ta phải dựng 
thêm hÌnh thỏa mãn các yêu cầu trong phần 
kết luận của mệnh để (1) 


Cụ thể ta phải đứng trước một bài toán 
dựng hình (theo vị trí như sau : 

Giả thiết của bài toán dựng hình là giả 
thiết (2) nói trên. 

lết luận là : Dựng 2 hình vuông về cùng 
phía với AB. Có hai cạnh nối tiếp nhau trên AB 
và tổng của chúng bằng AB sao cho Aƒ' là điểm 
giữa của đoạn nối tâm hai hình vuông đó, 

Phân tích : (hình 3). Muốn dựng được 2 
hình vuông, ta chỉ cần dựng một trong hai 
hình : chỉ cẩn tìm được một trong 2 tâm O' 
hoặc P°, chẳng hạn tâm O"', 

Ó' phải ở trên cạnh bên của tam giác 
vuông cân AGB. Vì M' phải là điểm giữa của 
O”P' nên trong tam giác vuông GO”P' ta có 
MO'=MPP' = GM'. 

Vậy Ó' là giao của AG và đường tròn (M', 
M'®), trong đó Mì và M'G đã xác định, 

Sau khi biết cách dựng, ta dựng hình 
vuông A4E'D”C' có tâm là Ở' ; P' là giao của 
OM' kéo dài với GB. Ta phải chứng mỉnh 
P' là tâm của hình vuông có cạnh là 8C'. 
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Hình 3 


Bạn hãy dùng giả thiết 2 và cách dựng 
các hình đó làm giả thiết và áp dụng tam 
giác đồng dạng để chứng minh kết luận của 
mệnh để (1). 


Ta sẽ trình bày lời giải của phần đáo như 
sau : "Dựng tam giác vuông cân AGB. Lấy 
1 điểm M' bất kỉ trên M,M, làm tâm quay 
1 cung bán kính M'G cát ÁG tại Ø, M'O' 
cắt BG tại P'. Kéo dài AOˆ một đoạn O'D? 
= Óˆ^A, Dựng các hình chữ nhật AC'D'E và 
BC '‡°UƯ. Ta sẽ chứng minh rằng các hình chữ 
nhật đó là hình vuông nhận Ø' và P' làm 
tâm và M' là điểm giữa của O”P'.... 

Tiếp theo ta sẽ chứng minh điều đó. 

Như vậy là trong phần đầu của việc 
chứng minh phần đảo ta đã dùng toán dựng 
hình để sáng tạo ra một bài toán mới - Giả 
thiết của bài toán này không những chỉ có 
giả thiết (2) mà còn thêm những yếu tố do 
ta mới dựng lên (GM' = M'O'; AO'= O'D; 
hai hình chữ nhật cạnh AC' và CB). Còn 
kết luận là phần còn lại phải chứng mình 
sau khi dựng (AE'D'C' và G'F”UB là hình 
vuông có tâm là ỞØ' và P'; @'M = M'P). 

Bài toán mới này giả thiết đã tăng lên 
còn kết luận thì giảm đi so với giả thiết (2) 
và kết luận (]). 

Th rút ra nguyên tắc chung là : trong 
phần đảo ta phải chứng tỏ rằng : 

"Với hình gốc (tạm dùng để chỉ những 
yếu tố cố định đã cho) oà uới bất kì một điểm 
M' nào ö trên đường d (hoặc một phần của 
đường d đã xác định trong phấn thuận) (œ cũng 
dụng dược 1 hình thỏa mãn các tính chốt của 
điểm M (là điểm ta phải tìm quỹ tích)”. 

Và quy tắc suy nghĩ chung là : 

Dựa vào hình gốc, đường ở đã tìm được 
trong phần thuận 0à điểm M đá xác dịnh 
(một cách bất kì) ở trên d để dụng một hình 
sơo cho thỏa môn tỉnh chất của M. Sau đó 


căn cứ uào cách dựng để xem chỉ tiết nào dã 
thỏa mãn, chỉ tiết nào còn phải chứng mình 
thêm", 


Rõ ràng cách suy nghĩ như vậy giống như 
là cách suy nghĩ của 1 bài toán dựng hình. 


Còn lời giải của phần đảo ta trình bẩy : 
Cách xóc định các hình dó như thể nào, 
dựng như thế thì chỉ tiết nào trong tính chất 
của điểm M dã thỏa mãn 0à fq còn chứng 
mình chỉ tiết còn lại nào ? Sau đó ta tiến 
hành chúng mình. 


Hãy áp dụng quy tác đó để chứng minh 
phần đảo của bài toán sau đây : 

Ví dụ 2 : Cho AABC, trên hai cạnh AB 
và AC ta lấy theo thứ tự các điểm D và E 
sao cho BD = CE. Tìm quỹ tÍch những điểm 
giữa của đoạn DE khi D và E chuyển động 
trên 4B và AC. 





Hình 4 


Với chú ý kẻ thêm A7 /¡ AC cắt DC ở 7 
và Mi là điểm giữa của BC (hình 4) bạn hãy 
tự chứng minh phần thuận để tự kết luận 
rằng : M' ở trên đường thẳng đ đi qua M 


cố định và làm với M một góc MM,C = 
= 1809 - (C + A/2) (C và A là góc trong của 
AABC). 

Bây giờ ta suy nghĩ để chứng minh phần 
đảo : 


Phần đảo ta phải chứng minh rằng : 

Lấy một điểm M' bất kì trên ở, ta phải 
chứng minh ràng M' là điểm giữa của đoạn 
DE(D' € AB, E' G AC) mà BD = CE'. 

Thoạt tiên ta chỉ có hình vẽ như trên hình 
ð. Bây giờ ta phải xác định điểm ?Ð' và E' 
như trên. 

Rõ ràng D”, E' phải tùy thuộc M ', ta không 
thể xác định D' tùy ý rồi lấy CE' = BD' hay 





ngược lại ; cũng không thể qua 3” kẻ 1 đoạn 
ĐE' bất kì được. Th phải sử dựng công cụ 
toán dựng hình để suy nghỉ : 

Phân tích : Ta chỉ cần xác định một trong 
hai điểm Ð' hoặc E'. Ở phần thuận ta đã lợi 
dụng A MM SE: lô) đây nếu ta xác định được 
1' thì ta có thể xác định được Ð' (hoặc E”) 
là giao của CJ' với AB (hoặc ÐỸ' với AC), mà 
1' thì có thể xác định được : là giao của 2 
đường thẳng kẻ từ Mĩ, và M' lần lượt song 
song với AC và AB. 

Như vậy ta có lời giải phần đão như sau : 
"Lấy một điểm M' bất kì trên ở”, kế M'Ƒ' / AC, 
M J AC. Nối BỊ' và kéo đài cất AC (kéo 
dài ở E'; E?M' kéo dài cắt AB ở D'. Ta phải 
chứng minh rằng 8D' = CE' và D'M' = M?E'...", 
tiếp theo ta chứng minh điều đớ. 


M À 








Hình ó 


Một ví dụ về phạm sai lầm trong việc 
chứng mỉnh phần đảo sau đây sẽ giúp ta rút 
thêm kinh nghiệm. 
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Ví dụ 3. Cho hai điểm cố định A và B và 
một đường tròn thay đổi sao cho mỗi điểm 
A và B đêu có phương tích không đổi đối với 
đường tròn này. Tìm quỹ tích tâm O của 
đường tròn đó. 


Sau đây là lời giải trong sách bài tập hỉnh 
học lớp 8 : 


"Thuận. Già sử A và B có phương tích 
P„ và Pg đối với đường trong (O, R) và 


Pụ> Pp. 


NgJ S2 


A 


diình 7 
Ta có P,=OA?— R2 
ST 2 _. g2 
Pạ= OBˆ~R 
Suy ra OA? - OB? = P„~ Pụ 


P„ và Pp không đổi nên OA2 - OB2 không 


đổi. Vậy Ø nằm trên đường thẳng A vuông 
góc với đường thẳng AB, quỹ tích những 
điểm 7 mà hiệu bình phương các khoảng 
cách đến A và B bằng PyT~Pp. 


Đảo lại : Mọi đường tròn (Ø”, #°) có tâm 
nằm trên đường thẳng này đều cho ta : 
O'A?— O'B2= P„— Py Œ) 


hay  ƠA?—-P,=Q'B-Pe=R? (2 


Từ đó suy ra 
=O'A2 ~ p2 
?„ =ƠAˆ~R 
và p=0'B?— R2 (3) 
Như vậy là A và B đều có phương tích 


không đổi đối với mọi đường tròn có tâm O' 
nằm trên A..." 


Sau đó là kết luận. 


Phần đảo như vậy là sai ! Theo cách 
chứng mỉnh đó thì trong giả thiết của phần 
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đào P„ và P„ không phải xác định trước mà 


chỉ khi rút ra các hệ thức (3) thì từ đó mới 
kết luận P„ và Ðẹ; không đổi. 


Nhưng khi đã xác định O' trên A thì O'A 
và Ô'B cũng đã xác định, lúc đó P„ và Tp 


hoàn toàn phụ thuộc #'. Mà ở đây #' thì lại 
lấy tùy ý (vi không chỉ rõ xác định #' nhự 
thế nào) nên ?¿ và P„ đều thay đổi theo R' 


mặc đầu PạTPg không đổi (theo (1)). 


Chúng chỉ có thể giữ nguyên phương tích đã 
cho trước nếu lấy R' thích hợp. 


Đúng ra ta phải làm như sau. 


Đặt giả thiết phương tích của A và B đối 
với (O, R)) là m2 và z2 không đổi. Trong phần thuận 
ta chứng minh được OA2 - OB2 = m2 - n2, 
suy ra Ó € A. 

Đảo : lấy Ó' bất kì trên A, xác định 
R' =jO'AT~ mỸ (4). Dựng đường tròn (O', 
R). Như vậy phương tích của A đối với 
đường tròn này bằng m2 cho trước. Ta phải 
chứng minh rằng phương tích của Ø đối (O', 
') cũng bàng n2 cho trước. 


Th có : 
O'A2 - O'B2 = m2 - n2 (vì O' œ A) 
8u Ta : 
O 'A2 - m2 = O'B2 - n2 (5ð) 


mà (O7A2- m2 = R2 (suy ra từ (4) (6) 
nên O°B2 - n2 = R2 (so sánh (5) và (6)). 


Do đó O°B† - R2 = n2 {đ.p.c.m) 

Một trong những sai lầm trong ví dụ này 
là không tuân theo nguyên tắc nói trên : 
Đáng lẽ từ hình gốc (2 điểm A, B), đường A 
và điểm Óˆ đã chọn (một cách tùy ý) trên A, 
ta phải đạt câu hỏi là dựng đường tròn tâm 
O' bán kính như thế nào để có phương tích 
của A và B đối với đường tròn này đều bằng 
giá trị cho trước. Từ chỗ không nới rõ cách 
xác định ' dẫn đến sự mập mờ về giá trị 
của P„ và Pụ, 

Tưm lại, trong phần đảo việc xây dựng 
bài toán phụ cần phải tuân theo nguyên tắc 
của toán dựng hình. Các yếu tố do ta xây 
dựng để thể hiện tính chất của điểm quỹ 


tích cần chỉ rõ chúng được xác định như thế 
nào. 


SỐ SIÊU VIỆT 
VÀ BÀI TOÁN THÚ 7 CỦA HIN - BE 


Ở lớp 8, các bạn đã làm quen với số vô 
tỈ, và biết rằng các số hữu tỉ và các số võ tỈ 
lập thành tập hợp số thực. Các bạn cần biết 
thêm rằng : số thực cớ thể là số đại số hoặc 
là số si@u uiệt. 

1) Chúng ta vẫn thường gặp các số 
đại số, chẳng hạn các số 3/5, ý Ÿ5 š 


V2+3 3 V.V.... 


Một cách tổng quát, số đại số là mọi số 
#, nghiệm của một phương trình có dạng. 

“.x" Tay v1 T E+.. + gix +a¿=0 () 
trong đó n là số tự nhiên > 1, các hệ số 
đ„. đ„_+,..,g0 đều là số nguyên ( ơn z 0). 
Phương trình (1) iờ phương trình dại số uói 
hệ số nguyên. 

Thí dụ : các số 3/5 Ýð, V2+ Ÿ8 là các 
số đại số, vì 3/5 là nghiệm của phương trình 
Øøx~-3 =0, % là nghiệm của phương trình 
z-5=0,V2+ Ÿ8là nghiệm của phương 
trình xố - 6x“ + 12x? - 11 = 0 , Và các 
phương trình này đều có đạng (1) 

Chú ý rằng mọi số, có được từ những số 
tự nhiên nhờ bốn phép tính số học (cộng, 
trừ, nhân, chia) và phép lấy căn (như các số 
3/õ Ÿð ....) đều là số đại số. Nhưng không 
phải mọi số đại số đều có dạng ấy ; chẳng 
hạn các nghiệm số của phương trình . 

+zỞ-8x+3 =0 
là số đại số, nhưng không thể biểu thị được 
dưới dạng căn thức (người ta nơi rằng 
phương trình x? ¬ 3x + 3 = 0 không giải 
được bằng căn thức). 

2) Những số không phải là số đại số được 
gọi là số siêu uiệt. Nói cách khác, số siêu việt 
là số không nghiệm đúng bất kÌ một phương 
trình nào cớ dạng (1). 


Số siêu việt rất quen thuộc với chúng ta 
là số z. Khi lấy logarit thập phân của các số 


HOÀNG CHÚNG 


dương, chúng ta được hầu hết là số giêu việt 
(mà giá trị gần đúng được cho trong bảng số). 

Đã từ lâu, các số siêu việt được nhiều nhà 
toán học quan tâm nghiên cứu. Nhà toán học 
lả~u-vin là người đầu tiên chứng minh được 
(năm 1844) rằng số siêu việt là cơ thật và 
chỉ ra được cách xây dựng những thí dụ về 
số siêu việt (cuối bài này, sẽ trỉnh bày ý 
trong chứng minh của Li-u-vin), Năm 1873. 
Ec-mit chứng minh rằng số e là số siêu việt 
(số e xấp xỈ 2,7, là một số có vai trò rất quan 
trọng trong toán học, vật lí, kỉ thuật...) Năm 
1882, Lin-đơ-nam phát triển phương pháp 
của Ec-mit và chứng minh được rằng số zx 
là số siêu việt. Đây là một kết quả rất lí thú 
của toán học, vì qua đơ giải quyết được một 
bài toán nổi tiếng đã thu hút tâm trí của 
biết bao thế hệ các nhà toán học từ hàng 
nghìn năm : Lin-đơ-man đã chứng minh 
được rằng không thể cầu phương được hình 
tròn, tức là không thể dựng được, chỉ với 
thước và com-pa, một hình vuông có diện 
tích bằng hÌnh tròn cho trước. 

3) Năm 1900, nhà toán học Hin-be đã 
nêu lên bài toán sau đây : 

Những số có dạng ơ°, trong đó a là số dại 
SỐ, # 0 uờ # 1, uù b là số uô tỈ đại số - 
chẳng hạn số 2Ý2 ~ có phải là những số siêu 
uiệt hay Ít ra là số uô H ? 

Đây là bài toán thứ 7 trong 23 bài toán 
nổi tiếng của Hin-be, những bài toán mà 
"thế kỉ thứ XIX thách thức thế kỉ thứ XX". 
Năm 1748, Ö le cũng đã đề ra bài toán tương 
tự, nhưng ở dạng đặc biệt hơn). 

Trong suốt gần 30 năm, bài toán trên đây 
vẫn chưa có lời giải. Cho đến năm 1929, nhà 
toán học Xô viết trẻ tuổi Ghen-phông đã giải 
được bài toán trong một trường hợp riêng. 
Năm 1980, Cu-dơ~-min, áp dụng phương 
pháp của Ghen-phông đã chứng minh được 
rằng số aÝP (œ là số đại số z# 0 và z 1,p 
dương và không phải là số chính phương) là 
SỐ siêu việt ; nói riêng, số 2Ý? là số siêu 


301 


việt. Đồng thời với Ghen-phông, nhà toán 
học Đức Di-ghen đã chứng minh tính chất 
siêu việt của nhiều số có ý nghĩa trong toán 
học. Cuối cùng, năm 1934, Ghen-phông đã 
giải trọn vẹn bài toán của Hin¬=be bằng cách 
chứng minh rằng các số có dạng aP nói trên là 
số siêu việt. Việc giải bài toán này, đúng như 
dự kiến của Hin-be, đã "đưa đến những phương 
pháp mới và những quan điểm mới về bản 
chất của những số vô tỈ và siêu việt đặc biệt". 

Từ định lí này của Ghen-phông cớ thể 
suy ra được rằng logarit thập phân của số 
hữu tỉ phải là số hữu tỈ (như lg 100 = 2) 
hoặc là số siêu việt. Chẳng hạn ta chứng 
mỉnh lg2 là số siêu việt Thực vậy, lg2 không 
thể bằng số hữu tỉ p/q, vÌ nếu ¿g 2 = pị⁄q (p, q 
là số tự nhiên) thì 10P/4 = 2, hay 10P = 24; 
đẳng thức này không thể có được, vì 10p bao 
giờ cũng tận cùng bằng 0, còn 21 lại tận cùng 
bàng 2, 4, 6, hoặc 8. Như vậy lg 2 phải là 
số vô tỈ. Nhưng lg 2 không thể là số vô tÌ 
đại số, vì nếu lg 2 là số vô tÌ đại số thì theo 
định lí Ghen-phông, với a = 10, b = g2, 
ta được a” — 10#? là số siêu việt ; điều này 
không đúng vì 102 = 2. Vậy lg 2 phải là số 
siêu việt. 

4) Bây giờ, ta trở lại tìm hiểu cách xây 
dựng những số siêu việt đầu tiên trong lịch 
sử toán học, với Li—u-vin. 

Th gọi số + là số đại số bậc n nếu x thỏa mãn 
phương trình dạng (1), bậc ø, nhưng không 
thỏa mãn phương trình có cùng dạng mà có 
bậc thấp hơn n. Thí dụ số V2 là nghiệm của 
một phương trình bậc hai (x2 - 2 = 0), và không 
thế là nghiệm của một phương trình bậc 
nhất, do đó V2 là số đại số bậc 2 ; số Ÿð là 
nghiệm của phương trình bậc ba x - 5 = 0 
và có thể chứng minh được rằng Ÿ5 không 
thể là nghiệm của bất kì một phương trình 
bậc hai hay bậc nhà nào, do đơ Ÿð là số đại 
số bậc ba... Chú ý rằng số đại số bậc n > 7 
không thể là số hữu tỉ, vì số hữu tỉ p/q là số 
đại số bậc 1 (/q là nghiêm của phương trình 
bậc nhất gx ~ p = 0. 

Ta biết rằng mối số vô tỈ z có thể biểu 
thị gần đúng, với độ chính xác tùy ý, bằng 
một số hữu tỈ ; nói cách khác, có thể chỉ ra 
một dãy số hữu tỈ píg : 


PI+ ›P2/Q;› - - - › PmÍQ,m, -- (2) 
(ớt môỗu số q tăng 0ô hạn biểu thị giá trị 
gần đúng ngày càng chính xác của số x 
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(chính xác hơn là dãy (2) có giới hạn là +). 
Thí dụ vô số vô tỉ 
Ý2, ta có đãy giá trị hữu tỉ gần đúng 
1, 14/10 ( = 1,4), 141/100 (1,41), 
1414/1000 (1,414),... (8) 
Định lí Liu-vin nói rằng nếu x /è số uô ¿Í 
đại số (tức là số đại số có bậc nø > 1) thì 
trong dãy (2) với mẫu số g đủ lớn, nhất định 
sẽ xây ra bất bằng thức. 
lx — piq| > 1/q" +1 (4) 
Thí dụ với số V2 (số đại số bậc n = 2), 
thì trong dãy (3) với g > 10, ta sẽ có (4) : 


V2 — 14/10 = 0/0141 > 1/10 
Dùng định lí Liu-vin, ta sẽ chứng mình 
rằng số x sau đây là số siêu việt 
x= 1/10 + 1/10? + 1/10!'+... + 
+ 1/10?! + 1/1005 + 1)t + 
+... = 0,11 0001 000 000 000 000 000 001 000... 
(trong đó n ! chỉ tích 1.2... n). 
Thực vậy, gọi #m là số 
Z„ = 1/10 + 1/10? + + 1/10” 


Sau khi lấy mẫu số chung là 10”', ta tìm 
được x„ = p/10”! và có 


|xz— x„| = 1/1005 * 11 + 1/10089*2) + ...+ 


+...< 10/1008 3 DỊ, 
Giả sử x là một số đại số bậc n. Thế thì 


thay vào bất dẳng thức (4) số 
ĐÍq = x„ = pÍ1 ta có 
|xT— z„| > 1/106 + Ð) (6) 


với m đủ lớn. 5o sánh (5ð) và (6), ta được : 

1/10!Œ+ D< 10/1008 Đị= 1/100† D!~1 đo đó 
mÌ(n + 1) > (m + 1)! — 1 

với m đủ lớn. Nhưng bất đẳng thức này không 

đúng với những giá trị của lớn hơn n. Điều 


mâu thuẫn này chứng tỏ rằng z không phải 
là số đại số, nghĩa là z là số siêu việt. 


` *% ` + ˆ ` La 
BẢN VỀ LỚI GIẢI MỘT BÀI TOÁN 

HỎI : -Đề nghị giải hộ bài toán sau đây : 

Chúng mình rồng nếu ỏ phía ngoài của 
một tứ giác lồi ta dụng bốn hình uuông 
nhận bến cạnh của tứ giác làm cạnh thì tâm 
của 4 hình uuông đó là đỉnh của một tứ giác 
có hai đường chéo uuông góc. 


NHIỀU BẠN DỌC 


ĐÁP : Để giải bài toán này, ta sử dụng 
bài tập sau đây thường cho ở cuối lớp sáu : 

"Chứng minh rằng nếu ở phía ngoài của 
một tam giác ta dựng hai hình vuông nhận 
hai cạnh nào đó của tam giác làm cạnh thì 
đoạn thẳng nối tâm của hai hình vuông đó 
sẽ là đáy của một tam giác vuông cân mà 
đỉnh là trung điểm của cạnh thứ ba trong 
tam giác đã cho ". 


Trên hình 1 ta có : A FBC = A ABE (cgc). 
đo đó : AE = FC. 

A FMN và AAMB đồng dạng (øg) do đó 
góc N vuông tức. 


AELFC 


/ 1 / 1 
2 


AC, do đó HK Š 1K 





Hình 1 
Bây giờ ta giải bài toán cho trên đây. Ö 
hình 2, ta có AE Š BE, DE Š EC 
do đó: — A DEB = A CEA (cgc) 


Vậy — AC = DB 





Hình 2 


A DEG và A CFG đông dạng (gg) do đó 
góc F vuông tức ÁC 1 DB. 


Nguyễn Mạnh Khanh 
Sinh viên năm thứ II! — Khoa Toán ~ 
Đại học Sự phạm Hà Nội 
Lời bàn thêm : Đồng chí Khanh đưa ra 
cách giải trên đây nhưng không phân tích lí 
do của các bước chứng minh. Để giúp độc 
giả rèn luyện tư duy toán học, chúng tôi xin 
đưa ra một cách giải có phân tÍch mà về thực 
chất không khác cách giải của đồng chí 
Khanh mấy tí. 


Mới thoạt nhìn, ta thấy bài toán có vẻ 
khớ vÌ tứ giác đã cho không có gì đặc biệt. 
Hai tâm A, C quan hệ với hai cạnh đối diện 
PQ, FS còn hai tâm B, D quan hệ với hai 
cạnh đối điện Q#, SP (hÌnh 3). Câu hỏi đầu 
tiên sẽ là làm thế nào bác được một cái "cầu" 
nối liền hai cặp cạnh đối diện đó. Muốn vậy, 
trước hết ta phân tích cụ thể hơn quan hệ 
giữa mỗi tâm và cạnh tương ứng : muốn 
dựng tâm tương ứng với cạnh nào thì lấy 
trên trung trực của cạnh đó (về phía ngoài 
tứ giác) một điểm cách cạnh đó một khoảng 
bằng nửa cạnh. Sự phân tích này làm ta chú 
ý đến vai trò các trung điểm của các cạnh. 
Mà ở đây lại là một bài toán về phương các 
đường thằng (chứng mình rằng hai đường 
thẳng vuông góc với nhau), nên bất cứ cái 
gì có thể liên quan đến khái niệm "song 
song", "vuông góc" cũng khiến ta phải quan 
tâm. "Trung điểm” của các cạnh gợi ngay cho 
ta "đường trung bình" của một tam giác. Th 
đi vào khai thác ý này. Th hãy lấy trung 
điểm K của đoạn PQ. Nên nối K với điểm 
nào ? - Nối với trung điểm L của cạnh Q# 
chăng ? Như vậy thì ta được một đường 
thẳng song song với PR mà PR thì không 
liên quan gì tới những điều ta muốn xét. Bởi 
vậy ta nghĩ đến việc nối X với trung điểm 


E của PR. Như vậy ta được đoạn KE Š BL. 
Thế là ta đã thấy được cách xây dựng cái 
"cầu" nối liền hai cặp cạnh đối diện của tứ 
giác đã cho : bốn trung điểm của bốn cạnh 
PQ, QR, RS, SP uè dặc biệt điểm E sẽ là 
năm "trụ" của cái cầu đớ. Như vậy thì bây 
giờ ta được hai đường gấp khúc AXEMC và 
BLEND trong đó : 


AKS LE, KE> BL, EMS ND, MC> EN. 
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Nhưng các đoạn tương ứng của hai đường 
gấp khúc đó lại sắp theo thứ tự không giống 
nhau. Ta dựng hai hÌnh bình hành AKEK? 
và CMEM' (hình 3), Như vậy thì hai đường 
gấp khúc AK'EM'C và BLEND có các cạnh 
tương ứng vuông góc và bằng nhau. Do đó 


suy ra dễ dàng AC> BD. 





Hình 3 

Đến đây, bạn đọc nào tỉnh ý một chút (do 
thường ngày, hay có thới quen phê phán, 
nhận xét) sẽ thấy ngay rằng trong giả thiết 
ở trên thỉ giả thiết 
"lổ” hình như 
không được dùng 
đến. Thật ra, nó 
cố được dùng, 
nhưng dùng 
không hết. Có thể 
thay thế nó bằng 
giả thiết yếu hơn 
sau đây : quay đỉnh Q xung quanh K cho 
đến trùng với tâm A thì ta quay ngược kim 
đồng hồ, quay đỉnh # xung quanh L cho đến 
trùng với Ö cũng vậy, và Š đến trùng với Œ 
(xung quanh M), P trùng với D (xung quanh 
Ñ) cũng thế. Với điều kiện đó thì dù tứ giác 
trên cớ lõm, có chéo hay có suy biến thành 
tam giác (tứ giác 
có hai đỉnh trùng a $ r8 
nhau) định lí vẫn A 
đúng. VÍ dụ : đem 
áp dụng vào tứ 
giác chéo, hoặc ˆĐ c2 “ 
lñm PQ@RS ở hình 
4 (a và Ð) trong đó 





lình 4a 


Hình 4b 
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tam giác PES là vuông cân thì ta lại tìm 
thấy kết quả của bài toán lớp 6 mà đồng chí 
Khanh đã sử dụng để giải bài toán này. 

Nếu đem áp 
dụng vào một 
tam giác (hình 
ð) thÌ cố ngay 
định lí 
đây nếu ở 
phía ngoài một 
tam giác ta 
dựng ba hỉnh 
vuông trên ba 
cạnh thỉ tâm 
của ba hình 
vuông đó sẽ là 
đỉnh của một tam giác mới có ba đường cao 
đi qua ba đỉnh của tam giác đã cho. Ba cạnh 
của tam giác mới theo thứ tự bằng các đoạn 
nối các đỉnh của tam giác đã cho với tâm 
hình vuông tương ứng. 


Thậm chí định lí vẫn áp dụng được vào 


những tứ giác suy biến thành đoạn thẳng 
(hình 8) 


sau 





;Hình 5 


ˆ q 2 q 








Hình 6 

hay có một đỉnh nằm trên một cạnh (hình 

7), nói một cách tổng quát là dù cho vị trí 

của bốn điểm P, Q, R, 8 nằm trong mặt 

phẳng như thế nào thì định lí vẫn đúng. Các 

bạn cứ thử xem và rất cớ thể tìm ra được 

những điều hay hay. 
Đấy, các 

bạn thấy F) 

không, nếu có 

óc nhận xét 

thÌ chẳng cần 

những kiến 

thức cao xa, 

chúng ta đã 

có thể làm 

việc một cách sáng tạo và hứng thú chứ 

không phải là chỉ biết bảo gì làm nấy. 


đình 7 


NGUYÊN CẢN11 TOÀN 





GIẢI ĐẠI SỐ BẰNG CÔNG CỤ HÌNH HỌC 


Lâu nay trong quá trình học tập chúng 
ta rất hay dùng công cụ đại số để giải hình 
học, nhưng việc giải đại số bằng công cụ hình 
học thÌ còn ít. Học tập ở trường chúng tôi 
rất thích dùng công cụ hình học để giải đại 
số, bởi vì nhiều bài toán đại số mà chỉ đơn 
thuẩn dùng công cụ đại số để giải thì rất 
khó, nhưng khi đã chuyển nó sang dạng hình 
học thì rất đơn giản. Trong bài báo này tôi 
muốn giới thiệu với các bạn vài bài toán đại 
số và dùng hình học để giải. 

Bài I. Chứng minh bất đẳng thức. 


c(a — cơ) + \ c( —c) «< Vab 


(bài thi vào đại học năm 1980) 

Th dựng tam giác ABC có AB = Ýa, 
AC =Ýb, đường cao AH = ể. Theo định lí 
Pi-ta-go ta có ngay 

BH= Ja-—c : CH = jb—c 

Như vậy vế trái của bất đẳng thức cẩn 
chứng minh chính bằng hai lần tổng diện 
tích của hai tam giác AHB oà AHC, tức là 
bằng hai lần điện tích tam giác ABC. Mạt 
khác, hai lần điện tích tam giác ABC không 
lớn hơn tích AB.AC =a. Bất đẳng thức 
được chứng minh. 


4 
va; V2 
P Vc' TW Nếc [b 


Bài 2. TÌm giá trị bé nhất của hàm số 


y=Ýx “xz+1+đzZ+zx+]1 


Th biến đổi 
y= ÝŒ - 1⁄2)? + (8/297 + 


+ {œ + 1/2) + 3/22 


¿0-TœT 


NGUYỄN PHƯƠNG MAI 
(Nghệ An) 


Trong hệ trục tọa độ +#0y ta lấy các điểm 
A(_- 1⁄2, 3/2), B(1/2, {3/2) M(x, 0), thì ta có 
y= BM +AM 





Bài toán của ta trở thành bài toán hình 
học : Cho tam giác ABM có các đỉnh A và 
B cố đỉnh, còn đỉnh M chạy trên đường 
thẳng song song với cạnh AØ. Tìm vị trí 
của M để chu vi tam giác ABM nhỏ nhất. 
Bài toán này rất đơn giản, chu vi tam giác 
AMB đạt nhỏ nhất khi tam giác MAB cân => 
x=0= #min = 2 

Bài 8. Cho a, ð, c, đ là các số thực sao cho 

ø2+b2 =1, @) 
ctưd=3 (2) 
Chứng minh bất đẳng thức 
de + bđ + cđ (9 + 6J5)/4 

Đây là bài toán nếu giải bằng đại số thì 
khó, bởi vÌ vế trái bất đẳng thức không đối 
xứng và vế phải là số phức tạp. Bây giờ ta 
giải bằng hình học. 
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Quỹ tích những điểm XM (ơ, b) thỏa mãn 
(1) là đường tròn tâm O bán kính 1. 


Quỹ tích những điểm X (œ, đ) thỏa mãn (2) 
đường thẳng y = -x + ở 

Mặt khác bất đẳng thức đã cho tương 
đương với 

(20 ~ 11+ 6ý2)/4 > ac +bd +cẩj = 

10 — 2 (ae + bđd +cđ) > (11—- 62)/2 (3) 

Thay ø”+ b7 = 1 

9- 2cd = c?d? vào (3) ta có : 

ø2+b+c2+đ2 - 2ac- 2bd > (8— V2)2/2 

=(& ~ c}? + (b — đ)? > (8— {23272 

=ÍG-2*+ 0-37 > (- {N5 

Vế trái của bất đẳng thức là đoạn AMN 
với M thuộc đường tròn. W thuộc đường thẳng. 


Vẽ phải là đoạn AB. Th luôn có MN > AB, 
suy ra điều phải chứng minh. 
Bài 4. Giải hệ phương trình 
S./ESG ki = 
lạ VeES 2 + ÀRZ=P7 
z=Wx?-c?+ Ýy7—c? 
Cho ø, b, c lớn hơn không và i/œ + 1/b 
> lịc, 1jb + lịc > lía, lịc + 1/a > 1/b . Dựng 


5 = YPŒ ~ *z)(p ~ y)(p ~ 2) 


tam giác ABC có AC = y, BC = z, đường cao 
hạ từ C bằng ø . Theo phương trÌnh (1), ta có 
AB = zx. Dựng tam giác ABC; có AB) = z, 
C,B, = z, đường cao hạ từ Ö, bằng ö. Theo 
phương trình (2), ta có A¡C; = y . Dựng tam 
giác A,B,C, có AB, =x. C, A;=y, đường 
cao hạ từ Á, bằng c. Theo phương trình (2) 
thì 8,C, bằng z 

Các tam giác ABC, A;BịG, A;B,C, bằng 
nhau nên chúng có diện tích bằng nhau. 

0x = by = cz = 2S €Œ) 
(8 là diện tích mỗi tam giác). 

Ba tam giác nơi trên được ghép lại thành 
tam giác ABC có các cạnh +, y, z và các đường 
cao tương ứng với các cạnh đó là a, ö, c. Ta 
tính các cạnh của tam giác theo ơ, Ö, c. 





Theo công thức Hêrông, ta có. 


p=(x+y+#z)/2 = S (lia + 1/b + 1/e)đo (s) nên 





1,1,1. ,1,1 


Ầ> S= 1/ 


1,1 1 





k5 k b 3 e ) ( LÀ 

Ta tìm được x = 25/z, y = 2%, 
z = 2Síc, S được tính bằng công thức trên : 

Bài õ. Cho p,g là các số thực sao cho 
phương trình +2 + px +q = 0 có hai nghiệm 
thực có trị tuyệt đối không vượt quá 1. Tìm 
giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu 
thức. 

P= p (p? + 2q2 ~8) + q? (q? ~8) 

Gọi ~¡, x„ là hai nghiệm của phương trình 
z? + px + q = 0. Theo giả thiết, ta cớ 
lzạ| <« 1.|z;| < 1. Vậy 

~1<¡~ *„/2 = — pi2 < 1 

và @D>0,ƒ(1)z0 
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E597 87110 Sở 1n), 


Vì phương trình có hai nghiệm thực, nên 
A > 0. Hệ điều kiện được viết lại là 
p?- 4q >0 
_2<p<2 
1+p+qgạ>0 
i-pt+tqạ>0 
Ta biểu diễn miền nghiệm của hệ trên 
mặt phẳng pÓq. Phần mặt phẳng bị gạch kể 
cả biên là miền nghiệm của hệ. 
Tu cớ thể viết 
P= ( Lời q32 = 32 + qD 


Đặt ø=p^+d2. Đây là phương trình 
đường tròn có tâm là O và bán kính biến 





thiên trên miền nghiệm của hệ trên. Nhìn 
trên đồ thị ta thấy #mạ„ khi đường tròn đi 
qua hai điểm (- 2, l) và (2, 1) = ỷu =V5 
=u=övàu, khi u =0. 











Ta cần tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
nhất của P = u2 - đu với 0 < u < 5. Ta vẽ 
đồ thị của hàm số P = u? - 3u. trên đoạn 
[O, ð]. Nhìn vào đổ thị, ta thấy giá trị lớn 
nhất của P bằng 10 và giá trị nhỏ nhất của 
P bằng 2,25, 

Do khuôn khổ bài báo, tôi chỉ xin trình 
bày mấy bài toán nhỏ vậy thôi. Mong các 
bạn trong quá trình học hãy làm quen với 
phương pháp này, chác chắn rằng các bạn 
sẽ thu được nhiều điều thú vị và bổ ích, 


#ØÈ=~==-~~- 





† 
-22 





Bây giờ xin tặng các bạn hai bài toán. 
1. Cho a,b,e, dở là các số sao cho 
la-b| +la+b]| =9%c+d=ag 
Chứng minh rằng 
l1i~ [a2 ~ b2] ~ 9 (cd + ae + bđ) > 1/8, 
2. Khảo sát số nghiệm của hệ phương 
trình theo ø 
xz2—y2=0 
4> 
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Chương - BƯỚC ĐẦU TÌM HIỂU TOÁN HỌC HIỆN ĐẠI 


BÀI TOÁN THỨ MƯỜI CỦA HINBE 
ĐÁ ĐƯỢC GIẢI QUYẾT 


"Cơ ai trong chúng ta lại không muốn véền 
bức màn đang che kín tương lai của chúng 
ta, để dù chỉ một thoáng nhìn thấy được 
những thành tựu mai sau của kiến thức loài 
người và những bí mật phát triển của nớ 
trong những thế kÌ sáp tới ? Những mục tiêu 
đặc biệt nào mà những trí tuệ toán học chủ 
đạo của thế hệ tương lai sẽ tự đặt ra cho 
mình ? Những phương pháp mới và những 
sự kiện mới nào sẽ được phát minh vào thế 
kỉ tới trong lĩnh vực rộng rãi và phong phú 
của tư duy toán học ?" 

Bằng những lời đẹp đẽ đó, nhà toán học 
Hinbe đã mở đầu bài phát biểu nổi tiếng của 
mình tại Đại bội toán học quốc tế lần thứ 
hai ở Pari năm 1900, năm cuối cùng trước 
khi bước sang thế kỉ 20 với những thành tựu 
huy hoàng của khắp các lĩnh vực khoa học 
kỉ thuật mà chúng ta đang được chứng kiến 
ngày nay. Nhưng Hinbe không phải chỉ 
muốn vén bức màn tương lai, mà với trí tuệ 
uyên bác, với nhãn quan sắc sảo của mình, 
Hinbe đã phần nào tiên đoán được hướng 
phát triển tương lai của toán học và đã góp 
phần cống hiến to lớn trong việc vạch đường 
cho sự phát triển đó. Trong bài phát biểu 
nói trên, Hinbe đã đề ra một loạt 23 bài toán 
lớn trong hầu khắp các lĩnh vực toán học, 
mà việc nghiên cứu giải quyết chúng từ đó 
đến nay đã thu hút sự cố gắng của rất nhiều 
những tài năng toán học lỗi lạc và thực sự 
đã có ảnh hưởng lớn đến toàn bộ sự phát 
triển của toán học trong thế kỉ 20 này. 

Bảy mươi năm đã trôi qua, nhiều bài toán 
Hinbe nêu ra đã được lần lượt giải quyết, và 
cũng có những bài chưa được giải quyết đầy 
đủ. Trong bài báo nhỏ này, tôi xin giới thiệu 
với các bạn một trong những bài toán đớ, 
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PHAN ĐÌNH DIỆU 


bài toán thứ mười, là bài toán vừa được giải 
quyết trong năm 1970 này, và đặc biệt người 
giải quyết bài toán đó là một nhà toán học 
còn rất trẻ của Liên xô, Machiaxiêvich, năm 
nay mới vừa 23 tuổi, 

Đây là một bài toán số học. Th hãy xét 
các phương trình số học dạng 
PŒ,+y,..,u) = 0, trong đó P là một đa thức 
với hệ số nguyên của các ổn +, y,... tứ. 
Những phương trình như vậy được gọi là 
phương trình Điôphăng. Thí dụ : 


xt+oyâ—=B5=0 q) 
+22—y+4=0 (2) 
xt+y'-z‡=0 (3) 


là những phương trình Điôphăng. Phương 
trình (1) có một số hữu hạn nghiệm nguyên 
là (x, y) = (+1, +2), (+2, +1) ; phương trình 
(2) có vô số nghiệm nguyên như các cặp (1, 
ð), (2, 8), (3, 13), v.v... Còn phương trình (3) 
không có nghiệm nguyên. Vậy trong các 
phương trình Điôphăng, cố những phương 
trình có nghiệm nguyên và có những phương 
trình không có. Trong danh sách các bài toán 
mà Hinbe nêu ra, bài toán thứ mười phát 
biểu như sau : 

Giả sử cho một phương trình Điôphãng 
với các ẩn số tùy ý và với hệ số nguyên. Hãy 
nêu một phương phúp, theo đó sau một số 
hữu hạn phép toớn có thể không định được 
là phương trình đã cho có nghiệm nguyên 
hay không. 


Bài toán nêu ra khá dễ hiểu, nhưng việc 
giải quyết nó thực không phải là đơn giản. 
Vấn đề phương trình Điôphăng trong hàng 
chục thế kỉ đã thu hút sự chú ý của các nhà 
toán học của mọi thời đại, và cho đến nay 


vẫn còn để lại những bài toán hóc búa, như 
bài toán Phecma nổi tiếng (hãy chứng minh 


phương trình z" + y" =z', với n > 2 không 
có nghiệm nguyên !) chẳng hạn. Việc nghiên 
cứu các phương trình Điôphăng đã có ảnh 
hưởng lớn đến sự phát triển của số học, đại 
số học và các ngành toán học khác. 


Ta trở lại với bài toán Hinbe. Như vậy là 
Hinbe đòi hỏi nêu ra một phương phúp 
chung, để với mọi phương trình Điôphăng 
cho trước, dùng phương pháp đó đoán nhận 
được nó cố nghiệm nguyên hay không. 
Dường như là phương pháp đớ có thật, và 
trong mấy chục năm đầu của thế kỈ 20, 
người ta cố gắng đi tìm phương pháp đó. 
Không tìm được phương pháp chung cho mọi 
phương trình Điôphăng thì tìm cho các lớp 
riêng nào đó của phương trình Điôphăng 
cũng được. 

Các nhà toán học đi tìm phương pháp 
chung mà Hinbe đòi hỏi, nhưng có thể chũng 
cái phương phóp chung đó không có ? Trước 
những năm ba mươi của thế kỈ này, một sự 
hoài nghỉ kiểu như vậy chưa có sơ sở. Bởi 
vì suốt mấy nghìn năm nay, các nhà toán 
học đã tÌm ra được vô vàn các phương pháp 
để giải các bài toán loại này loại khác, nhưng 
chưa ai chứng minh được (thậm chí nghỉ đến 
việc chứng minh) rằng không có phương 
pháp dề giải một bài toán nào đó. 

Muốn chứng minh được không cớ phương 
pháp, thì trước hết phải hiểu được một cách 
chính xác thế nào là phương phóp ? Vào 
khoảng 1935, 1936 về sau, với công trình 
của nhiều nhà toán học lỗi lạc như Turing, 
Gøơđen, Klin, Sớc, v.v... trong toán học đã 
xuất hiện các khái niệm chính xác về thuật 
toán, lần đầu tiên người ta đã chứng minh 
được không có thuột toán để giải một loạt 
các bài toán trong lôgic (Sớt), trong đại số 
học (Post, Mackôv, Nôvikôv, v.v...) và trong 
nhiều ngành toán học khác, 

Và trên cơ sở đớ, người ta bắt đầu nghỉ 
đến việc chứng minh không có phương pháp 
mà Hinbe đòi hỏi đối với các phương trình 
Điôphăng. 

Với mục đích giải quyết vấn đề đó, bền 
bỉ trong nhiều năm nghiên cứu, đến năm 
1961, các nhà toán học Mi Đêvis, Putman, 
và Rôbinxơn đã chứng minh được rằng ; 
không có thuật toán để uới một phương trình 


Điôphang mũ bất kì cho trước, không dịnh 
được nó có nghiệm nguyên hay không. Một 
phương trình Điôphăng mũ là một phương 
trình có dạng P@,y,.., ) =0, trong đó 
ngoài phép lũy thừa, trong P có thể chứa 
phép mũ (thí dụ 2z? + # + x⁄ =0 là một 
phương trÌnh như vậy). Chỉ cần bỏ được chữ 
mũ nói trên là chứng mỉnh được không có 
phương pháp mà Hinbe đòi hỏi. Tiến thêm 
một bước nữa, cũng các nhà toán học nói 
trên, năm 1963, đã chứng minh được rằng : 
không có phương pháp mà Hinbe đòi hỏi, 
nếu từn được một quan hệ R (u, 0) giữa các 
số nguyên u, U, thỏa mãn bai tính chất : 

1) nếu N(u, u) đúng, thì 0 < u*, 

2) uới mọi k, có u uờ 0 sao cho R (u, Đ) 
dúng uà u* < 0. 

Một sự dẫn đất kì lạ và kết quả thu được 
thật là xuất sắc ! Nhưng rồi vẫn chưa ai tìm 
được một quan hệ như vậy ! Và người ta 
lại đã bát đầu nghỉ đến những cách khác để 
giải quyết bài toán Hinbe. 

Cho đến năm 1970 này, đúng 70 năm sau 
khi Hinbe nêu ra bài toán, Machiaxiêvich, 
nhà toán học 28 tuổi ở Lêningorát, người mà 
mấy năm vừa qua đã chú ý nghiên cứu bài 
toán thứ mười của Hinbe, bằng những sáng 
tạo thông minh và độc đáo, đã tÌm ra được 
một quan hệ rất đơn giản thỏa mãn hai 
tính chất nơi trên, Ta xét dãy số Fibônaxi : 

1, 1, 2, 3, ð, 8, 13, 21, 34,... 

(mỗi số bằng tổng của hai số đứng liền trước 
nó). Gọi ƒ, là số PFibônaxi thứ n, ta có 
f=lLf,=1lƒfq=2, vv.. Bây giờ ta định 
nghĩa quan hệ f như sau : (, 0) khi và chỉ 
khi 0 =ƒ „, tức là ø là số Fibônaxi thứ 2. 
Như vậy, chẳng hạn #(1, 1), R(2, 3), R(8, 8) 
›. là đúng. Machiaxievich chứng mỉnh được 
quan hệ RE đó thỏa mãn các tính chất 1) và 
2). Và do đó đã hoàn thành việc chứng minh 
không có phương pháp chung đề uới mọi 
phương trình Điôphăng cho trước, khẳng 
định được nó có nghiệm nguyên hay không. 
Và như vậy, bài toán thứ mười của Hinbe 
được giải quyết một cách phủ định, trái với 
dự kiến của chính Hinbe ! 

Tháng 9 năm 1970 vừa qua, kết quả này 
đã được báo cáo tại Đại hội toán học quốc 
tế họp ở thành phố Nixơ nước Pháp. 
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Giới thiệu lại quá trình nghiên cứu bài 
toán thứ mười của Hinbe nhân dịp bài toán 
đó được giải quyết, chúng ta thấy một bài 
toán lớn có thể mở ra những chân trời rộng 
lớn đến thế nào cho việc phát triển toán học, 
và trên con đường giải quyết bài toán đơ, 
toán học đã thu lượm được biết bao kết quả 
rực rỡ trước khi đến kết quả rực rỡ cuối 
cùng ! Dồng thời sự táo bạo trong nghiên 
cứu có thể đưa lại cho ngay những nhà toán 


học rất trẻ tuổi những vính dự to lớn biết 
bao † 


Vấn để là làm sao cho, như lời của chính 
Hinbe, "trong lòng chúng ta luôn luôn vang 
lên lời kêu gọi bất diệt của sự thôi thúc : đây 
là những bài toán, anh hãy tìm cách giải 
quyết chúng !". Chúng sẽ hấp dẫn anh bằng 
những khó khăn và những hứa hẹn, và sau 
đó sẽ đền công anh bằng niềm hạnh phúc 
của những kết quả sáng tạo. 


ĐẾM ĐƯỢC VÀ KHÔNG ĐẾM ĐƯỢC 


Khi giải một phương trình các bạn 
thường đi đến một kết luận là phương trỉnh 
có hữu hạn nghiệm. Nhưng đã có ai nghĩ 
tằng "hữu hạn" là gì chưa ? Nếu có người 
hỏi, chắc bạn sẽ trả lời rằng một tập hợp 
hữu hạn là một tập hợp đếm được. Nhưng 
nếu có người hỏi tiếp "đếm được" là gì thì 
chắc bạn sẽ lúng túng. Cũng có thể có bạn 
trả lời liều rằng đếm được có nghĩa là có thể 
dùng đến các ngón tay (và khi cần cả ngón 
chân) để đếm cho đến hết. Trả lời như thế 
vẫn có phần đúng. 

Trong toán học, người ta hiểu một tập 
hợp X là hữu hạn nếu số các phần tử của X 
có thể biểu thị được bởi một số nguyên 
dương z nào đó. Điều này có nghĩa là người 
ta có thể thiết lập một sự tương ứng giữa 
các phần tử của X và các số từ 1 đến w sao 
cho mỗi phần tử của X ứng với một số duy 
nhất và ngược lại mỗi số chỉ ứng với một 
phần tử của X. Một sự tương ứng như vậy 
còn được gọi là một sự tương ứng 1 - 1. Về 
mặt bản chất, đó chính là một quá trình đếm 
giống như khi ta dùng ngớn tay để đếm 
đồ vật, 

Các vật cụ thể (không phải là sản phẩm 
suy nghỉ của con người) thường là hữu hạn, 
Nhưng không phải lúc nào người ta cũng 
đếm được chúng theo nghiỉa thông thường. 
Ví dụ như tập hợp các hạt cát trên trái đất 
là hữu hạn. Có thể cam đoan rằng bạn chưa 


310 


NGÔ VIỆT TRUNG 


hề nghĩ đến việc chứng minh điều này. Ở 
đây ta phải xuất phát từ điều kiện các hạt 
cát không thể bó như các nguyên tử và do 
đó chúng có một thể tích nhất định. Vì vậy, 
nếu các hạt cát là vô hạn thì thể tích trái 
đất cũng sẽ là vô hạn và ta có một sự mâu 
thuẫn. Rõ ràng là chúng ta đã không đếm 
mà vẫn biết tập hợp các hạt cát là hữu hạn. 


Một quá trình đếm bao giờ cũng cho ta 
một số phần tử cụ thể. Trong định nghĩa tập 
hợp hữu hạn ở trên, z chính là số phần tử 
của X. Mở rộng khái niệm số phần tử, người 
ta gọi hai tập hợp là có cùng lực lượng nếu 
có một sự tương ứng 1 - 1 giữa các phần tử 
của chúng. Rõ ràng là bai tập hợp hữu hạn 
có cùng lực lượng khi và chỉ khi chúng có 
cùng số phần tử. Vì vậy, một tập hợp hữu 
hạn không bao giờ có cùng lực lượng với một 
tập con thật sự của nơ. Điều này không còn 
đúng nữa đối với một tập vô hạn. VÍ dụ như 
các số tự nhiên và các số dương chẵn có cùng 
lực lượng thông qua sự tương ứng w đến 2w. 
Tổng quát hơn, mỗi một tập vô hạn bao giờ 
cũng chứa một tập hợp con có cùng lực lượng 
với tập các số tự nhiên. Thật vậy, cho trước 
nø phần tử khác nhau a,..ơ„ của một tập 
vô hạn Y, người ta luôn luôn có thể tìm thấy 
một phần tử ø,„, của Y khác với các phần 
tử trên. Điều này cho phép ta xây dựng một 
dãy vô hạn các phần tử khác nhau 
G, ở„, đ;..., của V. Dãy này có cùng lực lượng 





với tập các số tự nhiên thông qua sự tương 
ứng œ đến ø,„. Như vậy, ta có thể coi các số 


tự nhiên có lực lượng nhỏ nhất trong các tập 
vô hạn. 


Một tập hợp có cùng lực lượng với tập 
hợp các số tự nhiên được gọi là ập hợp đếm 
được. LÍ do là bằng một phép đếm thông 
thường người ta cớ thể đạt đến mọi phần tử 
của nó (mặc dù không thể đếm hết toàn bộ). 
Điều này còn được thể hiện qua việc có thể 
sắp xếp các phần tử của một tập hợp đếm 
được thành một dãy vô hạn đị, G2, G2... VỚI 
chỉ số là các số tự nhiên. Với một sự sắp xếp 
như vậy, các bạn có thể nghỉ rằng một tập 
hợp đếm được trên đường thẳng thực sẽ là 
một tập điểm rời rạc. Điều này không phải 
lúc nào cũng đúng. Mọi người đều biết rằng 
các điểm hữu tỉ trù mật trên đường thẳng 
thực (bất kì một đoạn thẳng nào, dù nhỏ đến 
đâu cũng chứa vô số điểm hữu tÌ) và chúng 
ta sẽ thấy tập các số hữu tỉ là đếm được. 
Theo định nghĩa một số hữu tỈ là một phân 
số của hai số nguyên. Hãy xếp các phân số 
có cùng mẫu số trên một đòng theo thứ tự 
của tử số (Ở đây ta giả thiết tử số là một số 
nguyên dương). 5au đó xếp các dòng này 
theo thứ tự của mẫu số bắt đầu là 1, -1, 2, 
-2, 3,.... Bằng cách đặt a=0;ø,=1; 
đa =2;a„= —1;a, = 1/2;d, = —2; 
a;,=3; a, = 4;... theo thứ tự của các đường 





mi Tung: 3—- +4 5 
z ⁄ ⁄ 
⁄ ⁄ ⁄ ⁄ 
⁄ ⁄ “ ⁄ 
¬1 -2 -3_¬4 —5 
Ị Z ⁄ ⁄ 
⁄ ⁄ ⁄ 
“z ... ‹ 4 5 
2 3 2 2 2 
Vé Z 
⁄ ⁄ 
- 1⁄_.2⁄ “`. 
2 2 2 2 2 
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chéo ta có thể sắp xếp các số hữu tỉ thành 
một dãy vô hạn với chỉ số là các số tự nhiên. 


Các bạn cũng cớ thể hỏi tập hợp tất cả 
các số thực có phải là một tập hợp đếm được 
hay không. Câu trà lời sẽ là không. Thật vậy, 
giả sử ta có thể sắp xếp tất cả các số thực 
thành một dãy vô hạn trị; M2, ¿2 ... Hãy biểu 
diễn các số thực dưới dạng các phân số thập 
phân vô hạn 


Mạ =mị +0, €11Ế12Ê13--- 


uy =n. +0, €21€22E24.... 
Sa PP HE 

uạ =n”+ 0, Ca1CA2£2+... 
ở đây nụ, n,, Py,... là các số nguyên. Th sẽ kí 
hiệu c„ là chữ số nhỏ nhất khác với c„ và 9. 
Phân số thập phân vô hạn 

u = Ú, GizC2s. 

là một số thực không cớ chữ số 9 sau đấu 
thập phân. Rõ ràng là u„ với mọi +. Điều 


này không thể xảy ra được vì z phải xuất 
hiện trong dãy số Mịy 82, dạ... Như vậy ta đã 


chứng mình tập hợp các số thực là không 
đếm được. 


Một vấn để mới nảy ra là các tập hợp 
điểm không đếm được trên đường thẳng 
thực có cùng lực lượng với các số thực hay 
không. Vấn đề này còn biết được dưới tên 
gọÌ gid thuyết continuum. Nam 1964, nhà 
toán học Mi Cohen đã đưa ra một lời giải 
ngạc nhiên về vấn đề này. Ông ta đã chứng 
mỉnh rằng có thể công nhận hoặc phủ nhận 
giả thuyết continuum mà vẫn không nhận 
được bất kÌ một sự mâu thuẫn nào với các 
tiên để của lí thuyết tập hợp. Như vậy, tùy 
theo sự lựa chọn, chúng ta có thể coi hoặc 
không coi tập hợp các số thực là tập hợp cớ 
lực lượng nhỏ nhất trong tất cả các tập hợp 
không đếm được. 
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CÂU CHUYỆN VỀ 
LÍ THUYẾT ĐỘ ĐO 


Không thể xác định được chính xác vào 
lúc não loài người cổ nhu cầu phải xác định 
diện tích các hình và thể tích các vật thể. 
Chỉ biết rằng cách đây 4000 năm người 
Ai Cập đã biết đo diện tích, Đất đai bai bên 
bờ sông Nin rất phì nhiêu nhưng cứ sau mỗi 
trận lụt thì biên giới giữa các khoảng đất bị 
xóa nhòa. Người Ai Cập đã tÌm được cách đo 
lại diện tích các khoảnh đất và do đó mà 
hình thành và phát triển môn hình học 
(Danh từ hình học "geometrie" nguồn gốc Hi 
Lạp có nghĩa là đo đạc đất đai). Các công 
trỉnh kiến trúc cổ Ai Cập như kim tự tháp 
là một bằng chứng cho thấy cách đây 3000 
năm loài người đã biết tính thể tích của một 
số khối đa diện. Các nhà toán học Hi Lạp 
Asimet (Archimede), Hêrông (Heron) sống ở 
thế kỉ 3 trước công nguyên đã có nhiều 
đóng gớp trong việc tìm điện tích các hình 
và thể tích các vật thể. Các công thức về 
diện tích và thể tích hình cầu và nhiều vật 
tròn xoay phức tạp khác đều do Asimet nêu 
ra. Đối với mỗi một vật thể, Asimet phải 
sáng tạo ra một phương pháp mới cớ khi là 
những phương pháp rất khôn khéo. (Trong 
những phương pháp đó đã chứa đựng mầm 
mống của phép tính tích phân sau này). 

Sự phát triển của khoa học và kĩ thuật ở 
thế kỉ 16, 17 đã dẫn đến những bài toán tính 
thể tích của những vật thể và diện tích của 
những hình rất phức tạp, giới hạn ở giữa 
những đường cong hay những mặt cong. 
Phép tính tích phân do hai bộ óc vì đại nhất 
của thế kÌ 17 là Niutơn (Newton) và 
Laibønit (Leibnitz) sáng tạo ra, đã cho một 
phương pháp đơn giản và tổng quát để giải 
những bài toán đó. Tuy nhiên, phép tính tích 
phân còn chưa cho phép xác định diện tích 
(hay thể tích) của một số hình "kì quặc", 
chẳng hạn diện tích một hình gồm những 
điểm (, y) với các tọa độ hữu tỉ nằm trong 
một hỉnh vuông nào đó là bao nhiêu ? 

Đến cuối thế kỈ 19 với sự phát triển của 
toán học, các nhà toán học thường gặp phải 
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ĐẶNG HÙNG THẮNG 


bài toán đo diện tÍch (hay thể tích) của 
những hình "kÌ quặc" như vậy. Nhưng có 
phải bất kì hình nào (vật thể nào) cũng đều 
có điện tích (thể tích) hay không ? Và nơi 
chung điện tích (thể tích) của một hình (một 
vật thể) là cái gì ? 

Có lẽ đa số các bạn (cũng như các nhà 
toán học trước thế kỉ 20) đều quan niệm 
rằng diện tích (thể tích) là một thuộc tính 
vốn có của mỗi một hình, (một vật thể) là 
một số đo khách quan biểu thị sự "chiếm 
chỗ" của hình (vật) trong mặt phẳng (trong 
không gian). Một định nghĩa trực quan, 
"ngây thơ" như vậy không thỏa mãn những 
yêu cầu chặt chẽ của toán học hiện đại. 
Người ta thấy rằng cẩn phải đưa ra một định 
nghĩa có đính chốt tiên đề, nghĩa là sẽ chỉ ra 
những tính chất "hiển nhiên" mà một diện 
tích (thể tích) cần phải có. 

Giả sử X là một tập hợp điểm nào đớ 
(trong mặt phẳng hay trong không gian). 
Hai tập con A và B của X được gọi là toàn 
đẳng với nhau nếu chúng ta có thể nhận 
được tập này từ tập kia bằng phép tịnh tiến, 
phép quay hay phép chiếu gương. Điều kiện 
cần và đủ để các tập A và B toàn đẳng là 
giữa các điểm của chúng cớ tồn tại phép 
tương ứng một - một bảo toàn khoảng cách 
tức là nếu ø, z, là hai điểm tùy ý của A và 


b,, b, là hai điểm tương ứng của B thì 
khoảng cách giữa a; và ø„ bằng khoảng cách 
giữa b¡ và b,. Để biểu thị hai tận A và B 
toàn đẳng ta viết A~ B, 


Th nói rằng trên X có xác định một độ đo 
m nếu với mỗi tập con A của X được gắn cho 
một số m(A) > 0 gọi là độ đo của tập Á sao 
cho các điều kiện (tiền để) sau được thỏa 
mãn : 


1) Nếu A được phân hoạch thành ø tập 
con rời nhau 


A=AiUA¿zU...UA,, 





th m(A) = m(AI) + m(A2) +... + m(A„) 


2) Nếu A = B thì m(A) = m(B). 

3) Có một tập E nào đơ có độ đo bằng 1, 
m(E) = 1. Các điều kiện 1) 2) 3) là các tính 
chất hiển nhiên của diện tích và thể tích, 

Nếu X là mặt phẳng hoặc là một đa tạp 
hai chiều (như mặt cầu, mặt xuyến...) thì độ 
đo của tập A C X gọi là diện tích của A. Nếu 
2 là không gian ba chiều thì độ do của A gọi 
là thể tích của A. Nhà toán học kiệt xuất 
của Balan (Banắc) (S. Banach) đã chứng 
minh rằng một độ đo như vậy trên mặt 
phẳng là tồn tại. Độ đo của mỗi tập A chính 
là diện tích của tập A hiểu một cách trực 
quan trước đây. Tuy nhiên nhà toán bọc Đức 
Hauxđooe (F. Hausdorff) đã làm sửng sốt 
giới toán học đương thời bằng việc chỉ ra 
tầng, không thể gán diện tích cho một bộ 
phận của mặt cều. Phát hiện của ông dựa 
trên một ví dụ kì lạ sau đây (do ông xây 
dựng) : Tốn tại một phép chia mật cầu 
thành 3 phần rời nhau A, B, C sao cho 
A= B> Cvà A> BỤC. Khi đó nếu tồn tại 
độỘ đo m trên mặt cầu thì 
m(Á) = m(B) = m(C) =4nxR?l3 (R là bán 
kính mặt cầu. Mặt khác vì A= BUC nên 
m(A) = 4+F2/2. Mau thuẫn. 

Mặt đất chúng ta đang sống là mặt cầu, 
vậy trên mặt đất có tồn tại những phần 


không có diện tÍch ! Đối với trường hợp X là 
không gian 3 chiều, hai nhà toán học Balan, 
Banắc và Thcxki (Thrski), đã chứng mỉnh 
một mệnh đề rất kì lạ, dường như không thể 
tin được gọi là nghịch lí Banắc - Tarxki như 
sau : Giả sử ta có hai quả cầu S¡ và S„. Quả 


cầu S¡ rất lớn, lớn như mặt trời còn quả cầu S, 

thì bé tí xíu như hạt đậu. Tuy nhiên cớ tổn 

tại một cách phân hoạch 5; và S; làm ø phần 
Ổ¡ =Ái UA,..UA, 
S;=B,UB,...UB, 


sao cho Ai= Bụ,A,=~ Đ„..A„= Đụ. 


Nghĩa là, qua một phép phân hoạch hữu 
hạn rồi xếp đạt lại mà vẫn gìữ nguyên khoảng 
cách (không nén lại), một vật thể lớn như mặt 
trời có thể nhét được vào túi áo ( !) 

Từ định lí này của Banác - Tarxki ta Suy ra 
trong không gian có những uật thể không có 
thể tích. Thật vậy nếu có thể gán thể tích 
cho các tập A; và B, trong phân hoạch nêu 


trên thÌ ta có m(S) = m(S,) hay R. = R,(CÐ 
(P¿, , là bán kính của mạt trời và hạt đậu). 
Điều này vô lí. 


Câu chuyện về lÍ thuyết độ đo còn dài và 
lí thú song chúng ta tạm dừng ở đây. Nếu 
các bạn quan tâm, chúng ta sẽ tiếp tục trong 
những số báo sau. 


LÀM QUEN VỚI CÁCH 
GIẢI TOÁN BẰNG ĐỒ THỊ 


Trong báo Toán học và Tuổi trẻ số 153 
(1-1987) bạn Đố Bá Khang đã giới thiệu với 
bạn đọc "Một số khái niệm và bài toán của 
lÍ thuyết đồ thị". Trong bài này chúng tôi 
muốn giới thiệu với bạn đọc một số cách giải 
một bài toán bằng phương pháp luận của lí 
thuyết đồ thị. 

Bài toán : Một cơ quan cần tuyển 3 


người để lập thành một nhóm có đủ năng 
lực biên dịch các tài liệu từ 6 thứ tiếng Anh, 


ĐẶNG VIỄN 


Pháp, Nga, Đức, Trung Quốc và Bồ Đào Nha 
sang tiếng Việt. Có 7 người đến dự tuyển, 
trong đó mỗi người đều biết 2 và chỉ 2 trong 
6 thứ tiếng đó và bất cứ hai người nào cũng 
cùng biết nhiều nhất một thứ tiếng chung 
trong 6 thứ tiếng đớ. Biết rằng thứ tiếng nào 
cũng có Ít nhất hai người biết, hỏi có thể 
xảy ra trường hợp không thể tuyển chọn 
được như yêu cầu đã nêu không, tại sao ? 
(ĐỀ thì học sinh giỏi toán lớp 11 
Hà Nội 1987 ~ 1988) 


318 


Lời giải. Chuyển sang bài toán đồ thị : 

“Cho đồ thị đơn 6 đỉnh (A, #, N, D, T; B) 
và 7 cạnh, bậc của mỗi đỉnh đều không nhỏ 
hơn 2. Có thể xẩy ra trường hợp không có 
ba cạnh nào đôi một không kề nhau hay 
không, tại sao ?" 

Ta sẽ trả lời phủ định, nghĩa là luôn luôn 
tỉm được ba cạnh đôi một không kề nhau. 
Không làm mất tính tổng quát, với mỗi một 
trường hợp ta chỉ cần nêu một đồ thị đại 
điện. 

Cách 1. Xét đường đi dài nhất Œ (tồn tại, 
vì đồ thị này hữu hạn). Vì chỉ có 6 đỉnh và 
đỉnh nào cũng có bậc > 2 nên độ dài ¿ của 
Ế phải thỏa mãn 2 < ¡ < õ. 


1) ¡= B5. Chỉ việc chọn cạnh thứ nhất, 
thứ ba, thứ năm. Chẳng hạn, với É = 
AFBDNT, ta có nghiệm hình là ÁAF, BD, NT. 


4 w 


? 


Hình 1 

2)¡= 4. Xét đồ thị h.1 với £ = NABDT. 
Vì € là đường đi dài nhất nên N, 7 không 
kề với đỉnh còn lại #. Hơn nữa, bậc của N, 
7... đều > 2 (*) nên nếu W, 7 không kề nhau 
thì cần thêm Ít nhất bai cạnh kề W (hoặc T7) 
mà không kế Ƒ và hai cạnh khác kế #. Số 
cạnh Ít nhất là: 4+2+2= 8(> 7) CÔ. 
Vậy N, 7 kề nhau. Th chỉ việc chọn một cạnh 
kề F và hai cạnh thuộc chu trình NABD7TN 
không kề với cạnh vừa chọn. Trong đồ thị 
h.1 ta có nghiệm hình : FÐD, BA, NT. 


x xƑ 
mm 


Hình 2 
3)! = 3. Xét đồ thị h.2 với € = ARFN. 
Vì A, N không kể với D, 7 nên có Ít nhất 
một cạnh không thuộc É kề với A, W. Ngoài 
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ra, nếu D không kề 7, cẩn thêm 4 cạnh kề 
với D, T và số cạnh Ít nhất là 3 + 1 + 4 = 8 
(>7) (9. Vậy D, 7T phải kề nhau ; và ta có 
nghiệm hình : Ð7, AB, EN. 


Kj Đi 
G £ 
* 
8/ ⁄ 
Ÿn 
Hình 3 
4) = 2. Xét đồ thị h.3 với £ =ABN. Để 
đ(Ay, d(N) > 2, phải có cạnh AN. Nếu trong 
các đỉnh còn lại D, F; 7 mà có đỉnh kể đỉnh 
nào đó trong A, B8, N thì sẽ có đường đi với 
độ đài > 3, trái điều kiện 4). Vậy ba đỉnh 
này chỉ nối với nhau và nhiều nhất được 3 
cạnh, do đó tổng số cạnh nhiều nhất là 6 (< 7) 
(1). Vậy không xẩy ra. 
Và, bài toán đã được giải xong. 
Cách 2. Xét chu trình Œ với độ dài lớn 


nhất ¿ (tốn tại, vì số đỉnh nhỏ hơn số cạnh), 
Ta có: 3«<¿<6. 


1) 7 = 6. Chỉ việc chọn theo một chiều 
nhất định các cạnh thứ nhất, thứ ba, thứ 
năm. Chẳng hạn, với € = ABDTNEA, ta 
chọn nghiệm hình : AB, D7; NE 

2) ¡ = 6. Chỉ việc chọn cạnh kể với đỉnh 
ngoài chu trình và hai cạnh không kế nó 
thuộc chu trình. Trong đồ thị h.1, ta có 
nghiệm : FD, BA, NẪ 


Hình 4 
38) ¿ = 4. Xét đồ thị h.4 với  = AFDBA. 
Nếu X, 7 không kề nhau thì phải cổ 4 cạnh 
kề chúng và số cạnh Ít nhất là 4 + 4 = 8 
(> 7) (1. Vậy phải có cạnh W7 và ta có 
nghiệm hình : N7, AE, BD. 


(+) điểu này về sau ta không nhắc lại nữa trong các 
trường hợp tương tự. 


_ .ềTTT==rrrr.r.r.r.r.r.r.r.rrxwxwẹwawwwa 


Hình 5 

4)/ = 8. Xét đồ thị h.B với  = ADEA. 
Nếu có dỉnh nào trong các đỉnh còn lại X, 
†, B mà kề với hai trong A, D, F thì sẽ tồn 
tại một chu trình độ dài 4, trái điều kiện 4), 
do đó, mỗi một trong W, 7¡ B phải kể với ít 
nhất một trong hai đỉnh còn lại, vì vậy giữa 
chúng phải có Ít nhất hai cạnh, giả sử đơ là 
N7, NB. Nếu B, 7 không kề thì chúng phải 
nối với các đỉnh trong A, D, F và tạo ra chu 
trình với độ dài >z 4, trái với điểu kiện 4). 
Vậy phải có cạnh B7 và số cạnh đã xét là 
3+8 = 6. Còn lại l cạnh nối hai đỉnh tương 
ứng thuộc hai chu trình đã xét. Ta chọn cạnh 
đó và hai cạnh không kể nớ lần lượt thuộc 
2 chu trình đớ. Trong h.5, ta có nghiệm hình 
ẦN, DA, BT. Và bài toán đã được giải xong. 


Cách 3, Vì T7 x 2 = 14 = 6.2+2 nên phải 
có một đỉnh bậc 4 (hoặc hai đỉnh bậc 3) còn 
lại toàn đỉnh bậc hai. Hơn nữa, đồ thị này 
liên thông (ngược lại, nó có Ít nhất hai thành 
phần liên thông, mỗi thành phần cớ ít nhất 
3 đỉnh để mỗi đỉnh có bậc > 2 ; và số cạnh 
lớn nhất là 3 + 3 = 6 (< 7) (1). Xẩy ra : 


¡Pa! 
:j x8 
1 ị 

2 án 


Hình 6 

1) Có một đỉnh bậc 4. Trong đồ thị h.6, 
đ(A) = 4 với các đỉnh kề A là 7 D, B, N. 
Như thế, đỉnh Ƒ' không kề A mà kể với 2 
trong W, 7; D, B và hai đỉnh còn lại phải kế 
nhau. Chẳng hạn, có #D, FB, NT. Tn chọn 
nghiệm : W7; AD, ƑB. 

2) Có hai đỉnh bậc ba. Trong các đồ thị 
h.7, h.8, h.9 ta có đ(A) = đ(ƑF) = 3. Vì đồ thị 
liên thông nên có Ít nhất một đường đi từ Á 
đến #, Tạm bỏ đường đi đó (trừ các đỉnh A, 
), có thể xẩy ra : 


a) Đồ thị không liên thông nữa. Như trên 
đã nêu, nó phải gồm bởi hai tam giác phân 
biệt, và đường đi tạm bỏ chỉ gồm bởi 1 cạnh. 
Th chọn cạnh đó và 2 cạnh không kể nó lần 
lượt thuộc hai tam giác trên. Trong h.7, ta 
có nghiệm AE, B7; ND. 


j“ C 


Hình 7 
b) Đồ thị vẫn liên thông. Và đớ là một 
chu trình (vì mỗi đỉnh đêu bậc 2). Như vậy, 
có 3 đường đi từ A đến Ƒ' (1 theo đường tạm 
bỏ, 2 theo chu trình). Trong ba đường đi này, 
đường ngắn nhất phải có độ dài 1 (h.8) hoặc 


Ƒx———*X 


Hình 8 Hình 9 

2 (h.9). Trong h.8 ta có chu trình độ dài 6 : 
NABTDEFN, chỈ việc chọn theo một chiều 
nhất định các cạnh thứ nhất, thứ ba, thứ 
năm và có nghiệm hình : WA, B7; DE, Trong 
h. 9, ta có chu trình độ dài 5 là ATNFBA. 
Chỉ việc chọn một cạnh thuộc đường đi ngắn 
nhất và hai cạnh không kề nó thuộc chu 
trình, chẳng hạn : DA, TW, FB. 

Và, bài toán đã được giải xong. 

Cách 4. Trước hết, phải có Ít nhất một 
cặp cạnh không kể nhau (ngược lại, ứng với 
một cạnh A,A, nào đó, 4 đỉnh còn lại không 
nối với nhau mà nối với A, 4, bằng 8 cạnh 
(>7) (Ù). Xây ra : 

1) Hai đỉnh còn lại kề nhau, ta có ngay 


nghiệm hình là cạnh kể hai đỉnh này và hai 
cạnh kia. 


2) Hai đỉnh còn lại không kề nhau. Xét 
đồ thị h.10 với hai cạnh không kể AD, FN. 
Vì B, T không kề nhau nên có thể xẩy ra : 


đlỗ 





a) B, T tương ứng kề với các đỉnh thuộc 
cùng 1 cạnh trong AD, FN chẳng hạn, có các 
cạnh B7; 7N, ta chọn 2 cạnh này và cạnh 
còn lại AD. 


b) Không xẩy ra trường hợp 2 a). Giả sử 
có BF, suy ra không có 7N. Vì chỉ có 3 khả 
năng là TE, TA, TD nên trong hai cạnh kể 
7 phải có Ít nhất một trong TA, 7Ð. Giả sử 
có TD. 

œ) Có TA. Suy ra không có BD, hơn nữa, 
không có BA (vì có 7D). Vậy phải có BN, và 
ta có hai tam giác phân biệt BNE, 7AD với 
6 cạnh. Còn lại 1 cạnh phải nối hai đỉnh nào 
đó của 2 A này. Ta chọn cạnh đó và hai cạnh 
không kề nó lần lượt thuộc hai tam giác kia. 


Chẳng hạn, có cạnh AƑ' thì nghiệm hình là : 
AF, BN, DT. 


F 
x8 
4 
x7 
x 
2 LẠ 
Hình 10 


) Không có TA. Suy ra có 7#, do đó 
không có BN, mà không có BA (vì có 7D) 
nên phải có BD. Khi này còn một cạnh nữa 
phải nối hai đỉnh NW, A. Ta chọn cạnh WA 
này và hai cạnh không kể nó là BD, TE. 


Và, bài toán đã được giải xong. 


SỰ PHÂN BỐ SỐ NGUYÊN TỐ 
VÀ GLẢ THUYẾT RIMAN 


Số nguyên tố đóng một vai trò quan trọng 
bậc nhất trong bộ môn số học. Chính vì mọi 
số tự nhiên đều được phân tích duy nhất 
thành tích các số nguyên tố nên số nguyên 
tố được coi như những viên gạch xây nên tòa 
lâu đài các số, như những hạt cơ bân trong 
vật lí và những nguyên tố trong hóa học. 

Sau khi nhà toán học vĩ đại Óclit (thế kÌ 
3 trước công nguyên) chứng mình rằng có 
vô số các số nguyên tố, nhiều câu hỏi xung 
quanh các số nguyên tố đã được nêu ra. Một 
số các câu hỏi đó (mặc dầu được phát biểu 
rất đơn giản) đã trở thành những bài toán 
nổi tiếng trong lịch sử toán học cho đến nay 
vẫn chưa cớ lời giải trọn vẹn. 

Bài toán nổi tiếng nhất và quan trọng 
nhất có lẽ là bài toán về sự phân bố các số 
nguyên tố trong dãy số tự nhiên. Theo đối 
dãy số nguyên tố 2, 3, 5, 7, .... các bạn dễ 
dàng nhận thấy càng đi xa các số nguyên tố 
càng được gặp thưa thớt hơn. Có những 
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ĐẶNG HÙNG THẮNG 


khoảng dài tùy ý trong đó ta không gặp một 
số nguyên tố nào. Thật vậy với số tự nhiên & 
bất kì ¿ - 1 số liên tiếp &! + 2, kl + 3,... &! + & 
đều là hợp số. Tất nhiên chúng ta phải đi 
rất xa mới gặp một khoảng dài 1 tÌ gồm toàn 
những hợp số. Mặt khác các bạn có thể tự 
chứng minh được trong đoạn [n,n! + 1] có Ít 
nhất một số nguyên tố. Năm 1892 nhà toán 
học Nga Tsebesep đã chứng minh rằng trong 
khoảng [n, 2n] chắc chắn cớ Ít nhất một số 
nguyên tố. Người ta lại thấy cớ nhiều cặp số 
nguyên tố cách nhau 2 đơn vị (1, 2 đứng 
cạnh nhau). VÍ dụ (ð, 7), (11, 18), 29, 81), 
(1000000009649, 1000000009651), ... Những 
cặp này được gọi là cặp số nguyên tố sinh 
đôi ? Có bao nhiêu cặp số nguyên tố sinh 
đôi ? Có phải có vô số cặp số nguyên tố sinh 
đôi không ? Câu hỏi này cho đến nay vẫn 
chưa được trả lời. Một giải thưởng 2ð vạn 
đôla đang chờ đợi người nào giải được câu 
đố này. 


Như vậy, sự phân bố các số nguyên tố rất 
phức tạp có vẻ không tuân theo một quy luật 
nào. Tuy vậy, các nhà toán học của nhiều 
thời đại vẫn cố gắng hi vọng nắm bắt được 
một thứ trật tự nào đớ trong thế giới các số 
nguyên tố. 


Kí hiệu z (n) là số các số nguyên tố không 
vượt quá +. Trên cơ sở nghiên cứu bảng các 
số nguyên tố, nhà toán học lỗi lạc Đức Gauss 
(177? ~ 1855) đã dự đoán rằng z (n) xấp xÌ 
bằng n/ogr (ở đây logn là logarit của nœ theo 
cơ số e) tức là lim [z(n) logr]/n = 1. 

H->œ 

Dự đoán thiên tài này đã được hai nhà 
toán học Pháp J.Hadamard và L.V. Poussin 
chứng minh sau đó vào năm 1896. Chứng 
mỉnh phải sử đụng đến những công cụ phức 
tạp của lÍ thuyết hàm số biến số phức. Thật 
là một điều lạ lùng ? Các số nguyên tố lại 
có mối liên hệ chặt chê với các số phức và 
hàm số phức, 

Năm 1859, trong một bài báo nhan đề : 
"Về số các số nguyên tố bé hơn một giá trị 
đã cho" nhà toán học Đức B.Riman {1826 - 
1866) đã đưa ra hàm số đêta § (s) xác định 
trên tập hợp các số phức. Khi s là số thực 
lớn hơn 1 thì £ (s) có thể viết dưới dạng 
chuỗi : 


Riman đã chỉ ra rằng có một sự liên hệ 
chặt chẽ giữa hàm đeta và các số nguyên tố. 
Dáng điệu của hàm đeta nói cho ta rất nhiều 
điều về sự phân bố các số nguyên tố. 

Các số phức s mà tại đơ š (8) = 0 được 
gọi là các không điểm của Ê (s). Riman nhận 
thấy rằng các không điểm mà ông tÌm được 
đều có phần thực là 1/9 (tức là đều cơ đạng 
1⁄2 +6) 


Từ đó ông đã dự đoán rằng điều này phải 
đúng cho tất cả các không điểm của hàm 


deta (số không điểm của § (s) là vô hạn). Đơ 
là giả thuyết Riman nổi tiếng. Tại hội nghị 
toán học thế giới ở Pari năm 1900 Hilbert, 
nhà toán học vỉ đại nhất lúc bấy giờ, đã đựa 
giả thuyết Riman vào danh sách 28 bài toán 
khó nhất của thế kỉ 19 thách thức thế kỉ 20. 


Liên quan tới giả thuyết của Riman là giả 
thuyết Mertens. Gọi A() là hiệu giữa số các 
số tự nhiên bé hơn z là tích của một số chân 
các số nguyên tố khác nhau và SỐ các số tự 
nhiên bé hơn w là tích của một số lẻ các số 
nguyên tố khác nhau, Chẳng hạn 
3⁄(16) = 1. Với máy tính bỏ túi các bạn có 
thể dễ dàng tính được giá trị của M(n) với 
n đã cho. Nhà toán học Đức Mertens sau khi 
tính 10000 giá trị của M(n) đã thấy rằng 
mặc dù dáng điệu của M(n) thay đổi rất lung 
tung nhưng Äf(n) luôn bé hơn Ý%. Từ đó ông 
dự đoán rằng Ä(n) < Ýn với mọi z. Đến năm 
1963 bằng máy tính người ta đã xác nhận 
giả thuyết Mertens là đúng cho tất cả „ bé 
hơn 10 tỈ và đã tìm thấy 300 triệu không 
điểm của hàm đêta, tất cả đều cớ phần thực 
là 1⁄2. Người ta cũng chứng tỏ rằng giả 
thuyết Mertens đúng sẽ kéo theo giả thuyết 
lìiman đúng. 

Mùa xuân năm 1984, 2 nhà toán học A. 
Odlyzko (MI) và H. Riele (Hà Lan) đã bác bộ 
giả thuyết Mertens bằng cách chỉ ra sự tồn 
tại của một số n mà AM(n) > Ýn. Sự biện này 
dẫn tới 0iệc nghỉ ngờ giả thuyết Riman có 
thể sai. Nhưng đến tháng 9 năm ấy, một tin 
uui đã đến uới các nhờ toán học. Tại trường 
đại học Tổng hợp Pari nhà toứn học Nhật 
Bản H. Mateumoto đã loan báo rồng ông dã 
chúng mình thành công được dụ đoán của 
Niman. Như uậy dự doán thiên tài của 
Riman sau 125 năm tồn tại đã được xác 
nhận là dúng. Dư luộn Tbán học đều nhất 
trí dánh giá dây là thành tựu toán học lớn 
nhất của năm 1984, 
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HÌNH LỤC GIÁC THÂN KÌ 


Có lẽ ai yêu thích toán đều biết đến 
những hình uuông thần kì. Đó là những hình 
vuông gồm œ x œ ô vuông nhỏ được đánh số 
từ 1 đến n”, sao cho tổng các số trong một 
dòng, một cột hoặc một đường chéo đều như 
nhau. VÍ dụ như bình vuông sau : 





Hình I 


Nhưng Ít người biết đến một khái niệm 
tương tự là hình lục giác thần kì, Thay cho 
hình vuông ta hãy xét một hình lục giác đều 
được xếp lại bởi các ô tam giác đều giống 
nhau và kÍ hiệu nó là L„ nếu số đỉnh của các 
ô tam giác trên một cạnh của lục giác là 
+1. 


Các tam giác nằm hẳn bên trong 7„ lại 
„—: VÌ vậy, nếu 
ta gọi ø„ là số đỉnh các ð tam giác của L„ 
thì do 6n là số đỉnh nằm trên chu vi của 
L„ nên đ„ = đ„_ ¡ + 6n. Từ đây suy ra 


tạo ra một hỉnh lục giác Ù, 


liình 2 
ø.=1+6(1+..+m) 


= 3n2 + ân + I1. 


K nín + 1) 
s1It6—s— 


Vấn đề bây giờ là hãy đánh số các đỉnh 
của các tam giác từ 1 đến 3n? + 3 + 1 sao 
cho tổng các số trên các đường thẳng đều 
như nhau. Một hình lục giác lạ được đánh 


số như vậy được gọi là một hình lục giác 
thần kì. 
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NGÔ VIỆT TRUNG 


Người đầu tiên nghĩ đến lục giác thần kì 
có lẽ là C.W. Adams, một nhân viên đường 
sắt người Anh. Ông bắt đầu tỉm một hình 
lục giác thần kì L. từ nằm 1910. Trường hợp 
n = 1 không có lời giải vÌ nếu x, y, z là 3 số 
ở 3 đỉnh gần nhau của L¡ thì ta phải có 
x+y=y+z và do đó x=z. Thời gian đầu 
các cố gắng của Adamas đã không đạt được 
kết quả. Ông đã làm 19 quân cờ lục giác con 
bàng gỗ đánh số từ 1 đến 19 tượng trưng 
cho 19 đỉnh tam giác của L„ để có thể dễ 


đàng sắp xếp thay cho việc điền số. 





Hình 3 

Ông nghỉ hưu và dành hầu hết thời gian 
rỗi để tính toán hay nới đúng hơn để xếp 
sắp các quân cờ lục giác con. Một lần bị ốm 
và phải đi mổ ‡ bệnh viện. Tất nhiên ông 
không quên mang theo các quân cờ của 
mình, Khi vừa bình phục, ông chơi với các 
quân cờ và bỗng phát hiện ra một hình lục 
giác thần kì như trong hình 8. Lúc đó là năm 
1957. Ông đã ghi lời giải vào một mảnh giấy, 
nhưng khi rời bệnh viện ông không nhớ được 
mình để mảnh giấy ở đâu. Thế là lại bắt đầu 
một quá trình tÌm tòi mới. Có lẽ câu chuyện 
này sẽ không có, nếu Adams không tỉm được 
mảnh giấy của mình 5 năm sau đớ. Một phát 
minh như vậy không thể để bị lãng quên 
được. Adamas liền gửi ngay lời giải của mình 
cho M. Gardner, người sáng lập nổi tiếng của 
một tờ tạp chí khoa học phổ thông. Tất 
nhiên là Gardner biết đến những hình vuông 
thần kÌ cùng vô số các lời giải của chúng (có 
880 hình vuông thần kì 16 ô khác nhau). 
Ông cho rằng lời giải của Adams chỉ là một 


trong số nhiều lời giải bài toán tìm hình lục 
giác thần kÌ mà thôi, nhưng ông không tìm 
thấy trong các tài liệu toán học bất kì một 
cái gỉ nơi đến bài toán nây. Vì vậy ông đã 
gửi thư cho C.W. Trigg là một người chuyên 
về toán học giải trí. Ông này đã tính toán 
lại và đã chứng minh được rằng chỉ trong 
trường hợp  = 2 mới có hình lục giác thần 
kÌ và cũng chỉ cớ một lời giải trong trường 
hợp này và đó chính là lời giải của Adams. 

Trigg đã thông báo về sự phát hiện của 
Adams trong tạp chí Toán học giải trí năm 
1964. Ngay sau đó người ta biết thêm là có 
một người Đức đã phát hiện hình lục giác 
thần kì từ năm 1940 nhưng không công bố 
kết quả của mỉnh và hình lục giác thần kỉ 
đã xuất hiện trong một tạp chí khác năm 
1958 mà không kèm theo một lời bình luận 
nào. 

Sau đây là một lời giải đơn giản của một 
học sinh Mi về tính duy nhất của trường hợp 
n = 2. Hãy gọi § là tổng các số trên một 
đường thẳng của một hình lục giác thần kì 
L„. Chú ý rằng có 2z + 1 đường thẳng Song 
song theo một hướng nào đó và đỉnh các tam 
giác của L„ lần lượt nằm trên các đường 
thẳng này, ta có : 


(3n + 1S = 1+ 2+... + (n2 + ân + 1) 


3 (8n2+ 3n+ 1) (3x2+ 8n + 2) 


3 


Từ đây suy ra 2s+1 là ước của 
(3n? + ẩm + 1) x (8ø? + 3m + 2) và do đó 
cũng là ước của z (n2 + 1) vì : 

8n? + ñn + 1= (2n + l)(m + L) + n2 


Mặt khác, n” và 2n + 1 là các số nguyên 
tố cùng nhau vì 


4n2 ~ (2n + 1)(2n — 1) = 1. 
Do đố 2z+ 1 là ước của n2+ 1. Từ đẳng thức 
A4(n? + 1) = (2n + 1)(2s — 1) +5 
suy ra 2n + 1 là ước của ð và vì vậy ta phái 
có w = 2. 

Để chứng minh rằng chỉ có một hình lục 
giác thần kì trong trường hợp n = 2, người 
ta bắt buộc phải tiến hành thử các cách điền 
số khác nhau. Tất nhiên có thể giảm số lần 
thử bằng cách tÌm ra một số quy tắc nào đớ. 
Các bạn hãy thử suy luận để chứng minh 
rằng các điểm ở chu vi của hình lực giác 
L¿ không bao giờ nhận giá trị 1 hoặc 2 và 


tâm điểm của điểm +; phải nhận một giá trị 


nhỏ hơn 9. Với những quy tác như vậy, cũng 
em học sinh Mĩ nới trên đã quy bài toán tÌm 
một hình lục giác thần kì 1; về việc xét 70 


kiểu sắp số khác nhau và đã đưa cho máy 
tính thử các kiểu sắp xếp đơ. Sau 17 giây 
máy tính đã đưa ra một lời giải duy nhất và 
đó là lời giải mà Adams đã phải mất 47 năm 
mới tÌm ra được. 


ĐỊNH LÍ BRAOE VỀ ĐIỂM BẤT ĐỘNG 


Trong phạm vi bài báo này, chúng tôi xin 
giới thiệu với bạn đọc báo Toán học và tuổi 
trẻ một định lí nổi tiếng, mà nó có rất nhiều 
ứng dụng trong toán học. Trước hết, chúng 
ta hãy làm quen với một số khái niệm cần 
thiết ! 

1) Một ánh xe từ hình A vào hình A' là 
quy luật mà theo đớ mỗi một điểm ?m. của 
hình A được ứng với một điểm m' xác định 
của hình A'. Điểm m' được gọi là ảnh của 
m, còn m được gọi là fqgo ảnh của m". 





HOÀNG ĐỨC TÂN 


2) Ánh xạ hình A vào hình A' được gọi là 
liên tục tại điểm m € A, nếu như một tập 
hợp điểm bất kì của A chứa các điểm khá 
gần điểm m được chuyển thành tập hợp 
điểm của hình A' cũng chứa các điểm khá 
gần điểm m'. Một ánh xạ toàn bộ hình A 
vào hình A' được gọi là liên tục, nếu như nó 
liên tục tại mọi điểm của hình A. 

Xét một ví dụ minh họa cho khái niệm 
2). Có 1 vòng dây cao su (Ï) chứa điểm m, 
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và bộ phận Ö (phần gạch gạch) là gần điểm 
m. Ánh xạ là một phép biến dạng vòng dây 
(). Phép biến đổi từ () sang (II) là liên tục 
tại m (vì sau phép biến dạng thì tập B' vẫn 
gần m`), còn phép biến đổi từ () sang (ID) là 
không liên tục tại m (vì sau phép biến dạng đó 
vòng dây cao su () đã bị đứt tại điểm ?m. và do 
đó tập hợp Ö' không còn gần điểm zn' nữa). 

Sau đây ta sẽ xét tới một kết quả quan 
trọng của giải tích toán học. 


CC b 


Hình 1 

Bổ đề Vaiectrass : 

Giả sử ứng với mỗi điểm của miền hữu 
hạn @ nào đó của mặt phẳng, kể cả biên của 
miền @ (chẳng hạn, một hình tròn) có một 
đại lượng ƒ nào đấy hoàn toàn xác định, và 
thêm nữa nếu ta lấy một điểm ø bất kì trong 
số các điểm của miền @ thì dù cho ø là một 
số dương nhỏ thế nào đi chăng nữa ta vẫn 
tìm được một số £ > 0 khá bé sao cho hiệu số 
hai giá trị của ƒ tại các điểm øœ và b (€ Q) 
bất kì sát với œ một khoảng cách £, về giá 
trị tuyệt đối là thỏa mãn điều kiện : 
lf, T— ƒ,Ì < (ở đây kí hiệu ƒ+ là giá trị của 
ƒ tại điểm +). Khi đó ta sẽ nơi rằng đại lượng ƒ 
là hàm liên tục của các điểm trong miền kín ©. 
Với khái niệm đơ, Vaiectrass đã kết luận rằng : 


Bổ đề : Nếu trên @ đại lượng ƒ khắp nơi 
không âm và trên @ ƒ là tùy ý bé thì thế nào 
cũng tồn tại một điểm a € © mà tại đó ƒ 
đúng bằng 0. 

Chứng minh : Vì © là miền hữu hạn, 
kín nên ta có thể phủ được @ bởi một hình 
vuông nào đó. Ta chia hình vuông đó thành 
4 hình vuông con bằng nhau (xem hình 2). 


Thế nào cũng có một trong các hình 
vuông con chứa các điểm thuộc @ mà tại đó 
ƒ là bé tùy ý, bởi vì nếu không có các điểm 
như vậy ở mỗi trong các hình vuông con thì 
chúng sẽ không tồn tại trên cả hình vuông 
to và vÌ thế trong cả miền ©@ và điều đó là trái 
với giả thiết. Bây giờ ta lấy một cái nào đó 


Y 
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Hình 2 


trong các hình vuông con mà có chứa các 
điểm như vậy và ta lại chia nó thành 4 hình 
vuông con bằng nhau nhỏ hơn nữa v.v... Và 
như vậy là ta nhận được một dãy vô hạn các 
hình vuông con ngày càng bé đẩn đi, và mỗi 
hình vuông con là được chứa trong tất cả 
các hình vuông trước nó và mỗi hình vuông 
trong dãy đều chứa những điểm mà tại đó ƒ 
là tùy ý bé. Dãy các hình vuông này sẽ thu 
dần về điểm b của miền ©. Ta sẽ chứng minh 
rằng tại điểm b thì ƒ = 0. Thạt thế, vì b € 
© nên tại 6 thì ƒ, hoàn toàn xác định, theo 
giả thiết ƒ, > 0 (vì ƒ khắp nơi không âm trên 
@). Giả sử rằng ƒ, > 0. Khi đó theo lập luận 
ở trên trong một hình vuông rất bé chứa 
điểm 6 sẽ có những điểm mà tại đó ƒ là tùy 
ý bé, giả thử 1 điểm trong số các điểm đó 
là e € @ sao cho ƒ_ = (1/2), chẳng hạn, khi 
đó |ƒ, — ƒ| = (1/2V, > 0 là 1 số dương xác 
định, không phải bé tùy ý và điều đó là mâu 
thuẫn với tÍnh chất liên tục của hàm ƒ trên 


các điểm của miền kín O. VÌ thế mà ta phải 
có ƒ, = 0. 


Bổ đề được chứng minh xong. 


Bây giờ ta sẽ chứng minh định lí nổi tiếng 
của Brao. 

Định lí Braoe (năm 1913) : Khi ánh xạ 
liên tục tập hợp tất cả các điểm của hình 
tròn (gồm cả các điểm ở trên biên) lên các 
điểm của cả hình tròn hoặc một phần của 
hình tròn, thế nào cũng có một điểm ở 
nguyên chỗ cũ, tức là được ánh xạ lên chính 
nớ (hình 3). 


Chúng mình : 

Giả sử m là các điểm của hình tròn và 
+” là các ảnh của chúng. Ta xét các vectơ 
rời chỗ zmm`. Nếu chúng ta chứng minh được 











Hình 3 

rằng trong số các vectơ mm` có những véctơ 
ngắn tùy ý thì định lí Braoe được chứng 
ranh. Thật vậy, do tính chất liên tục của 
ánh xạ mà chiều dài của các véctơ mưn" thay 
đổi một cách liên tục khi các điểm chuyển 
động liên tục trong hình tròn (bởi vì khi đớ 
cả điểm m' cũng di chuyển liên tục). Ứng 
với mỗi điểm nu ta cho độ dài ƒ của véctơ 
dịch chuyển mm`. Ta thấy giống như trường 
hợp của bổ đề Vaiectrass : ƒ là hàm liên tục 
của điểm m, mọi ƒ đều không âm và cớ 
những ƒ tùy ý bé. Khi đó sẽ tồn tại điểm 
b_mà ứng với nó ƒ = 0, tức là độ dài của 
mm' bằng 0. Và vỉ thế trong phép ánh xạ 
mà ta xét điểm b được ánh xạ lên chỉnh nó 
và định lí đã được chứng minh xong. 

Vậy ta phải chứng minh : trong số các 
véctơ mn` có những véctơ ngắn tùy ý. Điều 
đo tức là phải chứng mỉnh rằng : chiều dài 
của tất cả các véctơ mưn` không thể lớn hơn 
'bất kì một hằng số dương £ nào là đủ. Giả 
thử ta có điều trái lại, tức là tất cả các véctơ 
zmm'` đó đều có chiều dài lớn hơn £, Ta chứng 
mình rằng điều này là không thể xảy ra 
được. 


Ta cho điểm m đi một vòng trên vòng 
tròn biên của hình tròn. Vếctơ zmm` sẽ đi từ 
điểm m. tới điểm m” nào đó thuộc hình tròn, 
tức là lúc nào đó củng nằm về một phía của 
tiếp tuyến với đường tròn tại điểm zr mà cả 
hình tròn cũng nằm về phía đớ. Do đó khi 
m đi vòng quanh như vậy trên đường tròn 
của hình tròn thì véctơ mưm' (có độ dài không 
nhỏ thua £), góc của nớ hợp với tiếp tuyến 


2{-TtT†H 


sẽ biến đổi một cách liên tục và cho tới khí 
nó trở về tới vị trí ban đầu thì nó đã quay 
tất cả là 360°. Vẫn quan sát trên hình 3. 
Bây giờ ta cho điểm zmm đi vòng tròn đường 
tròn đồng tâm mà bán kính của nó bé hơn 
bán kính đường tròn rất ít. 

Gọi p là điểm nằm trên đường tròn 
trước sao cho p, ?+ và tâm ¿ của hình tròn 
là thằng hàng. Khi đó do tính chất liên tục 
của ánh xạ (và độ dài của véctơ địch chuyển 
không nhỏ thua £ (mà góc của véctơ mm`' hợp 
với pp` tương ứng sẽ thay đổi một cách liên 
tục và rất Ít (do p và n rất gần nhau), và do 
đơ tức là khi trở về vị trí ban đầu thì nz` đã 
quay một góc 360°. Chuyển liên tiếp như 
vậy sang các vòng tròn đồng tâm liền gần 
và bé hơn, ta cũng thấy rằng những véctơ 
ứng với điểm » sau khi đi đủ một vòng sẽ 
quay một góc 360°. Thêm nữa, nếu xung 
quanh tâm của hình tròn ta lấy 1 đường tròn 
rất bé (bán kính nhỏ hơn £ rất nhiều) thì khi 
điểm đi một vòng trên đường tròn này rõ 
ràng nó được quay một góc bàng 0, bởi vì 
điểm gốc của nó luôn luôn nằm trên vòng 
tròn bé nhỏ này và do độ dài véctơ dịch 
chuyển øw`' không nhỏ thua £ nên đầu mút 
của nó trong một miền bé ở phía bên ngoài 
của vòng tròn bé nhỏ đó. Đớ là điều mâu 
thuẫn. Vì thế các độ dài ƒ của tất cả các 
véctơ dịch chuyển không thể lớn hơn hằng 
số £ > 0 bất kì được. Tức là trong chúng có 
những véctơ ngắn tùy ý. Chính vì thế mà 
định lí Braoe đã được chứng minh. 

Định lí Braoe đã cho ta một kết luận kỉ 
điệu về tính chất hình học, nếu bạn đọc coi 
hình tròn là một màng cao su và ánh xạ liên 
tục là phép biến dạng liên tục màng cao su 
đó (màng cao su không có những lễ thủng) 
một cách tùy tiện miễn là không được làm 
rách màng hay làm chúng dính lại, khi đó 
vẫn có kết luận của định lí (chú ý là màng 
cao su và cả phép biến dạng là phải làm trên 
cùng một mặt phẳng). 


Có rất nhiều cách chứng minh cho định 
lí kì lạ này, song có lẽ cách chứng minh giới 
thiệu ở đây là đơn giản và để hiểu nhất. 
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MÀI SUY DIỄN TỪ BẤT ĐĂNG THỨC CÔ Sĩ 


Với ø số thực không âm đị, G+,..„Œ,„ ta có 
bất đẳng thức sau : 
đi + g, +..+d 


x => "lãm,  Q) 


Bất đẳng thức (1) quen thuộc được gọi là 
bất đẳng thức Côsi cho z số không âm. Bây 
Biờ ta gọi P, là tích tất cả các tổng È số 
hạng từ n số ay,..dœ.. Khi đó ta có : 
Pị =ag, ..d. ?; = (ai + q2)... 

(ai + ø,)(đ, + đ2)... (Gạ - 10); ... j 
P„=a¡+a,+...+ad.. Với các kÍ hiệu này, 
bất đẳng thức (1) được viết dưới dạng : 
Py/n > "ÝP,, và biểu thị mối liên hệ giữa hai 
số Pa với P„. Từ đó, nảy ra vấn để rộng hơn 
là nghiên cứu mối liên hệ giữa các số 'ị, 
¿ = 1,2,..,m, với nhau ! Để giải quyết vấn 
đề này, trước tiên ta xét mối quan hệ giữa 
P, và P,_ ¡ với bk = 2, 3,... n và mối quan 
hệ cần tìm được chỉ ra ở định lí dưới đây. 
Định lÍ : Với n số không âm dị, 02... 0, tả 
có bất đẳng thức : 

n=k* 1 

k-—1 a.ờ 


(TT) "h>P.f 


trong đó Cf là tổ hợp chập k của m 
ai 
(Có = pio-— my 


Chúng mình : Theo định nghĩa về Đụ ta 


thấy P„ có CẺ thừa số, mỗi thừa số là 1 tổng 


À số hạng mà tập hợp & số hạng này là một 
tập hợp con š phần tử trong ø phần tử 
œ,0,..,œ,. Với tập hợp con thứ ¿ là 
{% sản Đy } của tập hợp {#o Đn #„} ta đặt 
1 k 
Tị da, tự, +...+ự, và viết 
1 2 k 
P, = TỊT,...Tạ, với N = Cứ. Gọi HỈ là tổng 
È - 1 số hạng thu được từ tổng T, bỏ đi số 
hạng a, với j = I1, 2,.., &. Ta dễ dàng có 
: J R 
HỊ + HỆ +... + HỆ = (k ~ L) x 
x(ø, +... +ø, = (£ — 1T, Nhưng theo bất 
1 k 
đẳng thức Côsi : 


và 2 < È <n. 


được 
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TẠ VĂN TỰ 


HH + HỆ +. + HỆ > k¬| nổ Hồ... HỆ 
nên TT T*\ HÍ HẺ... HÀ. Vậy 


y È Tên 
?,= Tự; “HN g)hÌ lj@ng 1H... Hị) 
" 
È w 
= (xỶg)"II*\ HỈ HẺ ... HÌ, tức là có 


¿m1 


w 
(‡L)Š®>II*| m1. 4® 


¿=1 


„m 
trong đó kí hiệu | ] +, = z;x; ...x„„. Trước khi 
¿=1 
chúng minh tiếp định lí ta chứng minh bổ 
để sau : 


Bổ đề : 1) Thừa số bất kì của Ty Tụ là 
phần tử của tập hợp các tổng H với ¿ = Ì, 
2,.., Nvàj = 1,9, ..„,&. 

2) Thừa số bất kì của P,„_¡ xuất hiện 
(œ — & + 1) lấn trong tập hợp các tổng Ởƒ ở 
trên, 

Thực vậy, gọi B= ai +. +dủ _ ¡ là 
thừa số bất kì của P, _ ¡. Với số ai khác, ta 
lập tổng : 

S=aih +ai +... tai ¡=B + ai. Do 
các số di,,... dÿ là tập hợp gồm # phần tử 
trong n số ơ;,... ø„, nên tổng S là một thừa 
số của P„. Vậy, theo định nghĩa của H, hiển 
nhiên B là một phần tử của tập hợp 
BỊ), = 1,..,W;ÿj =1,2,.., È và phần 
1 của bổ đề được chứng minh. 

Lại xét với thừa số bất kỉ 
B=ai.+..+al _ ¡ của P,_ ¡. Rõ ràng thừa 
số B xuất hiện đúng 1 lần và chỉ xuất hiện 
trong các tổng t được xây dựng từ các tổng 
S được xác định như trên. Nhưng do có 
n—(k—=l)=n—k+1 số di khác các số 
di, q”, ca GỖ - trong œ số đạ,đ„,.., 0, nên 





có thể cố ( — k + 1) tổng S có dạng trên. 
Vì thế thừa số được xuất biện đúng 
(n — k + 1) lần trong các tổng TP, ¿ = 1,2, 
‹; ÑW và j = 1,.., k. Bổ đề đã được chứng 
mình xong. 


Trở lại việc chứng mình định !í. Theo bổ 
đề và với chú ý số thừa số của Ty ¡ là 


CŒẰRẰ1l và 7? ? hệ thức #& 


n 
á Và -1 5 ị 
CỄ z(nS=k+ U CŒ.—1 đo đó tập hợp {Hj] 
nơi trên chỉ chứa các thừa số của Py_ ¡ nên 

ta có : 
ì f — 1k] 
NỊH, .. Hệ = Đr— 
và theo (3) ta có 
b—1.œ #n—k+] 
(x) hư 
và định lí cũng được chứng minh xong. 

Từ định lí ta suy ra được mối quan hệ 
giữa các P„ k = 1, .., n với nhau. Chẳng 
hạn cần so sánh P, và P, _ „. Từ (2) suy ra : 

#—k+*1 
° 
PĐ> l8 si, ` 
và tương tự ta có 











kứ — 1) 


È œ (Œi~k + Lựt Tk + 2) 
TU CTLƠNG 


Tương tự, giữa P, và P,_ „ ta cố 


P, > ( 


} œ Œt—k*+ L){n —k + 2)(4 ~ & + 3) 
——)\ *P_. kh Ð 
P.>(xcg) "Pk~3 k&=D&~2 


giữa P, và B, ta có : 


Bị, > &C: PCnh 
Lại so sánh Đụ với Py ¿rà Từ (2) thay *# 
???(k+ 1) và chú ý : 





k+l 
1 
¬—TCn l= Cổ, ta có 
k+] 
È QC n~k 
(g+T) *Fi+i >P 


Kéo dài quá trình tương tự này, giữa P, 
và P„ ta có : 


(1) “RE >Pụ () 


Kết hợp (4) với (5) ta thu được kết quả 
sau : 


F3 * 
(„) "r? >P.y > kCn PCi" 
Từ đó ta đi đến : 


1 1 
1/CE la 
nÝn” „ý n>P} 
hay rõ hơn : 
+ø,+..+ 
TS n1 nụct 
n gpk” 
> "aiø;... gạ. (8) 


Do bất đẳng thức Côsi được ứng dụng 
hiệu quả cho nhiểu bài toán nên có vấn để 
đạt ra là cần tìm các bất đẳng thức biểu thị 
mối quan hệ chặt chẽ hơn bất đẳng thức Côsi 
với hì vọng các bất đẳng thức mới này cho 
ứng dụng hiệu quả hơn, mạnh hơn so với bất 
đẳng thức Côsi. Một điều rất thú vị là, từ 
(6) rõ ràng ta có ngay hai bất đẳng thức : 


a,+a,†+..+a 
& 6b: HE Vu S) in 
n kk 


1 
và ;?ựt > "Jaø, mm 
với mọi k = 1, 2, ... n, biểu thị mối quan 


hệ chặt chẽ hơn bất đẳng thức Côsi cho z+ số 
không âm. 
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KHÁI NIÊM XÁC SUẤT 


Trên thực tế chúng ta thường gặp trường 
hợp là sau khi thực hiện một số các điều kiện 
nào đớ thì cớ thể thu được kết quả này hoặc 
kết quả khác mà ta không tài nào đoán trước 
được. Thí dụ : khi ta tung ngẫu nhiên một 
đồng xu thì ta không biết trước được mặt 
nào của đồng xu sẽ nằm trên, vÌ điều đó phụ 
thuộc vào vô số các yếu tố mà ta không biết 
hoặc không thể nào tính đến được, chẳng 
hạn, chuyển động của tay lúc tung đồng 
xu, ảnh hưởng của không khí, vị trí đồng xu 
khi sắp được tung ra, v.v... Kết quả của một 
cuộc xổ số có thể trúng vào một vé bất kì : 
trong phép đo nhiều lần một đại lượng vật 
lí ta phạm những sai số khác nhau ¡ trong 
sự sản xuất hàng loạt, các sản phẩm không 
bao giờ trùng nhau hoàn toàn (thí dụ trong 
việc sản xuất bóng đèn đêm, thời gian dùng 
được của mỗi bóng đèn khác nhau) ; khi ta 
bán bia khó lòng mà tất cả các viên đạn đều 
trúng đúng vào tâm. Trên đây là những thí 
dụ về hiện tượng ngẫu nhiên ; cớ thể đẫn ra 
vô số thí dụ tương tự như vậy. 

Nếu khi thực hiện một nhớm các điều 
kiện nhất định, một biến cố nào đớ có thể 
xảy ra hoặc không xảy ra thì biến cố ấy được 
gọi là biến cố ngẫu nhiên. Có phải chăng 
giữa biến cố ngẫu nhiên và nhớm các điều 
kiện được thực hiện không có một mối liên 
hệ c tính quy luật nào cả ? Đã từ lâu người 
ta nhận thấy rằng nếu tung khá nhiều lần 
đồng xu (không méo) thì tÌ số lần xuất hiện 
mặt ngửa trên tổng số lần tung khá ổn định 


và xấp xỈ s: Nơi chung, trong rất nhiều 


trường hợp khi thực hiện nhiều lần một 
nhóm các điều kiện nhất định, ¿šn số(Ù xuất 
hiện biến cố ngẫu nhiên có khuynh hướng tụ 
tập chung quanh một số p nào đó, khuynh 
hướng ấy càng rõ khi ø càng tăng. Trong 
những trường hợp như vậy đối với biến cố 
ngẫu nhiên A ta không những chỉ cớ thể nơi 
đến tính ngẫu nhiên của nó mà còn có thể 
đánh giá khả năng xuất hiện của nó bằng số 
P gọi là "xác suốt xuất hiện biến cố A, khi 
thực hiện nhớm các điều kiện nớơi trên". 
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TRẦN VINH HIỀN 
Đại học Tổng hợp 


Trong môn toán học xác suất khái niệm 
xác suất được xem là một khái niệm cơ bân 
mà không định nghĩa, nớ chỉ được xác định 
qua một hệ thống tiên đề giống như khái 
niệm đường thẳng trong hình học vậy. Ở 
đây, nói cho đúng hơn, chỉ cho một sự hình 
dung thực tế về khái niệm xác suất toán học, 
chẳng khác gì ta hình dung đường thẳng là 
một sợi chỉ (không có bề dày) được căng ra 
và kéo đài ra vô hạn. 

Giả thiết về sự tồn tại xác suất (tức là 
con số mà tần số nơi chung có khuynh hướng 
tụ tập dần đến nơ khi + tăng) được xác nhận 
trên một số rất lớn những hiện tượng. 
Những hiện tượng như thế được gọi là những 
hiện tượng xóc suất và môn toán học nghiên 
cứu các quy luật chỉ phối các hiện tượng xác 
suất được gọi là môn xác suất. 

Mặt khác, sự tồn tại xác suất p đối với 
từng trường hợp riêng biệt cần được kiểm 
nghiệm thích đáng. Nghiên cứu phương pháp 
kiểm nghiệm đó là một trong những nhiệm 
vụ của môn ioáz học thống kê. Tuy nhiên 
việc kiểm nghiệm đó thường rất cổng kềnh, 
trong nhiều trường hợp giả thiết về sự tồn 
tại xác suất p của biến cố ngẫu nhiên được 
đưa ra dựa trên cơ sở sự hình dung về "tính 
đối xứng", về sự "đồng khả năng". Thí dụ : 
Tính đối xứng của đồng xu (không méo) cho 
ta cơ sở để giả thiết rằng xác suất xuất hiện 


1 
mặt ngửa của nó bằng 5 


Rõ ràng xác suất là một số không âm và 
không lớn hơn 1, xác suất càng lớn thì khả 
năng xuất hiện của biến cố càng tăng ; xác 
suất của biến cố không thể xảy ra thì bằng 
không và xác suất của biến cố chắc chắn xảy 
ra bằng 1 (chú ý là ở đây mệnh đề ngược lại 
nơi chung không đúng). 

Việc nghiên cứu những hiện tượng chịu 
sự chỉ phối của quy luật xác suất là một yêu 
cầu bức thiết của đời sống và khoa học. LÍ 
thuyết xác suất ngày nay đang được phát 
triển rất mạnh trên nhiều nước, đặc biệt là 


những nước có nền khoa học kÍ thuật tiên 
tiến. Nó được ứng dụng rất có hiệu quả 
trong kinh tế (để tổ chức quá trình sân xuất, 
kiểm tra sản phẩm điều tra thiên nhiên và 
dân cư, dự báo thời tiết, v.v...), trong quân 
sự (lí thuyết bán, lí thuyết thông tin v.v...). 
Kinh tế ngày càng phát triển, sự sản xuất 
hàng loạt và ki thuật tự động ngày càng phổ 
biến thỉ vai trò của lí thuyết xác suất ngày 
càng quan trọng. LÍ thuyết xác suất đã là 
công cụ rất mạnh mẽ và không thể thiếu 
được của vật l học, hóa học khi các khoa 
học đó đi sâu vào thế giới đẩy sự ngẫu nhiên 
của phân tử, nguyên tử v.v... LÍ thuyết xác 
suất cũng đã giúp cho y học, sinh vật học 
hiện đại cùng nhiều ngành khoa học khác 
đạt được những thành tựu xuất sắc. 

Trong phạm vì bài báo này chỉ có thể sơ 
bộ giới thiệu với các bạn về khái niệm xác 
suất chứ không thể nào nơi lên được nội 
dung phương hướng (dù chỉ là những điểm 
chủ yếu) và những ứng đụng to lớn của môn 
toán học phong phú như lÍ thuyết xác suất. 

Bài toán săn thú. 


a) Hai người đi săn độc lập với nhau đồng 
thời bắn vào một con thú. Giả thiết rằng : 
với khoảng cách như vậy, thông thường mỗi 
một trong hai người bắn trúng thú một 
trong ba trường hợp. Tính xác suất để con 
thú bị bắn trúng trong trường hợp này. 

b) Giải bài toán với trường hợp ba người 
đi săn, 

c) Giải bài toán với trường hợp mœ người 
đi săn. 

(Nếu ở đây thay người đi săn bằng chiến 
sĩ phòng không và con thú bằng chiếc máy 
bay địch thì ta cớ bài toán săn máy bay). 

Lời giải : 

a) Để tính xác suất ta có thể thay hai 
người đi sản bằng hai người rút vé. Cơ hai 
chiếc hộp, mỗi hộp đựng 2 vé có ghi chữ S 
(S là viết tất chữ sai) và 1 vé ghi chữ 7 
(trứng). Hai người rút hú họa một cách độc 
lập với nhau từ trong hai hộp ra một chiếc 
vé. Chữ 7' tương ứng với trường hợp con thú 
bị bấn trúng, còn chữ 6S tương ứng với 
trường hợp ngược lại. Ta kết hợp 3 "kết cục 
có thể" *) (hai kết cục cho chữ S và một kết 
cục cho chữ 7T) của người thứ nhất với 3 "kết 
cục có thể" của người thứ hai, ta sẽ có tất 
cả 9 kết cục sau"°) ; 


Ss SS ST 
SS SS ST 
TS TS TT 


Rõ ràng là 9 kết cục này có khả năng xẩy 
ra đồng đều như nhau (không thiên vị một 
kết cục nào). Mà trong 9 "kết cục có thể" đó 
chỉ 5 kết cục có chứa chữ 7 (tức 5 kết cục 
ứng với trường hợp con thú bị bấn trúng) 


5 
như vậy xác suất phải tÌm là 8 


b) Xét trường hợp ba người đi săn - ta 
cũng thay ba người đi săn bằng ba người rút 
vé, trường hợp này có tất cả 27 kết cục có 
thể và đồng khả năng (kết hợp 9 kết cục 
trên với 3 "kết cục có thể" của người thứ ba). 
Th tính số kết cục có chứa chữ 7. Số kết cục 
có chứa chữ 7' trong hai chữ đầu là ð x 3 
= lỗ (kết hợp ð kết cục chứa chữ 7 trong 
phần a) với 3 kết cục có thể của người thứ 
ba) còn số kết cục mà chữ 7 chỉ đứng sau 
cùng là 4 (kết hợp 4 kết cục không chứa chữ 
T trong phần a) với kết cục 7 của người thứ 
ba). Vậy trong 27 "kết cục cớ thể" và đồng 
khả năng ở trên có lð + 4 kết cục ứng với 
trường hợp con thú bị bắn trúng. Xác suất 


: 19 
phải tìm là ? 


c) Trong trường hợp có »% người đi săn 
cùng bắn một lúc vào con thú, cũng tương 
tự như các trường hợp ø, ö ta đễ dàng thấy 


là có 3 "kết cục có thể" và đồng khả năng. 
Tuy nhiên việc tính số các kết cục có chứa 
chữ 7 sẽ phức tạp hơn nhiều. Th có thể làm 
một cách đơn giản hơn là tính số các kết cục 


(1) Giả sử ta thực hiện ?t tần nhóm các điểu kiện nói 
trên. Ta kí hiệu số lần xuất hiện biến cố ngẫu nhiên A — 


HA 
biến cố mà ta theo dõi — là nA, khi đó K được gọi là tấn 


số xuất hiện biến cố ⁄4. Thí dụ nếu ta tung một đồng xu 
(không méo) 100 lần mà mặt ngửa xuất hiện 54 lần thì ta 
nói tần số xuất hiện mặt ngửa là 54/100. 

* Ở đây trong mỗi hộp có 3 chiếc vé, mỗi chiếc vé đều 
có thể được rút ra, vì vậy kết quả rút vé của mỗi người có 
thể rơi vào một trong ba trường hợp : hai trường hớp cho 
chữ §Ÿ và một trường hợp cho chữ 7. Ta gọi ba trường hợp 
đó là 3 "kết cục có thể" trong việc rút vé của mối người 
riêng biệt, 

°”) Ò đây ta xét việc rút vé của cả hai người, chữ $7 
chẳng hạn là ứng với kết cục trong đó người thứ nhất rút 
trúng chữ $, người thủ hai nủt trúng chữ 7. 
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ứng với việc cả ba người đều bắn sai. Trong 
ở” "kết cục có thể", rõ ràng số kết cục ứng 
với người thứ nhất bấn sai bằng 


2 
g.89=2.8—1, Trong 2.83*~ l trường hợp 


mà người thứ nhất bán sai ấy thì có 2 28" T1 


trường hợp người thứ hai cũng bắn sai. 
Trong 22. 3* ~ 2 trường hợp cả hai người đầu 


bán sai này thì có 222 .89~2 trường hợp 


người thứ ba cũng bắn sai nốt. Tiếp tục lí 
luận đó ta sẽ có 2? kết cục trong 3” "kết cục 
có thể" ứng với việc cả ø người đều bắn sai, 
Vậy số kết cục ứng với việc con thú bị bắn 
trúng (tức là ít nhất có một người bắn trúng) 
bằng 3” — 2". Xác suất phải tìm bằng 
8.— 2 2vn 
g1 VR) 

Bằng cách dùng chiếc que mà xác 
định được gần đúng số z: ! 

Ta biết rằng số zx (bằng tỉ số giữa chu vi 
vòng tròn và đường kính của nó) là một số 
vô tì, hơn nữa nó không thể được biểu diễn 
dưới dạng một biểu thức đại số hữu hạn. Tuy 
nhiên, có nhiều cách biểu diễn nó được dưới 
đạng một biểu thức đại số vô hạn, nhờ đó 
có thể tính gần đúng số +z với độ chính xác 
tùy ý. Thí dụ sau đây là một vài công thức 
cổ điển đối với số +. 

Công thức Viết (1540 - 1608) : 


La 


2Ï E p1o Dạ 3 
z {23 *5»* 
\{s+2 + 2| 1 „ 
2 32 3 b] 


Công thức Ole : 








6ˆ 342 32 42 
Công thức Lâynit (1646 — 1716) 

z 1 1 1 

VU lào: bài huếu 


Công thức Valit (1616 - 1703) 
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Sau đây sẽ đưa ra một cách xác định gần 
đúng số xz bằng phương pháp xác suất. 
Phương pháp đó sẽ rút ra ngay được từ lời 
giải của một bài toán xác quất được gọi là 
bài toán Bupphông (1707 - 1788). 

Trên mặt phẳng kẻ hai đường thẳng song 
song cách nhau một khoảng 2ø. Tung hú họa 
xuống mặt phẳng một chiếc que nhỏ có độ 
dài 2a. Chứng minh rằng xác suất để que 
cắt một trong hai đường thẳng song song 


bằng = ~ 0,687. 


Chú ý : Chữ tung hú họa ở đây phải hiểu 
theo nghĩa : 

1) Tâm của que rơi hú họa 
trên đoạn thẳng 2a vuông góc 
với hai đường thẲng song song 
đã cho và kèm giữa chúng. 

2) Góc zx là góc lập bởi que 
với phương các đường thẳng 
song song lấy hú họa giá trị 
trong đoạn [0, z] (một cách 
độc lập với vị trí tâm của que). 

Lời giải : ta kí hiệu khoảng cách từ tâm 
của que đến đường thẳng gần nhất trong hai 
đường thẳng song song là y (hình 1). 

Theo hai điều kiện L), 2) ta thấy 0 « z 
<z,0Ũ<y <a, tất cà các kết cục có thể 
xảy ra được biểu thị bởi cặp số (x, y) trong 
đó x lấy hú họa giá trị trong đoạn (0, z], còn 
+ độc lập với x lấy hú họa giá trị trong đoạn 
[0, a]. Tập hợp tất cả các "kết cục có thể" 
đó có thể minh họa bằng tập hợp tất cả các 
điểm lấp đầy hình chữ nhật OMNP có các 
cạnh OM = a OP = z (hình 2) và điểm (, y) 
sẽ rơi hú họa 
(không thiên về vị 
trí nào) trên hình 
chữ nhật đó. Theo 
giả thiết về tính 
"đồng khả năng" 
này ta có xác suất 
để điểm (x, y) rơi vào một phần nào đó của 
hình chữ nhật sẽ bằng tÍ số diện tích của 
phần ấy trên diện tích hình chữ nhật OMNP. 

Điều kiện cần và đủ để cho que cắt một trong 
các đường thẳng song song là y « asinr. VÌ 
vậy xác suất p phải tìm chính là xác suất để 








Hình 2 


điểm (, y) rơi vào phía dưới đường cong 
y=asim. Diện tích hình chữ nhật OMNP 
bằng az còn diện tích phần nằm phía dưới 
đường cong y = asinx bằng 2o. Vậy : 


Từ sự trình bày khái niệm xác suất ở phần 
đầu ta biết rằng có thể xác định gần đúng xác 
suất p (tức cũng là xác định gần đúng số z) 
nhờ tần số, vì vậy ta suy ra ngay tức khác 


cách làm thế nào để tưng chiếc que nhiều 
lần mà xác định được gần đúng số z. Nhớ 
rằng trong việc làm đó phải cố gắng chú ý 
đảm bào hai điều kiện L), 2). Cũng cần nói 
rõ với các bạn : bạn nào muốn chơi trò chơi 
này thì hãy xem lại lòng kiên tâm của mình 
đấy, vì để xác định số z với độ chính xác lớn 
thì nới chung cần phải tung rất nhiều lần. 
Thí dụ người ta đã tung 5000 lần và xác 
định được giá trị gần đúng z ~ 3,159. 


KHÁI NIỆM VỀ 
LÍ THUYẾT NHẬN DẠNG 


Ta hãy vào thăm một lớp vỡ lòng. Cô giáo 
viết lên bảng chữ ø, chữ e, chữ ¡ đọc to cho 
các em nghe. Mỗi chữ cô giáo đều viết nhiều 
lần. Chữ cô thật là nắn nớt, tuy vậy các chữ 
a cô viết cũng không thể hoàn toàn giống 
nhau (xem hỉnh 1) các chữ e cũng vậy. Mặc dù 
như thế các em vẫn đần dần phân biệt được 
các mẫu chữ a với các mẫu chữ e, chữ i, v.v,. 

Giai đoạn học đã xong, bây giờ các em 
thì. Cô giáo (hoặc một thày giáo khác) viết 
lên bảng một chữ ø chữ này không hoàn toàn 
giống các mẫu chữ a mà cô giáo đã viết, 
nhưng còn giống chúng hơn các chữ khác. 
Do đó các em dễ đàng đọc được a. 

Lớn lên, các em làm quen dần với các 
mẫu chữ ø do nhiều người viết, có khi viết 
rất ngoáy. Tuy không giống với những mẫu 
chữ ø do cô giáo đã dạy, nhưng chúng vẫn 
được các em phân biệt với các chữ khác. 

Rõ ràng khi trông thấy một mẫu chữ ø mới, 
các em tuy có so sánh nớ với những mẫu chữa 
đã học, nhưng không cần trông thấy hai hình 
trùng khít với nhau mới kết luận rằng đớ là 
chữ a. Thực ra các em chỉ làm một phép phân 
loại các mẫu chữ đã học ra thành các lớp 
chữ a, chữ e, chữ ¡ v.v.. Sau đó các em không 
cần nhớ từng mẫu chữ a đã học, mà đường 
như chỉ cần nhớ một khái niệm chung, một 
"mẫu đại diện" đối với mỗi lớp. Gặp một mẫu 





ÁNH DƯƠNG 


chữ mới, đường như các em chỉ làm một 
phép so sánh với những "mẫu đại điện" đó, 
rồi trên cơ sở sự gần giống (chứ không phải 
là giống hẳn) mà xếp mẫu mới vào một lớp 
nào đớ. 

Bộ óc con người 
có khả năng phân ( ŒL q 
loại các mẫu chữ đã 
học và nhận biết một 
mẫu mới nên xếp vào Hình 1 
lớp chữ nào cho đúng. Đó là khả năng nhận 
dạng. Khả năng này thể hiện rất rộng rãi. 
Con người không phải chỉ nhận đạng chữ 
viết, mà có thể nới : sở di nhận thức được 
muôn vàn sự vật quanh mình, chính là nhờ 
khả năng nhận dạng. 

Thí dụ như việc phân biệt chớ với mèo, 
lợn, gà,.. Khi em bé được bố mẹ trỏ cho trông 
thấy mấy con chó vàng, vện đầu tiên đang 
rỡn chơi với mấy chú mèo đen, mèo tam 
thể..., thì trong óc em đã hình thành sự phân 
loại khái niệm về chớ và mèo. Sau này em 
trông thấy mèo mướp và chớ mực, tuy chẳng 
giống hoàn toàn những con chớ, con mèo đã 
gặp, nhưng em vẫn nhận đạng được chúng. 

Từ ngữ "nhận đạng" không chỉ bó hẹp 
trong phạm vi những hình đạng có thể nhìn 
thấy. Người ta cớ thể "nhận dạng" cả âm 
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thanh chẳng hạn, như dễ dàng phân biệt 
tiếng đàn và tiếng sáo, tiếng bom và tiếng 
súng, v.v.. 

Loài người đã từng băn khoản tự phân 
tích khả năng "nhận dạng" của bộ óc mình. 
Người ta nhận đạng bàng cách nào ? Đó là 
câu hỏi thật khớ giải đáp. 

Như trên đã nói, để nhận dạng, bộ óc 
không bao giờ yêu cầu mang mẫu mới ra so 
sánh với từng mẫu cũ đã học chơ tới khi 
trùng khít nhau giữa mẫu mới với mẫu cũ 
nào đó. Bộ óc chỉ làm công việc so sánh để 
phân loại mà thôi. Trong quá trình học, bộ 
óc phân loại các mẫu do người dạy đưa cho 
xem (hoặc nghe, ngửi, sờ v.v..). Trong giai 
đoạn thi, bộ óc xếp mẫu mới vào một trong 
những loại đã được phân trước đây. 

Phải chăng việc phân loại đó thực hiện 
được là nhờ người dạy đã miêu tả các mẫu 
cho bộ óc nắm được tiêu chuẩn của từng loại 
mẫu ? Chẳng hạn cô giáo đã dạy các em 
phân tích các nét chữ : 


"¡ tờ giống móc cả hai 
¿ ngắn có chấm, tờ đài có ngang" 
Bố mẹ muốn dạy các em phân biệt con 
chớ với con mèo cớ thể nơi đến cái mõm dài, 
cái thân hình to lớn hơn và đôi mắt không 


tròn to xanh biếc, tiếng sủa không êm ái như 
tiếng kêu meo meo. 


Đúng là việc phân tích tiêu chuẩn của hai 
mẫu có nhiều khi giúp cho việc phân loại và 
nhận đạng dễ đàng hơn. Nhưng sự vật nhiều 
khi phức tạp lắm, phân tích tiêu chuẩn 
không đủ đi sâu vào các khía cạnh phân biệt 
các loại mẫu. Biết bao nhiêu chữ cái không 
thể miêu tả tỈ mỉ được và chác không phải 
là cô giáo hễ viết một chữ cái như h, g, r, s, 
v.v.. lại phải nêu hình ảnh móc câu, cái mũ, 
cái cột, cái gáo, v.v.. để miêu tả từng chữ. 
Dường như bộ óc có khả năng phân biệt được 
những hình ảnh đó mà không cần đến những 
tiêu chuẩn chặt chẽ và tỈ mỉ để phân loại 
cho chính xác. Chẳng thế mà không những 
óc phân biệt được những chữ cái với nhau, 
mà còn phân biệt được nét chữ do người này 
hoặc do người khác viết. Khi bố mẹ đến cổng 
trường đón các em thì trong hàng trăm 
giọng nơi của học sinh, bố mẹ vẫn nhận ngay 
được tiếng con mình mà chẳng cần phân biệt 
âm sắc, âm giai gÌ chặt chẽ cả. 
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Do đó, các nhà triết học đuy tâm cho rằng 
bộ óc nhận dạng được là do trực giác, nói xa 
hơn nữa, là do thượng đế phú cho con người 
khả nàng bẩm sinh đó, cảm thông trực tiếp 
với sự vật mà nhận thức ngay được bản chất. 
Nhưng cái thứ lập luận duy tâm ấy đã phá 
sản hoàn toàn trước những thành tựu của 
khoa học, dùng máy tính điện tử để nhận 
dạng. Quá trình nhận dạng của bộ ớc đã 
được phân tích và mô hình hóa tới một 
chừng mực nào đó trên máy tính điện tử, 
nhờ đó người ta dần đà đi sâu khám phá 
thêm cơ chế làm việc khá tỉnh vi của bộ óc. 

Người ta đã áp dụng trên máy tính điện 
tử nhiều thuật toán nhận dạng. Sau đây, ta 
hãy xét một thuận toán đơn giản nhất. 











Hình 2a 

Giả sử máy đã học 3 loại 
chữ i1, E, ¡ trên những mẫu 
trong hình 2a. Những mẫu 
này cùng kích cỡ do đó ta có 
thể đặt chúng lên những hình 
chữ nhật bằng nhau, giả sử 
mỗi chữ nhật chia làm 6 x 8 
= 48 ô vuông. Th cho mỗi chữ 
nhật mang hình chữ cái tương ứng với một 
mã 48 chữ số 0 hoặc 1 theo quy ước sau đây : 

-Ô vuông nào có nét chữ đi qua tương 
ứng với chữ số l, ô vuông nào để trắng 
tương ứng với chữ số 0. 

¬ Các chữ số 0 và 1 được viết liền nhau 
từ trái sang phải, tương ứng với các ô vuông 
từ hàng trên xuống hàng dưới và từ trái 
sang phải 

Như vậy chữ Öï đầu tiên sẽ tương ứng với 
mã 


100001.100001.100001.111111.100001.100001. 
.100001.100001 
Chữ 7ï thứ 3 tương ứng với mã 
110011.100001,100001.101101.111111. 
100001.100001.100001 





Hình 2b 


Chữ E thứ nhất tương ứng với mã 
111111.1009000. 100000. 1 11100. 100000. 100000. 
100000.111111 

Ta dễ dàng viết được mã tương ứng với 
những chữ khác (việc mã hóa ở đây tương 
tự như việc mã hóa đã nói trong bài "Máy 
tính điện tử với các bài toán phi số” đăng 
báo Toán học và tuổi trẻ số 7-8~1979), 

Bây giờ giả sử cho một mẫu mới, như 
hình 2b. Cần đoán nhận xem đó là mẫu 
chữ gì. 

Trước hết, ta viết mã tương ứng với mẫu 
mới : 

111111.100000.100000.100100.111100. . 

.100100.100000.111111 

Bây giờ ta đếm chữ số không giống nhau ở 
những vị trí tương ứng trong mã mẫu mới và 
mã các mẫu chữ đã học. ErSEADG01 20011 
được là dụ su, _- : đc ,ở ,d ,d đc đi, 


%, , C1AE: 7T 
và gọi là khoảng cách giữa mẫu mới sà th 
mẫu chữ # thứ 1, thứ 2, thứ 3, chữ e thứ 1, 
thứ 2, thứ 3 v.v.. 
Ta có : d, =21, đ 
1 


),= 18, d,= 6. 


Tương tự như vậy, ta có thể đếm được đ„ = 19, 
2 
d,= 4, dự, = 8, d,= 20, đ, = 19, dị = 21 


Ta tính khoảng cách trung bình đ, giữa 
mẫu mới với các mẫu chữ # : 


d, = (dụ + dụ, + d, )/8 = 55/3 = 18,3 


Tương tự như vậy, ta tính khoảng cách 
trung bình ở, giữa mẫu mới với các mẫu 
chữ e. 


=(d, +d, + d, )/8 = 18/8 = 


Ta cũng tính được đ, = 60/3 = 20. 

So sánh 3 khoảng cách ta thấy đ,_ nhỏ 
nhất, chứng tỏ mẫu mới gần chữ e nhất. Do 
đó máy sẽ đoán nhận mẫu mới là chữ e. 

Thuật toán trên đơn giản, nên kết quả 
nhận dạng chỉ đúng chừng 70%. Cải tiến 
thêm, có thể thu kết quả đúng tới 90 - 95%. 
Nhưng thuật toán của máy nhận hình (còn gọi 
là pec-xep-tơ-rôn) còn có hiệu quả cao hơn. 

Hãy xét một máy nhận hình đơn giản hóa 
(xem hình 3) gồm một tấm màn in hình §, 
một bộ phần tử gọi là phần tử kết hợp A và 
một phần tử phản ứng E. Máy này phân biệt 


được 2 loại hình dạng khác nhau, chẳng hạn 
chữ B và chữ E. 





Hình 3 


Màn 6 chia ra n ô vuông, mỗi ô đều có 
tế bào quang điện và được nối một cách ngẫu 
nhiên tới một trong các phần tử kết hợp. Số 
phần tử kết hợp bằng m %& n, do đó mỗi 
phần tử kết hợp đều được nối với ít nhất 
một ô vuông nào đó. Mỗi phần tử kết hợp 
A, tương ứng với một hệ số ¿, cho trước, 7, 
có thể dương hoặc âm, Khi ta in một hình 
nào đó, chẳng hạn hình chữ E lên màn S, 
thì những ôð vuông cớ nét chữ đi qua bị kích 
thích (do tế bào quang điện đã chuyển ánh 
sáng thành dòng diện và truyền tín hiệu tới 
phần tử kết hợp tương ứng. Phần tử A, nào 
nhận được Ít nhất & tín hiệu (k là một SỐ cố 
định cho trước) thì sẽ bị kích thích và truyền 
sang phần tử R số ¿, nơi trên. Như vậy với một 
hình ảnh nhất định (chẳng hạn chữ E) thì E 
nhận được một tổng số r = /, tủ +. Tứ, 


trong đó ỉ,, .... ẳ là số hiệu các Thân tử Ả, 
bị kích thích. Nếu r > 0 thi quy ước máy trả 
lời là chữ B, ngược lại r < 0 thì máy trả lời 
là chữ E. 


Trong quá trình dạy cho máy học, người 
ta làm thay đổi các hệ số ¡, dựa trên kết 
quả phản ứng của #. Nếu chiếu lên màn S 
chư Ö mà # phản ứng là r < 0 (tức là máy 
nhận đạng nhầm chữ B ra chữ E. Khi đó, 
phải tăng các ?, ứng với các A, bị kích thích, 
để lần sau nếu chiếu chữ B cũ đớ lên màn 
Š, thì máy thu được r > 0. Ngược lại, nếu 
chiếu lên màn S chữ ÿ mà thu được r > 0 
thì ta phải giảm các /, tương ứng với các A, 
bị kích thích. Cứ như vậy, dần dà ta số có Ì 
hệ thống /, sao cho r > Ô đối với hình các 
chữ B và r < 0 đối với E, 

Thuật toán này cải tiến thêm sẽ cho phép 
ta phân biệt không phải chỉ 2 chữ, mà một 
số chữ tùy ý, Mức độ chính xác đạt từ 95% 
đến 99%, Tốc độ làm việc cực kì nhanh 


329 





chóng, chẳng hạn muốn dạy cho máy học 26 
chữ cái, chỉ cần phóng lên màn § trung bình 
một vài chục mẫu chữ cho mỗi chữ cái. Máy 
sẽ tính toán để điều chỉnh các hệ số l, với 
tốc độ điện tử (hàng vạn phép tính một 
giây). Như vậy, máy có thể thuộc mặt chữ 
cả bộ chữ cái trong vòng mấy phút, thậm chí 
mấy giây. Không những thế, máy còn có khả 
năng "rút kinh nghiệm" ngay trong giai đoạn 
thi. Thật thế, khi thí nếu máy đoán nhầm, 
thì sau khi "người coi thi" báo cho máy biết 


GIẢI PHƯƠNG 


Khi giải các bài "phân phối vé bóng đá" 
và "ghép tên họ" trong báo "Tuán học và tuổi 
trẻ” số 2 (mục "Giải trí toán học"), chắc 
không mấy ai trong các bạn nghĩ rằng đó là 
một bà: ¿ođn, có thể giải được bằng cách đặt 
phương trình, vÌ nói đến toán, thường các 
bạn chỉ nghi đến cái gÌ cớ hình hoặc có số 
rõ ràng. 

Sau đây, xin giới thiệu với các bạn một đại 
số mới, có nhiều điểu giống mà cũng có 
nhiều điều khác với đại số mà các bạn đang 
học ở trường, giúp các bạn giải được những 
"bài toán" như các bài nơi trên. 

1. Mệnh đề : Mệnh đề là một câu nơi cớ 
tính chất hoặc đứng hoặc sơi. Thí dụ : các 
câu sau đây là mệnh đề : 

1) Số z lớn hơn 2 (đúng) 

2) Quá đất vuông (sai). 

3) Hình chữ nhật cớ một góc vuông 
(đúng). 

Nhưng các câu như : "Số z lớn hơn 2", 
“Hôm nay là thứ mấy ?" không phải là mệnh 
đề, vì không thể nới các câu đó đúng hay sai 
được. 

Trong số học, ta dùng chữ thay số. Ở đây, 
ta dùng chữ thay cho mệnh đề. Chẳng hạn 
ta gọi mệnh để 1) trên đây là ø, mệnh đề 2) 
là b, mệnh đề 3) là c. Nếu một mệnh đề P 
là đúng thì ta viết p = 1 (p có giá trị chên 
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là nhầm máy sẽ tự động sửa các hộ số t như 
trong giai đoạn "học", 

Máy nhận hình, cũng như mọi máy nhận 
dạng khác, đều có thể thay thế bởi một mắầy 
tính điện tử thông thường, có gắn thêm một 
số thiết bị phụ, chẳng hạn như một bộ phận 
thu nhận hình ảnh tương tự như màn §. Vì 
vậy, máy tính điện tử có thể dùng để nhận 
dạng. Trong lĩnh vực ứng dụng quan trọng 
này, con người đã đạt được những thành tựu 
kÌ diệu mà ta sẽ nới đến trong dịp khác. 


TRÌNH LÔGIC 


HOÀNG CHÚNG 


lí là I), nếu p sai thÌ viết p = 0 @ có giá 
trị chân lí là 0). Trong ba mệnh đề trên thì 
øœ =1l,b=0,c =1. 

3. Ta có thể nối các mệnh đề đơn giản lại 
để được các mệnh đề phức tạp. Chẳng hạn 
từ hai mệnh để "Hôm nay là ngày chủ nhật" (a), 
"Hôm nay là ngày lễ" ö), ta có thể lập mệnh 
đề : "Hôm nay là ngày chủ nhật oà (hôm 
nay) là ngày lễ", và kí hiệu mệnh đề này 
bằng & b (đọc : a và b) ; là một hội của 
œ VÀ b, 

Rõ ràng là hội ø & b trên đây chỉ đúng 
(= 1) khí cả ø lẫn ö cùng đúng (ø = ö = ]), 
tức là nếu hôm nay đúng là ngày chủ nhật 
(œ = 1), mà cũng đúng là ngày lễ (b = l), a 
& Ð sai ( = 0) trong mọi trường hợp khác : 
œa & Ò sai nếu hôm nay là ngày chủ nhật (a 
= 1), nhưng không phải là ngày lễ (bè = 0) 
hoặc hôm nay là ngày lễ ( = 1) nhưng 
không phải là ngày chủ nhật (z = 0), hoặc 
hôm nay không phải là chủ nhật (ø = 0O), 
hoặc hôm nay không phải là chủ nhật (œ = 
0) mà cũng không phải là ngày lễ ( = 0). 

Sự phụ thuộc của giá trị chân lí của œ & b 
vào giá trị chân lí của ø và của ö được ghỉ trong 
bảng 1, gọi là bảng chân 1í của phép hội. 

Từ hai mệnh để a và ở ở trên, ta cũng có 
thể lập mệnh đề : "Hôm nay là ngày chủ 
nhật hay /à hôm nay là ngày lễ", Ta kí hiệu 





œ&b mệnh đề này bằng ø V 
b (đọc : ø hay là b) và 
gọi đây là một tuyển 
của ø và ö ; V gọi là 
phép tuyển. Bảng chân 
lí của phép tuyển là 
bảng 2 : tuyển a VỀ Ềb 
đúng khi í nhất một 
trong 2 mệnh để ơ và ö 
là đúng, sai khi cả z lấn 
b cùng sai (hôm nay 
không phải là chủ nhật, 
mà cũng không phải là 
ngày lễ). 





3. Có thể chứng 

Bảng 2 mỉnh dễ dàng các "công 
thức" sau đây : 

aVvb=bvø q) 

a&b=b&œ (2) 

(œVvb)Ve=avV(bVc) @) 

(œ & b) &c =a & (b &c) (4) 


(œvb)&c=(a&c)v(b&c) (5) 
Muốn chứng minh các công thức này, ta 
lập bảng chân lí của mệnh đề ở vế phải và 
mệnh để ở vế trái, và thấy rằng hai mệnh 
đề đó luôn luôn có cùng giá trị chân lí, với 
mọi giá trị của a, b và c. 





Bảng 3 
Chẳng hạn công thức (1) được chứng 
minh bằng bảng 3. 


So sánh các công thức trên với các công 
thức trong đại số : 


a+bò=b+ơ 
axbồ=bxqa 
(a xb)+c=a+(b+c) 
(œxb)xe=ax(bxec) (4) 
(œ+b)xc=(œax(e)+(bxec) (B5) 
ta thấy rằng phép tuyển (V} có tính chất 
giống phép cộng (+) uà phép hội (&) giống 
phép nhân (x) : phép tuyển và hội cớ tính 
giao hoán [các công thức (1) và (2)] và tính 


q) 
(2) 
(8) 





kết hợp [(3) và (4)], phép bội có tính phân 
phối đối với phép tuyển (ð). Vì vậy người ta 
cũng gọi a V ö là một "tổng", œ & ö là một 
tích, và viết ø.b hay ab thay cho ø và ö. 

Do các công thức (1) - (5) mà trong "đại 
số mệnh đề" ta có thể thực hiện các phép 
biến đổi như bỏ dấu ngoặc, đặt thành "thừa 
số" chung, v.v. như trong đại số thông 
thường. 

Trong "đại số mệnh đề" ta cũng có các 
công thức 
œVÔ=0Vøa=Ô (ương tự ø +0 = 0+a = ø) 
ø.1= 1ø = ø (tương tự đ.l = l.ø = ø trong 
đại số thông thường). 

aø.0 = 0a = 0 (tương tự a.0 = 0a = 0 
trong đại số thông thường). 

4. Nhưng trong đại số mệnh đề, có những 
công thức đặc biệt mà trong đại số thông 
thường không cớ, chẳng hạn : 


aVa=da. g.Voởd.Vod.... Vdaơ=“dq 
“~——>-_—- 
n lần a 
aa=“aơ.adeo..qa=qa 
——-ö_——- 
n lần a 


Các công thức này có thể chứng minh đễ 
dàng, dựa vào bảng 1 và 2 : nếu ø = 0Ô thì 
aVa=0V0=0=¿z. 

a.a = 00 =Ô= a, nếu ø = 1 thì 
œVa=lVI=l=aaa=ll=l]l=a, 
nghĩa là với mọi giá trị của a, ta luôn luôn 
có g Va = ad, ga = dq, 

Nhờ các công thức đặc biệt này mà việc 
tính toán trong đại số mệnh đề đơn giản hơn 
trong đại số thông thường nhiều. Ta áp dụng 
để giải bài toán sau : 

Trong một cuộc thi đấu bóng bàn giữa 
bốn vận động viên An, Bác, Chính, Dũng có 
mấy người xera dự đoán như sau : 

1) Bác đoạt giải nhất, An nhì. 

2) Bác chỉ nhì thôi, Dũng thứ ba. 

3) Chính nhì, Dũng tư. 

Hỏi kết quả xếp hạng như thế nào, biết 
rằng mỗi dự đoán trên đây đều nói đúng 
được về một người. 

Giải : Gọi mệnh để "Bác nhất" là b¡, "An nhì" 
là ø„ "Bác nhì" là b,, "Dũng ba" là đị, v.V.. 

Trong dự đoán thứ nhất có hai mệnh đề : 
b¡ và a, trong đó có một mệnh đề đúng (dự 
đoán đúng về một người), do đó tuyển ö, v q 
phải đúng, nghĩa là ta có phương trình" š 
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b,Va¿ =1, q) 

Với dự đoán thứ hai và thứ ba, có các 
phương trình : 

by V d, =1, 2) 

c; V du. =1, (3) 


Nhân từng vế phương trình (1) và (2), có 
hay là 


Œị V a2) @„ V d.) = 1, 

bjb; v bịđ; Vøb,V ad; = 1. 
Nhưng 6b, = O (vì không thể có đồng thời 
b,= ö„ = 1, tức "Bắc nhất và Bác nhì" được), 


cũng như z.b„ = 0 (vì An và Bắc không thể 
cùng nhì), đo đơ còn lại : 


bấy V ad, = 1 
Lại nhân từng vế phương trình này với 
phương trình (3), cớ : 


ð¡đre; V Q;đ;e; V bòđ,d„ V ađ;đ, = 1 
mà vì = biđ,d, = a„dd, = 0, nên 
brd¿e, = 1 tức bị =ở, = €; = 1. Bác nhất, 
Chính nhì, Dũng ba, do đó An phải thứ tư. 
Thử lại thấy đúng. 

Bây giờ, mời các bạn hãy giải các bài 
"Phân phối vé bóng đá" và "Ghép tên, họ" 
trong báo "Toán học và tuổi trẻ" số 2 (mục 
giải trí), bằng cách đặt phương trình lôgic. 

Trên đây có thể xem là phần mở đầu rất 
đơn giản để giới thiệu với các bạn về đại số 
Bun (Boole) và lôgic toán, một ngành toán 
rất quan trọng và có nhiều ứng dụng thực 
tế. Chắc các bạn đều đã đọc tiểu thuyết nổi 
tiếng "Buồi trêu" ; tác giả cuốn sách này là 
nữ văn sỉ E.Vôinitsơ, con gái của nhà toán 
học Anh Bun (G, Boole, 1815 - 1864). 


CÂY 


Trong tờ báo số l các bạn đã giải một bài 
toán về cây. Đồng chí Lê Văn Thiêm đã cho cây 
mọc theo một quy luật nhất định. - đó là quy 
luật của dãy "Fibônasi" (Fibonacci) nổi tiếng. 

Nhất định các bạn sẽ đặt cho mình nhiều 
câu hỏi. VÍ dụ : nếu cây nơi trên đẻ nhánh 
theo quy luật đớ thì nó cớ thể đẻ nhánh theo 
quy luật khác không ? các quy luật đẻ nhánh 
của cây có dạng như thế nào ? Những quy 
luật đé nhánh đó có tác dụng lí luận và thực 
tiễn gì không ? Một câu hỏi khó trả lời 
nhưng không ngây thơ lắm là : cây cối ta 
gặp trong thiên nhiên khi đẻ nhánh có theo 
quy luật nào không ? và nếu có thÌ dạng của 
quy luật đó như thế nào ? 

Nhiều vấn để nêu lên trên đây rất quan 
trọng nhưng rất mới. Nó thuộc một ngành 


Hình 2 
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toán học lí thú : Lí thuyết đồ thị tức Tôpô 
tổ hợp. Trong bài này, vì trình độ có hạn của 
người viết và do tuổi trẻ của người đọc, nên 
chỉ xin gợi ý một số điểm. 

1. Từ ngày cách mạng thành công ta làm 
chủ vận mệnh nước ta và làm chủ bản thân 
mình nên mỗi khi giải quyết vấn đề gì, ta 
phải tính toán xem có bao nhiêu khả năng, 
mỗi khả năng có lợi có hại như thế nào, cổ 
triển vọng (xác suất) xẩy ra Ít hay nhiều rồi 
mới quyết định lấy một khả năng (ví dụ lấy 
khả năng 2 trong hình 1). Nhưng cuộc đời 
là một dãy quyết định. Sau quyết định vừa 
rồi lại phải tính toán có bao nhiêu khả năng, 
rồi lại chọn một khả năng (ví dụ khả năng 
3 trong hình 2). Sau đớ lại chọn tiếp v.v... 
như vậy ta được một con đường, có thể gọi 
là con đường đời. 


Nếu các khả năng đớ cớ tính chất lôgic 
(tức là sự việc chỉ có thể xẩy ra theo các khả 
năng đó không thể xẩy ra cách khác), thì 
con đường đó là con đường lôgïc, và lí thuyết 
cây có thể dùng trong lôgic học. Nếu các khả 
năng đó có là con đường ngẫu nhiên. Do đó 





lí thuyết cây cũng có Ích cho lí thuyết xác 
suất và lí thuyết các quá trỉnh ngẫu nhiên. 
Cố nhiên trong cuộc đời phải khóo phối hợp 
lôgic với quy ¿ướt của ngẫu nhiên. 


° 
(b) l () 
C4 Cô-cây 
2. Trong việc tính toán các mạng lưới 
phức tạp, các kỉ sư điện thường thay những 
mạng điện (a) bởi cái cấy (b) và mạng bổ 
sung (c) mà người ta cũng gọi là cô-cây, 
Các bạn có thể thử nghiệm đễ dàng 
rằng một mạng với n nút sẽ có một cây 
với n - 1 nhánh. 


2 - cây 3 ~ cây 

bởi bỏ nhánh a b bởi bỏ nhánh 2b và cđ 

Trong những bài toán phức tạp hơn có 
khi phải dùng những 2 - cây, có được từ một 
cây bằng việc bỏ đi một nhánh, n- cây, có 
được từ một cây bằng bỏ đi (n - 7) nhánh. 
Nhiều tài liệu gọi œ- cây với n bất kì là một 
rừng toán học. 

Trên đây là một vài ứng dụng của lÍ 
thuyết cây làm cơ sở cho các phương pháp 


áp dụng tôpô tổ hợp vào ki thuật, được phát 
triển mạnh trong mấy năm gần đây từ 
những công trình rất đạc sắc của kỉ sư 
Gabrien Krôn (Gabriel Kron). 

3. Bây giờ ta hãy trả lời câu hỏi hắc búa 
thuộc về vật lÍ sinh học. Các cây thiên nhiên 
mọc theo cách nào ? Sau đây tôi xin giới 
thiệu giả thuyết của trường phái Rasepxki 
(Rashevsky), để các bạn tham khảo. 

Cây không có chân tay, không thể chạy 
kiếm thức ăn được nên cẩn diện tích rộng 
để lấy thức ăn từ ngoại giới. Do đớ phải có 
nhiều nhánh và nhiều rễ, vậy về mặt toán 
học một cây gồm hai cây : một cây hướng về 
trời, một cây hướng về lòng quả đất (hình 
3). Sau đây, ta chỉ chú ý cây hướng về trời. 


Á ý 
© hp 


Hình 3 Hình 4 
Nếu cho ‡ ý r¿ là độ dài và bán kính của 
thân ; ¿, r độ dài và bán kính trung bình của 
nhánh ; tổng số nhánh và ð là tỉ trọng 
trung bình thì tổng khối là : 


M = xỗ( r2 + nữ?) (@) 
Gọi q là sự trao đổi chất (matabolit) mỗi 
đơn vị khối ta có : qM tÌ lệ với tổng số lá 
tức là tỈ lệ diện tích cây (xem lá là nhánh 
cuối cùng). 
gM = Kinr +2) 
nhánh không thể dài quá vì quá dài thì cây 
gãy, do đó ¿ phụ thuộc vào r và ð. 
¿¡ =fr, ð) (3) 
Thân phải khỏe, do đó A phải phụ thuộc 
r„ và Ổ. 
ký =/fyŒrạ ð. M); (4) 
đồng thời r, phải đủ cho luổng trao đổi 
chất 


rụ = fq(qM,) ð () 
và r cũng vậy : 
rnn (No) 49 





Th có 6 phương trình để tính ky non, Ô, 
r, ð từ M và q. 

Nhưng ð đại lượng Fy Fọ; ry Í, ð cũng đủ để 
xác định được dạng cây. Có 3 dạng như sau : 

f „ rạ nhỏ, m lớn là loại bụi (a) 

È„ nhỏ, r2 to ø nhỏ và ¿ lớn thì (6) 

Ty rạy n to và l, n nhỏ thì (e) 

Dùng các dạng thích hợp cho ƒ, f„ f, ta có 
thể được các dạng cây làm hàm số của M và g. 


`» 


(4) ®) (c) 

Túm lại sự phát triển của một cây thiên 
nhiên rõ ràng là một chương trình động. 
Trong hoàn cảnh của từng cây, có thể nói 
mối cây là một lời giải tối ưu. 


CẤU TRÚC ĐẠI SỐ 


làm đại số có thể nói chủ yếu là tính 
toán. Một thí dụ cụ thể : Bốn phép toán : 
cộng, trừ, nhân, chia trên các con số. Như 
vậy là ta đã lấy một tập hợp đối tượng toán 
học nào đớ (trong thí dụ vừa rồi là tập hợp 
các số) rồi ta thực hiện một số phép toán 
trên các đối tượng đơ. Một thí dụ khác : giải 
hệ phương trỉnh : 

2x+y=3 q) 
3z -y =9 (2) 

Cộng vế với vế hai phương trình (1) và (2) 
ta được 

(2x + y) + (3x - y) = 3+ 2 hay 5x = ð 
do đó x = 1,y = 1. 

Ta nhận thấy để giải hệ phương trình, ta 
đã lấy 2x + y cộng với 3x - y. Nếu ta gọi là 
dạng tuyến tính mọi biểu thức øx + by trong 
đó a, 6 là hai số cho trước, thì ta đã vừa 
làm một việc là thực hiện một phép cộng 
trên hai dạng tuyến tính 2x + y và 3x - y. 
Qua thí dụ này ta thấy là người ta làm các 
phép toán không những chỉ trên các con số 
mà còn trên các đối tượng toán học không 
phải là số. Ta còn vô vàn thí dụ khác trong 
một giáo trình toán học cao cấp về những 


384 


HIOÀNG XUÂN SÍNH 


phép toán thực hiện trên một đối tượng 
không phải là số. Qua thực tiến đó, con 
người đã đi tới nguyên lí chủ đạo của toán 
học hiện đại. Điều quan trọng đối uói nhà 
toán học không phải là bản thân cóc đối 
tượng toán học trên đó người tơ nghiên cứu, 
nghĩa là điều quan trọng không phải là các 
đối tượng đó là các số hay các dạng tuyến 
tính, mờ diều quan trọng là các tính chất 
củo các phép toán thục hiện trên các đối 
tượng đó. Đại số học là một ngành của toán 
học đã đạt được trình độ trừu tượng đó trước 
mọi ngành toán học khác. Đã từ lâu người 
ta đã quen coi Đại số như một bộ môn toán 
chuyên nghiên cứu các phép toán đại số trên 
các tập hợp mà các phần tử đã rời bỏ mọi 
tính chất riêng tư là số hay là dạng tuyến 
tính v.v.., mà ta thường kí hiệu bằng các chữ 
G, b, C... 

Thực hiện một phép toán đại số mà ta có 
thể kÍ hiệu bằng +, x, *, L, T'... trên hai 
phần tử a, 6 của cùng một tập hợp E, là cho 
tương ứng với cặp (ø, ở) một phần tử thứ ba 
xác định c của tập hợp E. Phần tử đe được 
kí hiệu c =a+b,a xb,a*b,alL,aT 
b,... tùy theo cách ta kí hiệu phép toán. Nơi 





một cách khác, cho một phép toán đại số là 
cho một ánh xạ của tập hợp tích E x E vào 
tập hợp ZŒ), Chẳng hạn cộng hai số 2 và 3 
là cho tương ứng với cặp số (2, 3) số 5, nhân 
hai số đó là cho tương ứng với cặp số (2, 3) 
số 6. Th còn có thể nới : hợp số 2 với số 3 
bằng phép cộng thì ta được số 5ð ; hợp số 2 và 
số 3 bàng phép nhân thì ta được số 6. Tứm 
tắt lại một phép toán đại số xác định trên một 
tập hợp E là một ánh xạ của tập hợp tích 
# x B vào E; người ta còn gọi một phép toán 
đại số trên Z là một luật hợp thành trong trên 
8E. - VÌ ta nói 2 hợp với 3 bằng phép cộng thì 
thành số ð ; 2 hợp với 3 bằng phép nhân thì 
thành số 6. Cho nên đương nhiên các phép 
toán còn được gọi là luật hợp thành. 


Bên cạnh các luật hợp thành trong, ta còn 
có một luật hợp thành khác mà ta gọi là luật 
hợp thành ngoài (việc xét các luật hợp thành 
ngoài là do thực tiễn hình học thúc đẩy). Kí 
hiệu của luật hợp thành ngoài cũng như luật 
hợp thành trong đều do ta chọn một cách 
tùy ý. Kí hiệu thường dùng là dấu chấm (.), 
hay có thể bỏ dấu chấm đi cũng như tích 
của hai số ø. b được kí hiệu ø.b hay ab. Tất 
nhiên khi có nhiều luật hợp thành thì nên 
kí hiệu bằng những dấu khác nhau để tránh 
nhầm lẫn. Đó là một luật hợp thành mà bên 
cạnh một tập hợp E ra ta còn có một tập 
hợp phụ @ gọi là miền toán tử, Luật hợp 
thành cho phép ta từ cặp (ø, a) - gồm có 
phần tử ø thuộc ©@, mà ta gọi là một toán 
tử, và phần tử œ thuộc E - được một phần 
tử thứ hai b thuộc E. Ta còn có thể nới phần 
tử œ tác dụng trên phần tử ø, biến phần tử 
œ thành một phần tử xác định ở. Nếu luật 
hợp thành được kí hiệu bằng dấu chấm ((.), 
thì phần tử ð được kí hiệu b = œ.ơ, hay nếu 
bỏ dấu chấm đi b = øa. VÌ nói ø tác dụng 
trên ø, nên œ có tên là toán tử. Vậy một luật. 
hợp thành ngoài là một ánh xạ của tập hợp 
tích @ x E vào E. Chẳng hạn trong thí dụ 
giải phương trình ở trên, để khử z, ta có thể 
nhân phương trình (l) với 3, phương trình 
(2) với -2, rồi cộng vế với vế. Như vậy ta 
nối là ta đã thực hiện một luật hợp thành 
ngoài trên tập hợp các đạng tuyến tính ax + 
by mà miển toán tử là tập hợp các số. Ứng 
với cặp (3, 2x + y) gồm có số 3 và dạng tuyến 
tính 2z + y ta có đạng tuyến tính 6x + 3y. 

Một ví dụ khác : E là tập hợp các điểm 
trong mặt phẳng, miền toán tử là tập hợp 


các số, một phép vị tự có tâm O cho trước, 
cho tương ứng với mỗi cặp gồm một số & và 
một điểm A của mặt phẳng, một điểm A' 
của mặt phẳng. Đớ là một luật hợp thành 
ngoài trên E. 

A' A n 
ĐT 0A= |kị OA 
Trang bị cho một tập hợp E, một cấu trúc 

đại số nghĩa là cho trên E một hay nhiều 
luật hợp thành trong hoặc ngoài. Công việc 
của người làm đại số là nghiên cứu các cấu 
trúc đại số. Việc nghiên cứu các cấu trúc đại 
số giúp ta tăng năng suất gấp bội. Có nhiều 
tập hợp mà các phần tử không có gÌ giống 
nhau về các tính chất riêng của chúng, 
chẳng hạn một số nguyên với một đa thức 
thì về bản chất là khác nhau, đồng thời các 
phép toán trên các tập hợp đó cũng khác 
nhau về quy tắc, nhưng chúng cớ các tính 
chất cơ bản như nhau, do đó cũng thuộc vào 


(>) Trong bài "tí thuyết tập hợp" đăng ở số báo trước, 
chúng ta đã định nghĩa thế nào là một tập hợp tích và thế 
nào là một ánh xạ của một tập hợp vào một tập hợp. 

Ở đây chúng ta hãy nhắc lại định nghĩa của các khái 
niệm đó. Ta gọi là tích của hai tập hóp A và B, tập hợp các 
cặp phần tủ (x, y) với x € A và y € B, và tập hợp tích được 
kỉ hiệu bằng A x B. Chủ ý là giữa A và B ta đã đặt cái 
dấu x giống như đấu nhân X các số. Sự thực ra, đây là vấn 
để quy ước, ta có thể dùng đấu x hay bất kì một dấu khác, 
chẳng bạn 1, ? ?, «, x, v.v... Vì chúng ta đã gọi tập hợp mà 
ta vừa mới xác định 1Ù hai tập hợp A, B là tích, nên ta dùng 
dấu X, tuy phép nhân hai tập hợp không một chút nào giổng 
phép nhân hai sổ. Qua đây ta được thêm một ví dụ về một 
phép toán trên các đối tượng không phải là số. Nếu ta lấy 
tập hợp A là tập họp ba chữ a, b, c. A = {a, b, c} và tập 
hợp B là tập hợp hai số 1, 2, 8 = {1, 2}, thì tập hợp tích, 
theo nhủ định nghĩa trên, là tập hợp A X B = {(a, 1), (b, 
1), (c, 1), (a, 2), (b, 2), (c, 2)}. Như vậy là trên các tập hợp 
ta có một phép toán mà ta đặt tên là phép nhân và kí hiệu 
là x, cho phép ta từ hai tập hợp A và B lập thành một tập 
hợp mới. Nếu bây giờ ta lấy tập hợp A và tập hợp B và tập 
hợp N các số 0, 1, 2, 3... n,... thì tập hợp tích NÑ x N là 
tập hợp các cặp số (a, h), trong đó a G N, b € N, chẳng 
hạn các cặp (1, 3), (0, 4}, (5, 2), v.v.. 

Ta gọi là ánh xạ của mội tập hợp A vào một tập hợp 
B một quy tắc cho phép ta tử mỗi phần tử a € Á được một 
phần tủ xác định b € B. Có thể nói như thể này : một ánh 
xạ là một phép mà bằng phép đó ta có thể biến mỗi phần 
tử a € A, thành một phần tủ xác định b G B. Thí dụ A = 
N xN , tập hợp tích vừa xác định ở trên, B = N và ánh xạ 
ø là ánh xạ cho phép ta biến mỗi cặp số (a, b) thành số a 
x b. Vậy cặp số (2, 5) biến thành số 7, cặp số (9, 0) biến 
thành số 9. Nếu vẫn lấy A =NxN,B= N và ánh xạ g' 
là ánh xạ cho phép ta biến mỗi cặp số (a, b) thành số ab, 
thì ta lại được một thí dụ thứ hai về ánh xạ. 
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một loại cấu trúc, và chỉ cần nghiên cứu cấu 
trúc đớ. Có nhiều loại cấu trúc đại số đặc 
trưng bởi các luật hợp thành, và các tính 
chất mà ta đòi hỏi các luật hợp thành phải 
có gọi là tiên đề của cấu trúc. Tất nhiên là 
các tính chất đó không phải chọn một cách 
tùy ý, mà đố là các tính chất thuộc vào một 
phần lớn các luật hợp thành có ứng dụng 
trong thực tiễn, chẳng hạn tính giao hoán, 
tính kết hợp, v.v.. ; đồng thời các tính chất 
đó phải là các tỉnh chất sao cho mọi tính 
chất khác của phép toán đều suy ra từ 
chúng. Các cấu trúc quan trọng của đại số 
là nhóm, vành, mà cấu trúc trường là một 
trường hợp đặc biệt, nhớm với toán, tử và 
vành với toán tử. Cấu trúc môdđun là một 


cấu trúc nhớm với toán tử, cấu trúc này 
ngày càng chiếm một vị trí đặc biệt quan 
trọng trong toán học, nhất là sau những 
phát minh mới mẻ tốt đẹp của lí thuyết 
phạm trủ. 

Toán học ngày nay là một bộ môn khoa 
học mà một phần chủ yếu là nghiên cứu các 
cấu trúc toán học trong đó cấu trúc đại số 
là một cấu trúc cơ sở. Cho nên chúng ta 
không thể nào không biết thế nào là một cấu 
trúc đại số nếu ta muốn làm quen với toán 
học hiện đại. VÌ vậy, trong những bài báo 
sau, chúng ta hãy đi vào thế giới của đại số 
hiện đại, làm quen với một số cấu trúc quan 
trọng của đại số. 


TRÒ CHƠI "OẢN TÙ TÌ" 
VÀ LÍ THUYẾT TRÒ CHƠI 


Nhiều khi trong cuộc sống sản xuất và 
chiến đấu hàng ngày chúng ta hay phải giải 
quyết vấn đề "Làm thế nào cho tốt hơn ?". 
Một ví dụ cụ thể sau đây cho ta thấy rõ điều 
đớ. Trong cuộc lùng bắt một tên địch, tình 
hình xẩy ra là một anh du kích vượt được 
lên trước anh biết rằng nếu tên địch kịp chạy 
thoát ra khỏi khu rừng này nó sẽ đến một 
cái suối lớn ; để nó chạy sang phía bên kia 
suối thÌ việc lùng bắt nó sẽ khó khăn hơn 
nhiều. Qua con suối có những hai cái cẩu, 
mỗi cái cách nhau khá xa, chạy nhanh từ 
cầu nọ đến cầu kia mất đến 4 phút mà mỗi 
phút bây giờ rất quý. Nếu trước khi ra khỏi 
khu rừng anh du kích nhìn thấy hút tên địch 
chạy về phía chiếc cầu nào thì anh chỉ việc 
chạy thật nhanh về phía cầu đó để tóm cổ 
nơ. Nhưng anh không biết rõ thằng địch 
chạy về phía chiếc cầu nào. Vậy bây giờ nên 
thế nào, đuổi về hướng nào để có lợi nhất 
đỡ thiệt nhất ; Câu trả lời đến ngay với 
chúng ta là nên chạy về phía giữa hai chiếc 
cầu, vì như thế chúng ta chỉ thiệt mất hai 
phút (có điều là bây giờ trong tất cÁ các 
trường hợp ta đều mất 2 phút, nhưng vì ta 
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không muốn chọn hướug liều để có thể bị 
thiệt nhiều nhất mất những 4 phút !). 

Sự chọn hướng đuổi về phía giữa hai cầu 
có thể coi như một "hỗn hợp vật lí", của hai 
cách chọn : chọn hướng về phía chiếc cầu phải 
và chọn hướng về phía chiếc cầu trái. Trong 
thí dụ này ta thấy cái "hỗn hợp vật lÍ" vừa 
nói đến ở trên có thể thực hiện được không 
những thế, đó là cách giải quyết tốt nhất 
(trong khoa học người ta gọi là cách giới 
quyết tối ưu). Nhưng có nhiều khi trong thực 
tế, hỗn hợp vật lí không thể thực hiện được. 
Ví dụ như một người phụ trách thiết kế một 
cái máy phức tạp, người đó trình bày cho ta 
4 phương án để ta chọn lấy 1. Mỗi phương 
án đều có điểm yếu, điểm mạnh, thông 
thường thì ta mong muốn như sau : giá mà 
đem cái rẻ tiền của phương án thứ nhất cộng 
thêm quá trình công nghệ tốt của phương 
án thứ hai, lại cộng thêm được cái tiết kiệm 
được vật liệu quý của phương án thứ ba, 
cùng với độ an toàn lớn của phương án thứ 
tư thì có phải là... cũng có khi cách suy luận 
đó đưa đến cách giải quyết về kĩ thuật mới 
mẻ và bất ngờ. Nhưng nếu, hỗn hợp vật lí 
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đó không thể thực hiện được vì không thực 
tế hay vì lí đo nào khác thì sao ? Làm thế 
nào bây giờ ? Giải quyết thế nào cho tốt 
hơn ? Giá mà biết ki càng cả hiệu quả sau 
khi chế tạo cái máy phức tạp đó thì có thể 
quyết định được một cách tốt nhất, tìm được 
giải đáp tối ưu. Nhưng không biết đẩy đủ thì 
làm thế nào cho đỡ thiệt nhất ? 

Câu hỏi tương tự như vậy thường luôn 
được đặt ra từ lâu, từ thượng cổ, và có lẽ 
cách giải quyết cũng đã được người ta sử 
dụng từ lâu. Một chuyện cổ tích mà các bạn 
đã đọc hay được nghe là : cớ một chàng trai 
từ giã gia đình đi tìm hạnh phúc. Đến ngã 
ba đường anh không biết đi đường nào thì 
Sẽ gập may, anh bèn lấy một đồng tiền ra 
gieo sấp hai lần thì đi bên trái, ngửa hai lần 
thì đi bên phải, còn sấp một lần ngửa một 
lần thỉ đi theo con đường giữa. Chàng trai 
đó gieo tiền như vậy, vì anh nghỉ rằng trời 
hay vị thần tiên nào đơ góp ý cho anh qua 
sự xếp đặt đồng tiền. Nhưng thực ra anh đã 
tỉm cách quyết định dựa trên cơ sở kết quả 
của một (hí nghiệm ngễu nhiên, (tức là hoàn 
toàn tình cờ). 

Trực giác kì lạ của con người đã đưa anh 
đến biện pháp tỉm giải đáp tối ưu (tức tốt 
nhất) trong điều kiện hiểu biết không được 
đầy đủ về tình huống bằng cách thực hiện 
những hành động ngẫu nhiên. Chàng trai mà 
ta nối đến ở trên sẽ ngạc nhiên biết bao nếu 
anh ta biết rằng hàng trăm năm sau, ở thế 
kỉ thứ 20 chúng ta, sự cầu cứu đến việc gieo 
tiền được nghiên cứu kĩ lưỡng và được coi 
là biện pháp tốt nhất, là hành động tối ưu 
để xử lí đối với lớp rất lớn các tình huống. 

Th lại xét một vài ví đụ nữa khi người ta 
cần phải quyết định trong những điều kiện 
không được xác định (có nghĩa là trong đơ 
có những cái gì đó chưa rõ ràng) : Người chỉ 
huy mặt trận có khi phải ra các mệnh lệnh 
ngay cả trong các trường hợp lực lượng và 
cách bố phòng của đối phương chỉ được biết 
một vài nét chung chung. Người thầy thuốc 
vừa tiếp nhận bệnh nhân bị chấn thương cấp 
tính cần phải xử lí khi chưa hoàn toàn hình 
dung được rõ tình huống và bó buộc phải 
hành động trước khi nhận được đẩy đủ kết 
quả điều tra và xét nghiệm. Người nói 
chuyện trước một hội trường không quen 
biết và thuyền trưởng thuyền đánh cá chỉ 
biết gần đúng nơi tụ tập và hướng di chuyển 
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của đoàn cá mà người đó muốn đánh ; cả 
hai người đều ở trong tình trạng tương tự 
như trên. 

Trong các thí dụ nêu ở trên, ta thấy các 
người phụ trách công việc đều cần giải đáp 
câu hỏi "làm thế nào để được tốt hơn", nhưng 
nếu không biết được rõ, nên thế nào mà vẫn 
cẩn phải hành động, phải làm cái gì đó, thì 
làm thế nào ? Tình trạng như vậy hầu như 
gặp phải ở mỗi bước đi, vì thế cẩn có một lí 
thuyết cho bất kÌ người nào đở cũng có thể 
theo để tÌm những giải đáp tối ưu trong 
những điều kiện không xác định mà không 
phải dựa vào trực giác, vào kinh nghiệm, vào 
trÍ nhớ hay vào lí trí, về trực giác có thể sai 
lầm, kinh nghiệm có khi không có, trí nhớ 
không thể vô hạn và lí trí có thể không đủ 
Sáng suốt. 

Lí thuyết đó cẩn phải đủ minh bạch, và 
chỉ ra được cách xử lí tối ưu chẳng những 
trong các tình huống đơn giản mà còn cả 
trong các tình huống rối ren nữa. LÍ thuyết 
đó cần phải là lÍ thuyết định lượng (có nghĩa 
là phải thể hiện được bằng những con số), 
vÌ không phải bao giờ ta cũng có thể chấp 
nhận cách đánh giá thô sơ kiểu như : thế 
này tốt, thế kia xấu, không tốt. Cần phải 
đưa vào cách đánh giá định lượng đối với các 
hệ quả do cách giải quyết này hay nọ đưa 
đến. Tóm lại, lí thuyết đó phải là một lí 
thuyết toán học. Hiện nay lÍ thuyết toán học 
đó đã được xây dựng và phát triển mạnh mẽ, 
nó được gọi là Ởí ¿huyết trò chơi. 

Chắc các bạn có thể thắc mắc rằng tại 
sao lại lấy cái tên "đùa bỡn" như thế để gọi 
một môn toán học khó, phức tạp và có nhiều 
ứng dụng trong các lĩnh vực hoạt động khác 
nhau của con người. Đớ là vì nhiều khái 
niệm và nguyên tắc của lí thuyết này có thể 
mỉnh họa và giải thích một cách thuận tiện 
bằng thí dụ các trò chơi cớ hai hay nhiều 
người tham dự. 

Trong mối trò chơi, cũng như trong việc 
giải quyết hàng loạt các vấn đề thực tế 
(trong kinh tế, trong quân sự v.v.., như các 
thí dụ nêu trên chẳng hạn) người ta thường 
xuyên phải phân tích các tình huống mà ở 
đó mỗi người tham dự (hay mối nhóm người) 
theo đuổi những mục đích khác nhau, 
thường thì là các mục đích đối lập nhau, do 
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đó những người tham dự lập thành những 
phe đối địch. Vì vậy, nói chung các phe cần 
phải giữ bí mật với đối phương các ý đổ, các 
số liệu của mình. Bởi thế mỗi phe luôn luôn 
phải có những quyết định trong những điều 
kiện có sự không rõ ràng, không xác định. 
Trong những trò chơi, hay trong những vấn 
đề thực tế mà ở đó có các phe đối địch, có 
một điều đặc trưng là kết quả của chuỗi 
hành động của một phe phụ thuộc vào việc 
chọn các hành động của đối phương. Những 
tình huống loại như vậy trong lí thuyết trò 
chơi được gọi là những tình huống xung đột : 
Lí thuyết trò chơi chính là công cụ toán học 
để phân tích và xử lí những tình huống loại 
như vậy, cho nên còn có thể gọi nớ là ¿/ 
thuyết toán học cóc tình huống xung dột. 
Mục đích của lí thuyết này là đưa ra được 
những để án các cách giải quyết hợp lí và 
tốt nhất cho mỗi phe trong quá trình của 
tỉnh huống xung đột. 

Mỗi tình huống xung đột lấy trực tiếp ở 
thực tế ra rất phức tạp, và việc phân tích 
rất khó khăn vì sự có mặt của nhiều phần 
tử phụ. Để có thể phân tích tình huống bằng 
công cụ toán học, cần phải bở qua những 
nhân tố thứ yếu và xây dựng lại một tình 
huống đơn giản hơn, gọi là mô hÌnh của tỉnh 
huống thực. Mô hình như vậy được gọi là ¿rò 
chơi. Trò chơi khác với tình huống xung đột 
ở chỗ nớ diễn biến theo những guy ốc hoàn 
toàn xác định. 7Yò chơi trong lí thuyết trò 
chơi được hiểu là hệ thống các biện pháp bao 
gồm hàng loạt hành động của các phe tham 
dự. 

Trong trò chơi chỉ có hai phe đối lập gọi 
là đrò chơi tay đôi : trò chơi tay đôi trong 
thực tế có nhiều ý nghĩa hơn cả. Để cho cớ 
thể dùng toán học phân tích trò chơi, cẩn 
phải để xuất một cách chính xác những quy 
tác của trò chơi. Những guy tắc của trò chơi 
ở đây được hiểu là hệ thống các điều kiện 
quy định những phương án khả đi (tức có 
thể có) của các hành động các phe, khối 
lượng các điều hiểu biết của mỗi phe về cách 
đối xử của phe khác, trình tự thay đổi các 
"nước đi" (tức các quyết định riêng rẽ được 
dùng trong quá trình diễn biến trò chơi), và 
kết quả do tập hợp các "nước đi" dẫn đến. 
Cái kết quả này (°được" hoặc "thua") không 
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phải bao giờ cũng có biểu thức định lượng, 
nhưng thường ra, nếu thiết lập được một biểu 
xích đo lường nào đớ, ta có thể biểu thị kết 
quả đớ bằng con số xác định, chẳng hạn như 
trong trò chơi cờ cớ thể quy ước trỏ "được" 
bằng số +1, "thua" bằng số —1, "hòa" bởi số 0, 

Thường thì việc quyết định (tức sự chọn) 
mỗi nước đi được chấp nhận trong khi tiến 
hành trò chơi và tùy thuộc vào tỉnh huống 
cụ thể đã thành hình. Nhưng về phương diện 
lí thuyết mọi sự sẽ không thay đổi gì nếu tất 
cả các cách quyết định đó được chấp nhận 
¿ừ trước khi chơi. Muốn vậy người chơi phải 
lập sẵn bảng liệt kê tất cả các tình huống 
có thể có trong quá trình trò chơi và dự đoán 
trước cách quyết định cho từng tình huống 
một. Về nguyên tắc mà nói, điều này có thể 
làm được cho bất kÌ trò chơi nào. Nếu hệ 
thống các quyết định đã được chấp nhận, 
người ta nói rằng người chơi đã có một chiến 
lược xác dịnh. 

Khi đã chọn chiến lược rồi, người chơi cớ 
thể tự mình không tham dự vào trò chơi, mà 
thay thế sự tham dự của mình, bằng bản kê 
các quy tác để một người nào đó áp dụng, 
người này có thể là người không quan tâm 
gì đến kết cục của cuộc chơi cả. Chính vì thế 
mà hiện nay người ta đã đưa chiến lược cho 
các máy tự động đưới dạng các chương trình 
xác định để chúng thực hiện. Một ví dụ cụ 
thể là các máy tính điện tử đã tham gia chơi 
được cờ "đam" (1 loại cờ tướng của châu Âu). 

Sau khi đã nói chuyện sơ bộ về lí thuyết 
trò chơi, vai trò của nó trong đời sống con 
người, ta chuyển sang minh họa bằng một 
trò chơi đơn giản mà các bạn trẻ hay chơi 
từ thuở nhỏ, đó là trò chơi "oẳn tù tì". Quy 
tác trò chơi này rất đơn giản hai người tham 
dự cuộc chơi cùng một lúc đùng bàn tay để 


_ giơ ra cái búa, tờ giấy hay cái kéo. "Búa" sẽ 


được "kéo" (ta quy ước ghi "được" bằng + 1) 
nhưng thua "giấy" (ta quy ước ghỉ "thua" 
bằng -l) mà "giấy" lại thua "kéo". Nếu hai 
người cùng ra một thứ, ta có "hòa" (ghỉ bằng 
số 0), có nghĩa là số điểm được của mối 
người bằng 0. Trò chơi này là trò chơi tay 
đôi (cổ 2 người tham dự), để tiện ta gọi là 
em Á và em B. Th có thể mô tả kết quả chơi 
của em A bằng bảng sau : 





Em A ra 


Ö đây mỗi người chơi cớ ba chiến lược. 
Đo kết quả của sự chọn chiến lược, có thể 
xuất hiện một trong 3 x 3 = 9 tình huống. 
Những kết quả cửa em A trong tất cả 9 tỉnh 
huống được biểu thị trên bảng. Nếu người 
chơi biết trước được chiến lược của đối 
phương trong cuộc chơi sắp đến, thì sự chọn 
chiến lược tốt nhất của anh ta rất đơn giản : 
ra "giấy" để chơi với "búa", hoặc "kéo" để chơi 
với "giấy", hoặc "búa" để chơi với "kéo" nhưng 
trong thực tế không biết được đối phương sẽ 
ra cái gì. 

Trong 3 chiến lược của mình, mỗi người 
về khách quan mà xét, không thể nói rằng 
chiến lược nây tốt hơn chiến lược khác, vÌ 
"búa" thắng "kéo" nhưng lại thua "giấy", còn 
"giấy" lại thua "kéo", 

Ba chiến lược đớ có vai trò như nhau 
(theo cách nơi khoa học là chúng ở trong 
những điểu kiện như nhau, khả năng nhự 
nhau. Để có lợi nhất, tức để cho kết quả 
cuộc chơi được tốt nhất, theo lí thuyết trò 
chơi ta phải chọn chiến lược một cách ngẫu 
nhiên, mà ở đây mỗi chiến lược có thể xẩy 
ra một cách ngẫu nhiên với xác suất là 1/3 
(có nghĩa trong ba chiến lược, chiến lược nào 
cũng có khả năng xẩy ra như nhau). Muốn 
tìm chiến lược một cách ngẫu nhiên như thế 
ta hãy dùng thí nghiệm sau : cho vào thùng 
kín 9 quả bớng y hệt nhau và đánh số từ 1 
đến 9 ; từ 1 đến 3 ta quy ước ghi cho "búa", 
từ 4 đến 6 ghi cho "giấy" còn từ 7 đến 9 ghi 
cho kéo”, xong rồi ta xáo trộn lắc đều. Mỗi 
lần thỏ tay vào lấy xong lại lắc và xáo trộn 
là mỗi lần thử ; mà mỗi lần thử như vậy ta 
lấy ra được quả bóng nào là 1 sự việc hoàn 
toàn ngẫu nhiên tình cờ. Cái khả năng xuất 
hiện I chiến lược ở đây xẩy ra 1 cách hoàn 


3 1 
toàn ngẫu nhiên, là 2“? hay ta nói ; việc 


chọn chiến lược ở đây xẩy ra 1 cách ngẫu 
nhiên với xóc suốt như nhau 0ò bàng 1 : 3 








ta thử kiểm lại xem chọn chiến lược bằng 
cách ngẫu nhiên như thế thì sẽ ra sao. Giả 
sử xét 1 ván chơi có 3 lần ra quân (tức ba 
lần oản tù tÌ em A chọn 3 chiến lược của 
mÌnh bằng 3 lần chọn ngẫu nhiên và độc lập 
với nhau ở mỗi lần ra quân nếu em B8 Ta 
"búa" thì em A sẽ được 1 : 3 ván khi sự chọn 
ngẫu nhiên chỉ cho em phải ra "giấy" ; em A 
sẽ thua 1 : 3 ván khi sự chọn ngẫu nhiên chỉ 
cho em phải ra "kéo" ; và "hòa" ở | : 3 ván 
còn lại. Ta thấy, trong ván 3 lần ra quân này 
sự thắng cuộc trung bình của em Á bằng 0. 
Nếu bây giờ em B không ra "búa" mà chọn 
1 trong 2 chiến lược còn lại (tức hoặc ra 
"giấy" hoặc ra "kéo") thì tình hình thua được 
của em A vẫn lí luận như trên và sự thắng 
cuộc trung bình của em A vẫn bằng 0. 


Th thấy rằng, em A nhờ cách chọn hành 
động của mình theo cách ngẫu nhiên mà 
được bảo đảm không bao giờ bị thua liên 
miên cả. Nếu cứ mỗi lần ra quân em A lại 
chọn chiến lược của mình một cách ngẫu 
nhiên như thế thì không bao giờ em B cớ 
thể thắng được cả. Bây giờ giả sử là em A chọn 
các chiến lược của mình với 3 sác xuất khác 
nhau. VÍ dụ trong 9 quả cầu ở thí nghiệm 
trên, ta quy cho "búa" là số từ 1 đến ö và 
cho "giấy" từ số 6 đến số 8, còn số 9 thì ghi 
cho "kéo", như thế thì sác xuất lần sử dụng 


chiến lược "búa" là s= 0,555..., sác xuất số 
3 
lần sử đụng chiến lược "giấy" là s= 0,3333... 


1 
của chiến lược "kéo" là s= 0,1111.. theo 


cách chọn này, chiến lược "búa" sẽ được dùng 
nhiều hơn. 

Thế thì nếu em B áp dụng chiến lược 
"giấy" em A sẽ thua nhiều hơn được, nhưng 
nếu em A bây giờ đổi chiến lược dùng chiến 
lược "giấy" hay "kéo" thì em A sẽ được nhiều 
hơn thua. 

Th thấy, sự chọn chiến lược với một xác 
suất như nhau đối với em A không những là 
việc làm đúng, mà còn là khả năng duy nhất 
để tránh thua, em A không còn chiến lược 
nào khác nữa. 

Tất cả những điều vừa nơi ở trên đối với 
em Â cũng đúng cho đối phương là em B. 
nếu em B cũng muốn có kết quả như em A 
thÌ em đó cũng phải chọn 3 chiến lược của 
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mình mỗi cái với xác suất như nhau và bằng 
1:3. 

Vấn đề còn lại là : trong thực tế làm thế 
nào, để thực hiện phép chọn ngẫu nhiên mà 
ta nói đến ở trên, làm thế nào để có cái gợi 
ý cho trình tự ngẫu nhiên các chiến lược ? 
Ở trên, tôi đã nơi đến một cách, ở đây lại 
xin đưa ra một cách nữa : các bạn hãy lấy 
bất kÌ vé xe lửa vé xe điện hay về xem hát 
nào cũ rồi sử dụng số của nớ làm cách chỉ 
dẫn cho ta trình tự ngẫu nhiên của chiến 
lược. Muốn thế ta cũng làm như trên, trỏ 
các số từ l1 đến 3 là chiến lược "búa" từ 4 
đến 6 là chiến lược "giấy", từ 7 đến 9 là chiến 
lược "kéo" nếu gặp số 0 ta bỏ qua và dùng 
số tiếp sau cạnh đó... VÍ dụ vé xe lửa cũ của 
bạn tình cờ tÌm thấy trong túi có mang số 
là 79132, nó sẽ cho ta trình tự chiến lược 
như sau "kéo" "kéo", "búa", "búa", "búa" có 
thể có bạn thác mắc là làm như thế phức 
tạp quá, đơn giản hơn là cứ "nghi bừa" ra 


một con số nào đó có phải hơn không ? 
Không được đâu, các bạn ạ, vỉ muốn thực 
hiện một trình tự ngẫu nhiên các chiến lược 
các bạn sẽ vô tỉnh sắp xếp trình tự đó theo 
một quy luật nào đó và do đó một đối 
phương tỉnh ý có thể tóm được chiến lược 
của bạn và dùng biện pháp đối lại, bạn 
sẽ thua. 

Trong thực tế, khi áp dụng lí thuyết trò 
chơi ta luôn luôn cần đến hành động ngẫu 
nhiên, vì thế người ta đã đem ín những bảng 
các số ngâu nhiên. Ví dụ một dòng của một 
trong những bảng đó như sau : 

15 77 01 64 69 58 40 81 16 60 20 00 84 22 28 26 4ó 66 36 
ở dòng này ta thấy có những 9 con số là số 6, 
đó chẳng qua là ngẫu nhiên mà thôi. 

Nếu những con số ngẫu nhiên cần dùng 
trong máy tính điện tử, thì thường cái trình 
tự hỗn loạn các số đó được lập ra ngay trên 
máy đó bằng những chương trình đặc biệt... 


THỬ HOÀI NGHĨ MỘT CHÚT 


Người ta thường nói : "Chính xác như 
toán học". Và trong chúng ta, khi học toán, 
cơ lẽ ít ai hoài nghỉ các định lí toán học, mà 
tính chân lí của chúng luôn được chứng 
mỉnh chặt chẽ dường như không thể chối cãi 
được. Tôi nói "ít ai", bởi vì không phải là 
không có những người, lúc này hay lúc khác, 
hoài nghỉ một điều này hay điều nọ của toán 
học. Lôbasepski đã từ chỗ hoài nghỉ tính 
"chân lí" tuyệt đối của tiên đề Ócơlít về 
đường song song mà sáng tạo ra hình học 
Ócơlít nổi tiếng. Ở đây, tôi muốn nơi đến 
một sự hoài nghỉ loại khác : 

Khi học đại số lớp 9, ta đã biết định lí : 
Mọi dãy số thực không giảm 0ò bị chặn đều 
có giới hạn. Lên năm thứ nhất đại học, định 
lí đó đã được chứng minh rất chặt chẽ. Phải 
chăng trong cái "chân lí" rõ ràng đó cớ điều 
gì đáng ngờ ? Xin trình bày một thí dụ : Như 
ta biết, cho đến nay toán học vẫn chưa giải 
được bài toán Gônbátsơ nổi tiếng ; nghỉa là 
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PHAN ĐÌNH DIỆU 


chưa biết được rằng mệnh đề "mọi số chẵn 
lón hơn 2 dều là tổng của hai số nguyên. tố" 
là đúng hay không, Ta xác định một dãy số 
thực {ø„} như sau : 


a„=1— ¬ nếu mọi số chẵn lớn hơn 2 và 


bé hơn z + 4 đều là tổng của hai số nguyên 
tố ; ø„ = 2, nếu ngược lại, nghĩa là nếu có 
một số chẵn lớn hơn 2, bé hơn n + 4 và 
không phải là tổng của hai số nguyên tố ; 
Dãy {œ„} như vậy là hoàn toàn xác dịnh, 


không hề cớ một điều gì đáng ngờ. Và cũng 
không có gì đáng ngờ rằng : đáy {ø„} là 
không giảm 0à bị chặn. Từ định lí trên suy 
ta : dãy {œ } có giới hạn ! Cái đáng ngờ là 
ở đây. Chắc bạn sẽ bảo : rõ ràng rằng nếu 
"mọi số chẵn lớn hơn 2 đều là tổng của hai 
số nguyên tố" thì đây {a,} có giới hạn là 1, 
nếu mệnh để trên không đúng thì dãy {z„} 
có giới hạn là 2, như vậy thì kết luận "dãy 
{a„} có giới hạn" là hoàn toàn hợp lí ! Nhưng 
bạn sẽ bất lực nếu người ta hỏi bạn : anh 


nói dãy {a„} có giới hạn, thì xin cho biết giới 
hạn đó cụ thể là số nào, là 1 hay là 2 ? Phải 
chăng anh có quyển nói rằng giới hạn là có, 
khi anh không biết rõ giới hạn đó là số nào, 
và cũng không biết một phương pháp thiết 
thực nào để tỉm ra cái giới hạn ( !) mà anh 
bảo là có đó ? Cái "cớ" của anh quả thực là 
đáng ngờ, hoàn toàn đáng ngờ ! Bạn có thể 
sẽ trả lời : anh hãy chờ đấy, khi nào toán 
học giải quyết xong bài toán Gônbátsơ, tôi 
sẽ bảo cho anh biết cụ thể giới hạn đớ là 1 
hay là 2. Nhưng xin nói trước, nếu một trăm 
năm nữa, bài toán Gônbátsơ được giải quyết 
và bạn trả lời được điều cụ thể trên, thì vấn 
đề về cơ bản cũng vẫn chưa giải quyết, vì 
khi đó lại có thể xây dựng một thí dụ tương 
tự thí dụ của dãy {z„} dựa trên một bài toán 
chưa giải quyết khác. Mà dù cho sau nghìn 
vạn năm đoớn học bao giờ cũng sẽ có những 
bài toán chưa giải được ! 

Cũng xin thú nhận một điều : cái thí dụ 
nơi trên quả thực cũng có những điều đáng 


phê phán, vì thực ra phần nào nó cũng mang 
tính chất chủ quan. Tiếc rằng để xây dựng 
được những thí dụ có tính chất thuyết phục 
hơn thì đòi hỏi phải có sự chuẩn bị chu đáo 
hơn, nên trong phạm vi bài này không thể 
trỉnh bày được. 

Nhưng dù sao, thí dụ nới trên cũng có 
thể giúp ta đặt vấn để hoài nghỉ : cái gọi là 
"cớ" trong một số định lí toán học như định 
lí trên có đáng tin hay không ? Và trong 
toán học, thế nào mới đáng gọi là "có", Quan 
niệm về cái "có" trong toán học có cần phải 
thay đổi hay không, và nếu thay đổi thì thay 
đổi như thế nào ? 

Ö đây, sự hoài nghỉ cũng đã dẫn đến sự 
sáng tạo. Để trà lời những câu hỏi đó, ngày 
nay đã có một thứ toán học tương đối thỏa 
đáng, tên gọi của nó là : (oớn học kiến thiết. 
Nếu những hoài nghỉ loại nới trên thôi thúc 
và dần vặt bạn, thỉ chắc chắn sẽ có lúc, bạn 
tìm đến với toán học kiến thiết. 


NÓI CHUYỆN VỀ SỐ NGUYÊN TỐ 


LẠI ĐỨC THỊNH 


LTS : Trong mục này, chúng tôi sẽ giới thiệu sơ lược về các ngành của toán học hiện đại, 
và nhất là các khái niệm quan trọng của toán học hiện đại, cố gắng liên hệ với 
kiến thức toán học phô thông, Để đáp ứng yêu cầu nhiều mặt của bạn đọc, đồng 
thời không làm cho nội dung quả nặng nề, mỗi bài giỏi thiệu nội dung sẽ thui gọn 
trong một hai irang báo, có thể chỉ để cập đến một khía cạnh nào đó của một vấn 
đề, mà không yêu cấu giới thiệu vấn đề một cách hoàn chỉnh, có hệ thống và liên 
tục trong nhiều số báo. 


Vấn đề số nguyên tố là một trong những 
vấn đề quan trọng bậc nhất trong lí thuyết 
về số tự nhiên. Thêm nữa các bài toán về số 
nguyên tố cũng như nhiều bài toán khác về 
số luận rất đơn giản về hÌnh thức song lại 
rất khó về nội dung và rất hấp dẫn. Vì vậy 
mà rất nhiều nhà toán học thiên tài từ bao 
đời nay đã góp nhiều công sức làm phong 
phú nội dung của vấn đề này. Mặc dầu vậy 
các vấn đề đề ra và chưa được giải quyết 
ngày càng nhiều, và cố những bài toán từ 
thế kỈ này qua thế kỉ khác đã làm đau đầu 
nhiều nhà toán học nổi tiếng mà vẫn chưa 
giải được Œ. Trong bài này chúng tôi trình 
bày với các bạn đọc một vài vấn đề trong lÍ 


thuyết số nguyên tố, kết hợp giải đáp thác 
mắc của một số bạn đọc về vấn đề này. 


(1) Siêpinski nhà toán học lỗi lạc hiện nay, người Ba 
lan, đã có lần nói rằng : "Số các bài toán chưa giải được 
càng ngày càng tăng lên vì số các bài toán mới đề ra thì 
nhiều hơn là số các bài toán giải được". Khí đỏ có một giáo 
sư toán nói rằng : “Như thế thì có những bài toán sẽ không 
bao giờ giải được cả". Siêpinski đã trả lời rằng điều đó hoàn 
toàn có thể xảy ra, song nếu loài người tồn tại vĩnh viễn thì 
lại có thể ngược lại ; mặc dầu số các bài toán chưa giải 
được tăng thường xuyên và vô hạn, nhưng mỗi bài toán đều 
sẽ được giải đúng lúc. Giả thử rằng mỗi năm đề ra được 10 
bài toán mà chỉ giải được có một như thế rõ ràng là số bài 
toán chưa giải được sẽ tăng vô hạn. Song nếu ta đánh số 
các bài toán đề ra và giả thử mỗi năm sẽ giải được bài toán 
mang số nhỏ nhất thì bài toản hú ør sẽ giải được sau 0 năm, 
và như thế là mỗi bài toán đặt ra đều được giải đúng lúc 
của nó. 
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2 =— ˆ ` 7... `. ẽ  Ôï' cac CÔ 


Trước hết ta nhắc lại định nghĩa của số 
nguyên tố, 


Số nguyên tố là số tự nhiên khác Í và 
không có ước nào khác ngoài số 1 và chính 
nó. Với định nghĩa đó của số nguyên tố thì 
ta chứng mỉnh được định lí cơ bản sau đây : 
"Mọi số tụ nhiên lón hơn ! đều biểu diễn 
được một cách duy nhất thành tích các thừa 
số nguyên tố". Đến đây đương nhiên đặt ra 
vấn đề "có bao nhiêu số nguyên tố". Cách 
đây hơn hai nghìn năm Õclid đã trả lời được 
vấn để này bằng định lí : "có vô số số nguyên 
tố". Để đi sâu hơn nữa người ta xét sự phân 
bố các số nguyên tố trong dãy số tự nhiên. 
Ta gọi + (x) là số các số nguyên tố không lớn 
hơn x, ví dụ z (5) = 3. Vì có ba số nguyên 
tố là 2, 3, 5 là không lớn hơn õ. Bài toán về 
phân bố số nguyên tố chủ yếu là so sánh z+) 
với z. Vì số các số nguyên tố là vô hạn nên 
(zj tăng vô hạn cùng với z, tuy vậy cũng 
lại đã chứng minh được rằng khi z khá lớn 
z{x) là rất nhỏ so với x, hay nói bằng ngôn 


ngữ của lí thuyết giới hạn là tỈ số .= đần 


tới không khi mà z tăng lên vô hạn. Việc 
chứng minh mệnh đề này không khớ lắm. 
Người ta muốn được những kết quả tốt hơn 
nữa, nên đã cố gắng đi tìm một hàm số quen 
thuộc mâ nó xấp xi bằng z (+) tại các giá trị 
khá lớn của z. Đã từ lâu người ta dự đoán 


bàm số đố cơ thể là ;— (Inx là logarit cơ số e 


của z, e = 2,71828...). Phải trải qua hơn một 
thế kỉ với sự đớng góp của nhiều nhà toán 
học thiên tài như Lơgiăngđrơ, Gaoxơ, 
Sêbưsep, Riman... mãi đến năm 1896 Ađama 
và Đờ La Valê Pútsanh, đồng thời và độc lập 
với nhau, mới giải quyết được vấn đề trên, 


chứng minh được rằng tÌ số z (+) : 1= có 


giới hạn là 1 khi x trở nên vô cùng. Việc 
chứng mình định lí này phải dựa và lí thuyết 
hàm số phức và người ta đã có ý nghỉ cho 
rằng không thể chứng minh được định lí này 
mà không dùng đến lí thuyết hàm số phức. 
Nhưng đến năm 1948 thì Selbéc đã chứng 
minh được định lí này bằng phương pháp sơ 
cấp nghĩa là không phải sử dụng lí thuyết 
hàm số phức vào việc chứng minh. Cần phải 
nơi rằng chứng minh định lí trên là rất khó, 
ở đây chúng tôi chỉ giới thiệu vấn đề để 
mong giải đáp cho một số bạn đọc về vấn đề 
phân bố số nguyên tố. 
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Một vấn đề thứ hai cũng được đề ra đã 
từ lâu là tìm một biểu thức đơn giản phụ 
thuộc vào một biến số tự nhiên mà tất cẢ 
các giá trị đều là số nguyên tố. Trước hết 
người ta nghĩ đến một đa thức nguyên, 
nhưng vấn đề này được giải quyết ngay : đế 
chứng minh được rằng không có một đa thức 
nguyên nào mà tất cả các giá trị của nó ứng 
với giá trị tự nhiên của biến số đều là 
nguyên tố cả. Tuy nhiên người ta cũng đã 
thấy tam thức z2 + x + 41 lấy các giá trị 
nguyên tố (khác nhau) với x = 0, 1,.., 39, 
và tam thức x2 ~- 79x + 1601 lấy các giá trị 
nguyên tố (không phải là tất cả đều khác 
nhau) với x = 0, 1,...,79. Cũng đã nảy ra vấn 
để là có hay không một đa thức nguyên lấy 
vô số giá trị nguyên tố, Đối với nhị thức bậc 
nhất thì có thể chứng mình được rằng mọi 
nhị thức ax + ð với (a, b) = 1 đều lấy vô số 
giá trị nguyên tố, song người ta chưa biết 
được một đa thức nào bậc cao hơn l mà có 
tính chất đó. Về vấn để biểu thức cho số 
nguyên tố Fecma đã phát biểu rằng các số 


P2 = 9? + lín = 0, 1,..) đều là số nguyên 
tố, và đã thử thấy rằng : F_= 3, Tạ =5, 
F, = 1T, Fy = 2B7, F, = 65537 đều là các 
số nguyên tố. Đến năm 1732 Óle tìm ra rằng 


số Ƒ, = 2? + 1 = 4294967297 là một hợp 
số mà chia hết cho 641. Bây giờ người ta 
biết khá nhiều số Fecma (số #_ được gọi là 
số Feema) là hợp số. Các số nguyên tố Feema 
có điều rất bổ Ích là nó liên quan mật thiết 
đến bài toán chia vòng tròn thành những 
phần đều nhau bằng thước và compa. Nhân 
đây xin giới thiệu ý nghỉ của bạn Trần Mơi 
Chí, cho rằng số 2?” + 3?” là nguyên tố với 
mọi ø. Thử lại thì ta thấy với n = 0, 1, 2 
biểu thức trên cho các số nguyên tố lần lượt 
là õ, 18 và 97, song với n = 3 ta có 


2`+ 8?Ì = 6817 = 17 x 401 là một hợp 
số. Bạn Nguyễn Toàn hỏi rằng công thức /fn) 
nào để cho với n ta tính được số nguyên tố 
thứ n hay không (ƒ(1) = p = 2, ƒ2) = Pạ 
= 3,.., fn) = pạ,..) câu trả lời là không. Còn 
như muốn nơi ƒffx) là một hàm số thì đẳng 
thức Øa) = p„ là một hàm số hoàn toàn xác 
định vì dãy các số nguyên tố 2, 8, 5, 7, 11,... 
thì được coi là đã biết đẩy đủ. Một loại số 


nguyên tố nữa thường được nói đến nhiều là 
số nguyên tố Mensen có dạng MẸ = 2P - ], 
với p là nguyên tố. Số Mensen có một ý 
nghỉa quan trọng vì nớ có vai trò đặc biệt 
trong bài toán vê số hoàn chỉnh. Về vấn đề 
biểu thức cho số nguyên tố còn có nhiều biểu 
thức khác nữa chúng ta không thể trình bày 
hết ở đây được. Cần phải nới rằng người ta 
đã chứng minh được rằng cớ số vô tỈ Á sao 
cho [43*] ([y] là phần nguyên của y nghĩa là 
số nguyên lớn nhất mà không lớn hơn ÿ) lấy 
các giá trị nguyên tố với mọi giá trị tự nhiên 
của x. Song vấn để này chỉ có ý nghĩa lí 
thuyết mà thôi vì thực tế thì tính cụ thể các 
số nguyên tố đó ra là việc không phải bao 
giờ cũng làm được. Người ta cũng đã chứng 
minh được rằng có số thực œ = œ„ mà tất 
cả các số [2”:], [2”IJ,... với œ. xác định quy 
nạp bởi công thức ø, =2a-› đều là số 
nguyên tố. Kết quả này cũng như kết quả 
trên chỉ có ý nghĩa lí thuyết mà thôi. Liên 
hệ với vấn đề này bạn Trần Mai Chí cho 
rằng các sỐ A„= p2. P„—2, 


Bạ =PzP«.P,T— đUà C„ =PIP2-- Pạ — Pn vì 
đều là số nguyên tố với ø > 2 (p, là số 
nguyên tố thứ ¡ trong thứ tự quen thuộc 
Pạ =2, p;ạ=3...) chỉ cần thử lần lượt 
với ø = 3, 4,.., 7 ta thấy rằng H; = 11, 
B, = 101, Ở, = 1151 là nguyên tố, nhưng 
By = 3.5.7.11.13 - 4 = 15011 = 17.883 là 
một hợp số. 

C; = 28, C„ = 199, C„ = 2297, C„ = 80018 
đều là số nguyên tố, nhưng C„ = ð10491 = 41.12451 
là một hợp số. 

Đối với A, thì cũng bằng cách thử ta thấy 
rằng các số Á, Á„, A¿ A4, A¿ đều là nguyên 
tố. Tuy nhiên như vậy không có cơ sở nào 
để khẳng định rằng Á,„ là nguyên tố với mọi 
m„ > 2. Có lẽ bằng cách thử với một vài giá 
trị nữa của ?z ta có thể được một hợp số 4a 
nào đớ. Còn nếu dự đoán của bạn Chí là 
đúng thì cũng có nhiều chắc chắn rằng việc 
chứng minh mệnh đề đơ là rất khó, và nếu 


như nó chưa có được ý nghĩa lí thuyết nhất 
định nào đó. Cũng cần phải nói rằng việc 
kiểm tra xem một số khá lớn có là nguyên 
tố hay không là một việc giải được về nguyên 
tác, nhưng cũng khó vì phải làm nhiều phép 
tính. Tuy nhiên đối với các số không lớn lắm 
thì bằng các máy tính hiện nay việc đớ 
không phải khó khăn lắm. Đối với các số mà 
bạn Chí nêu ra thì để kiểm tra A,; ta cần 
làm khoảng trên 300 phép chia và đối với 4o 
cần khoảng 1300 phép chia, và như thế có 
thể mất vài buổi làm tính. 


Bây giờ chúng ta chuyển sang một vấn 
đề khác là vấn đề khoảng cách giữa hai số 
nguyên tố. Ta xét hiệu p„,, — p„. Có thể 


chứng minh được rằng trong đãy số tự nhiên 
có đoạn lớn tùy ý không chứa một số nguyên 
tố nào. Thật vậy cho trước X, thì trong K số 
tự nhiên liên tiếp (K + 1) ! + 2, @ + I)! + 
3,., (K+tl)!+(K+1)  ! là tích È số tự 
nhiên đầu tiên) không có một số nguyên tố 
nào. Song một mặt khác lại gặp rất nhiều 
cặp số nguyên tố liên tiếp (gọi là số nguyên 
tố sinh đôi) mà hiệu của chúng bằng 2 (hiển 
nhiên là chỉ cố một cặp duy nhất hai số 
nguyên tố 2, 3 là hai số tự nhiên liên tiếp). 
Có giả thuyết cho rằng có vô số cặp số 
nguyên tố sinh đôi. Cặp số nguyên tố sinh 
đôi lớn nhất người ta biết là 

p = 1000000009649 và p + 2. Vấn đề này 
được mở rộng thành vấn đề "Mỗi số chẩn có 
thể biểu diễn được bằng vô số cách thành 
hiệu của hai số nguyên tố hay không ?". 
Người ta cũng thấy có nhiều "bộ bốn số 
nguyên tố liên tiếp" gồm hai cặp số nguyên 
tố sinh đôi, nghĩa là p, p +2, p +6,p+8 
đều là nguyên tố, ví dụ 11, 13, 17, 19 hay 
3251, 3253, 3257, 3259. Bộ bốn số như thế 
lớn nhất mà người ta biết là p = 2863 308 
781 và p +2,p +6 p+8. Cũng có giả thuyết 
cho rằng có vô số bộ bốn số nguyên tố 
như vậy. 
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LÍ THUYẾT NHÓM 


Cấu trúc nhớm là một cấu trúc đại số 
quan trọng vào bậc nhất. Nó tham nhập vào 
hầu hết mọi ngành của Tbán học : trong Đại 
số, trong Hình học, trong IÍ thuyết Phương 
trình vi phân,... ; ngoài ra nó có các ứng 
dụng quan trọng trong các ngành khoa học 
quan trọng khác như : Vật lí học, Cơ học 
lượng tử, Hóa học, Tinh thể học... 

Khái niệm nhớm ra đời vào khoảng đầu 
thế ki 19 với các công trình của Côsi về các 
phép thế, của Aben về một lớp phương trình 
giải được bàng đại số. Nhưng phải nơi 
Ga-loa là người nhận thấy liên hệ sâu sắc 
giữa nghiệm của các phương trình đại số và 
tập hợp các phép thế mà Ga-loa gọi là nhớm 
các phép thế (1830). Và cũng chính Ga-loa 
là người nhìn thấy tầm quan trọng của khái 
niệm nhóm là ở cấu trúc của nó chứ không 
phải ở tính chất của các phần tử lập thành 
nhóm. Như vậy ở nửa đầu thế kỈ thứ 19, lí 
thuyết nhóm phát triển qua lí thuyết nhớm 
các phép thế. Tới nửa cuối thế kÌ 19, các nhà 
toán học cho chúng ta khái niệm nhớm các 
phép dời chỗ và tổng quát hơn, nhớm các 
phép biến hình. Khái niệm nhớm các phép 
biến hình đã giúp Cơ-lai thống nhất được 
các hình học đang phát triển mạnh mẽ ở thời 
đó. Cơ-lai đã phân loại các hình học theo 
nhớm các phép biến hình. Các tính chất của 
một không gian bất biến qua một nhớm biến 
hình lập thành một hình học. 


Sau khi đã tách được "cấu trúc nhóm” qua 
một số các nhớm cụ thể (nhớm các phép thế, 
nhóm các phép biến hình...) các nhà toán học 
đã đi tới định nghĩa nhớm trừu tượng và 
phát triển một cách độc lập lí thuyết nhớm. 
Ỏ đây ta lại được một thí dụ về sự cố gắng 
không ngừng của toán học để đi từ cụ thể 
tới trừu tượng và tổng quát, do đó cho phép 
các ứng dụng rộng rãi mà ta đã thấy trong 
toán học ngày nay. 

Bây giờ chúng ta hãy đi vào định nghĩa 
một nhơm. 

Giả sử N là một tập hợp bất kì không 
rống mà các phần tử kí hiệu là a, ö, e... Giả 
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HOÀNG XUÂN SÍNH 


sử trên W ta đã xác định một luật hợp thành 
trong, nghĩa là một quy tác cho phép ta từ 
hai phần tử bất kÌ ø, ö G thành lập một 
phần tử c xác định cũng thuộc X. Nếu ta kí 
hiệu luật hợp thành trong bằng dấu * thì c 
kÍ hiệu e = ø * b (thường thường trong toán 
học ta dùng dấu + và., do đó e kí hiệu theo 
thử tự e =ø+b,e = œ, 

Nếu ta dùng kí kiệu + thì luật hợp thành 
gọi là phép cộng, nếu dùng kí hiệu , thì luật 
hợp thành gọi là phép nhân. Tập hợp X với 
luật hợp thành trong kí hiệu * gọi là một 
nhóm nếu luật hợp thành * có các tính chất 
sau đây : 

XJ) Luật hợp thành có £inh chất kết hợp 
nghĩa là ø * ø * e) = (œ * b) * c với mọi œ, 
ö,c, €N. 

Á,) Luật hợp thành có phần ¿tử trung hòa, 
nghĩa là có một phần tử e € X sao cho e * 
a =g*e=a với mọi a G N. Phần tử e gọi 
là phần tử trung hòa. 

¿) Mọi phần tử z € N đều có phần ¿ử dồi 
xứng a' € N, nghĩa là a * a'` = &` *a =e, 

W¿) Luật hợp thành cớ tính chất giao 
hoán nghĩa là a * ö = b * a với mọi a, ö €NW 
thì nhóm X gọi là một nhóm giao hoán hay 
nhớm aben (do tên nhà toán học Aben). 

Trong trường hợp luật hợp thành kí hiệu 
bằng dấu + thì nhóm N gọi là nhóm cộng 
(người ta thường dùng kí hiệu + cho các 
nhớm giao hoán), phần tử trung hòa e kí 
hiệu Ô gọi là phần tử không, phần tử đối 
xứng ø' của phần tử a gọi là phần tử đối của 
phần tử ơ, kí hiệu -ø. Trong trường hợp luật 
hợp thành kí hiệu bằng dấu. thì nhớm V 
gọi là nhóm nhân, phần tử trung hòa e goi 
là phần tử đơn vị và kí hiệu 1, phần tử đối 
xứng ` của phần tử ø gọi là phần tử nghịch 
đảo của phần tử ø, kí hiệu a"Ì, 

Ta hãy lấy một số ví dụ về những nhớm : 
Xét tập hợp 7° các số thực đương, phép nhân 
các số thông thường là một luật hợp thành 
trong xác định trên 7", 


Thật vậy, nếu ø và 6 là hai số thực dương 
thi tích ø.b cũng là một số thực dương, nghĩa 
là nếu a và ö € 7* thì c = ø.b € 7°. Th hãy 
thủ xem 7” với phép nhân có thỏa mãn ba 
tính chất W,), N,), X,) không. Tính chất w) 
thì đương nhiên được thỏa mãn vì phép nhân 
các số có tính chất kết hợp. Vì số 1 € 7* nên 
,) cũng được thỏa mãn. Cuối cùng cho một 
số thực dương ø, nghịch đảo a~! cũng là một 
số thực dương, cho nên X;) được thỏa mãn. 
Vậy tập hợp các số thực đương lập thành 
một nhóm đối với phép nhân các số thông 
thường. Ta gọi nhớm đớ là nhóm nhân các 
số thực dương. Dễ dàng thấy rằng đó là một 
nhóm øöen, 

Nếu ta lấy tập hợp 7' các số thực (không 
nhất thiết là đương nữa) với luật hợp thành 
là phép cộng các số thông thường, thÌ cũng 
làm như ở trên, ta thấy ngay 7' lập thành 
một nhóm giao hoán đổi với phép cộng mà 
ta gọi là nhớm cộng các số thực. 

Bây giờ ta hãy đưa vào một số ví dụ mà 
các phần tử của nhớm không phải là những 
số và luật hợp thành không phải là phép 
cộng hay phép nhân thông thường như 
các số. 

Ta hãy xét ba vật tùy ý mà ta kí hiệu là 
A, B, C. Có sáu phép mà ta gọi là phép thế 
để trao đổi ba vật A, B, C với nhau. Ta hãy 
đặt tên cho sáu phép thế đớ là 7, 7, K, R, S, 
T và viết các phép thế đớ bằng cách viết các 
vật A, B, € sau đó bên phải mỗi vật A, H, € 
viết vật mà vật đó trở thành sau phép thế ; 
chẳng hạn 


AA AB ACc 
I=|BB|J= |BC|K= |BA 
cc CA CB 
AA AC AB 
E=|BC|S=|BB|T= |BA 
cP CÁ cc 


phép thế 7' biến vật A thành vật B, vật B 
thành vật A, vật C thành vật C ; phép thế 
I không làm thay đổi vật nào cả, người ta 
gọi là phép thế đồng nhất. 

Như vậy ta được một tập hợp mà ta kí 
hiệu G; gồm sáu phần tử 1, ởJ, X, R, S, T: 

Bây giờ ta hãy xác định trên G; một luật 
hợp thành trong mà ta gọi là phép nhân. 
Chẳng hạn ta hãy thực hiện lần lượt hai 
phép thế J, R trên A, B, C, 


J R 
A A> BC 
J...R 
B¬>C—B 
J..R 
C>»A>+>A 
lKết quả là A biến thành Œ€ 
B biến thành 8 
€ biến thành A 
Như vậy thực hiện lần lượt hai phép thế 
ở, F. cho ta cùng kết quả như thực hiện 
phép thế S. Ta định nghĩa tích của hai phép 
thế 2, , kí hiệu 7£ là phép thế 8. 


Th cũng tiến hành tương tự như vậy để 
định nghĩa tích các phép thế khác. Ta chú ý 
Rj = T, do đó phép nhân ở đây không giao 
hoán (đây là một điều cần chú ý vì phép 
nhân và phép cộng các số là giao hoán, cho 
nên ta có xu hướng cho mọi phép toán là 
giao hoán). 

Phép nhân các phép thế không giao hoán 
nhưng nó kết hợp, có phần tử trung hòa ï 
mà ta gọi là phần tử đơn vị. Cuối cùng cho 
một phép thế bất kì, ta đều tìm thấy phần 
tử nghịch đảo của nó. Chẳng hạn phần tử 
nghịch đảo của 7 là K, của # là Ẩ vì 

JK=Kd=i 
R.R =1 

Kết luận tập hợp G lập thành một nhóm 
đối với phép nhân các phép thế. Nhóm G, 
gọi là nhớm các phép thế của ba phần tử. Ta 
có thể lập bảng nhân như sau : 











Các phép quay chung quanh một trục cố 
định trong không gian lập thành một nhớm 
giao hoán (tích của hai phép quay có góc 
quay là œ và ` là một phép quay có góc là 
œ + ø'). Tổng quát hơn, các phép dời hình 
trong không gian lập thành một nhớm. 
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Nhóm các phép biến hình cho phép các nhà 
hình học phân loại các hình học. Chẳng hạn 
hình học không gian Ơclit nghiên cứu các 
tính chất bất biến qua các phép đời hỉnh 
Øclit. 

Bây giờ chúng ta hãy giới thiệu một công 
cụ đác lực dùng trong lí thuyết nhóm, đó là 
khái niệm đẳng cấu (phải nói không phải chỉ 
lí thuyết nhớm mới đùng công cụ này, mà 
toàn bộ toán học ngày nay). Ta tưởng tượng 
có hai nhớm, như hai lâu đài toán học bề 
ngoài không có gì giống nhau. Nhưng khi 
nghiên cứu thật kĩ ta thấy chúng cùng "kiến 
trúc”, ta bảo hai nhóm đớ là hai mô hình cụ 
thể của một nhớm trừu tượng, ta bảo chúng 
đẳng cấu với nhau. 

Chúng ta hãy định nghĩa một cách chính 
xác thế nào là hai nhóm đẳng cấu với nhau. 
Ta hãy xét một nhóm X với phép toán kí 
hiệu .. và một nhớm thứ hai M'; với phép 
toán kí hiệu +, Ta ? ? nhóm X và nhớm W' 
đẳng cấu với nhau nếu : 

1) Có một sự tương ứng một đối một ẹe 
giữa N và N, nghĩa là ứng với một phần tử 
œ GÑN là một và chỉ một phần tử a € N' kí 
hiệu ø (ø), và với một phần tử bất kÌ b° € 
Ä' ta tÌm thấy một phần tử 6 € N sao cho 
b` = g(). Người ta gọi sự tương ứng một 
đối một ø là một song ánh. Từ tương ứng 
một đối một ø ta dễ dàng thấy rằng nếu W 
hữu hạn thì N' cũng hữu hạn và hai tập hợp 
có cùng số phần tử. 

2) Song ánh g biến phép nhân trong W 
thành phép cộng trong X', nghĩa là : 

ø (a, b} = ø (a) + @ (b). 

Ta lấy một thí dụ cụ thể để biểu khái 
niệm đảng cấu và đồng thời nhìn thấy tầm 
quan trọng to lớn của khái niệm đó. 

Chúng ta đều biết rằng cộng hai số với 
nhau thì đễ hơn nhân hai số với nhau, nhất 
là trong trường hợp số lớn, chẳng hạn cộng 
hai số 68975314 và 95143687 thì thoải mái 
hơn là nhân hai số đó với nhau nhiều. Trong 
thiên văn học các khoảng cách trong vũ trụ 
đều được đo bằng năm ánh sáng. Để có một 
khái niệm về các khoảng cách trong vũ trụ, 
chúng ta hãy nhớ rằng một năm ánh sáng 
bằng 9.460.800.000.000 km. Tứm tắt lại các 
nhà thiên văn phải sử dụng những con số 
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rất lớn để tính toán, và ta phải nhớ rằng ở 
thế kỈ 1ð, 16 người ta chưa có máy tính như 
ngày nay. Đứng trước tình hình đó, để có 
thể nhân những số lớn, người ta đã tìm cách 
biến phép nhân thành phép cộng bằng khái 
niệm logarit của một số. Khái niệm này cho 
ta một thí dụ về hai nhớm đẳng cấu với 
nhau. 


Thật vậy ta hãy xét nhớm nhân các số 
thực dương T* và nhóm cộng các số thực 7 


° 
l)a€ 7 => ø(ø) = loga € 7, œ rõ ràng 
là một tương ứng một đối một. 


2)ab “ghi = log(ab) = 

= logø + logb = gía) + g0) 

Ta bảo song ánh œ@ biến phép nhân thành 
phép cộng. Để biết kết quả của tích hai số 
œ và b, ta lấy loga cộng với logb, do đó biết 
log (að). Biết log(ab) ta được œò. Như vậy ta 
chỉ phải cộng bai số loga và logb và tránh 
được việc nhân hai số ø và b. 


Qua thí dụ trên chúng ta cũng hình dung 
được một phần nào tẩm quan trọng của khái 
niệm đẳng cấu : ta có hai nhớm đẳng cấu 
với nhau, nếu việc tính toán trong nhóm này 
phức tạp ta chuyển sang tính toán ở nhớm 
đẳng cấu với nó mà trong đớ tất nhiên việc 
tính toán đơn giản hơn. Đớ là một việc làm 
thường xuyên của người làm đại số hiện đại. 
Muốn nghiên cứu một nhớm, nếu việc 
nghiên cứu thuận lợi người ta nghiên cứu 
ngay trong nhớm đó, nếu không người ta 
nghiên cứu trong một nhóm đẳng cấu với 
nhóm đớ, với điều kiện là nhớm đẳng cấu 
cho ta nhiều điều kiện nghiên cứu dễ dàng 
hơn. Nhờ khái niệm đẳng cấu, Cơlai đã đưa 
việc nghiên cứu nhóm của một đa diện đều 
về nhóm của một phương trỉnh bậc năm, 
Poàngcarê đã đưa việc nghiên cứu các hàm 
Phúc-sơ về việc nghiên cứu nhóm các phép 
đời hình trong mặt phẳng Lôbatrepski. Và 
ta còn vô vàn ví dụ tương tự như vậy vì làm 
Đại số hiện đại là như thế. 

Trong thiên nhiên không phải chỉ có cấu 
trúc nhớm, còn có nhiều cấu trúc khác nữa, 
nhưng cấu trúc nhớm là cấu trúc khá đơn 
giản cho nên ta gặp nó trong nhiều địa hạt 
của khoa học. Do đó mà nó chiếm một địa 
vị khá quan trọng trong toán học cũng như 
trong một số lớn ngành khoa học khác. 


TỪ BÀN TÍNH GẢY 
ĐẾN MÁY TÍNH ĐIỆN TỬ 


Ngay từ thời thượng cổ để đếm đúng số 
súc vật săn bắn được hoặc đếm số người 
trong bộ lạc, con người đã lấy những đốt 
xương sống của súc vật lồng vào một cái que 
và gảy dần từng đốt lên một đầu que mỗi 
khi đếm một đơn vị. Công cụ đó dần dần 
giúp cho các "nhà toán học" thô sơ của chúng 
ta biết phép tính cộng và sau này đã phát 
triển thành bàn tỉnh gảy của Trung Quốc và 
của Âu châu. 

Có tài liệu nói rằng bàn tính Trung Quốc 
đã xuất hiện gần 6000 năm nay, và Ít nhất 
ta cũng có thể khẳng định được rằng công 
cụ này đã được sử dụng rộng rãi từ đời 
Nguyên (thế kỉ 18). Bàn tính gảy du nhập 
vào Âu châu qua nước Nga vào thời đại phục 
hưng, hình dáng hơi khác bàn tính Trung 
quốc ở chỗ không có then ngang và mỗi cột 
có đủ 10 viên bi. Hiện nay ở Trung Quốc các 
công xã đều dùng bàn tính. Còn ở Liên Xô 
mặc dù rất nhiều máy tính hiện đại, người 
ta vẫn không quên bàn tính. Thí dụ như ở 
trường Lômônôxôp, ai cũng trông thấy các 
bà bán hàng một tay gày bàn tính, một tay 
bấm nút trên một máy tính điện tự động ! 
Vị vậy, các bạn chớ coi thường bàn tính gây, 
nhất là các bạn cấp hai, trong chương trình 
có dạy bàn tính gẩy, các bạn cố học cho cẩn 
thận sử dụng cho thành thạo. 

Nói chung bàn tính gây có thể làm được 
mọi phép cộng trừ nhân chia và khai căn, 
nhưng thông dụng nhất vẫn là cộng trừ. Bàn 
tính gây đã phần nào đáp ứng được nhu cầu 
tính toán, về nông nghiệp như tính toán 
ruộng đất, chia hoa mẩu, thu chỉ các khoản 
đơn giản v.v.. Bàn tính và một số dụng cụ 
tính toán thô sơ khác đã góp phần vào việc 
xây dựng những ngôi đền bằng đá đầu tiên 
ở một số thành phố Nga ngày xưa như Kiép, 
Nốpgôrớt v.v.. 

Nhưng sang thế kỉ thứ 16 - 17 công 
nghiệp và thương mại phát triển đòi hỏi 
thêm công cụ tính toán. Năm 1617 Nêpe 
phát minh những "cây đủa' giúp cho làm 
phép nhân khá tiện lợi, năm 1942, Pátcan 
mới 17 tuổi, đã giúp cho ông bố làm công 


VŨ SƠN 


tác tài chính đỡ vất và, đã sáng chế ra một 
máy tính công có thể tự động chuyển được 
số nhớ từ hàng dưới lên hàng trên. Năm 
1694, LópnÍt đã xây dựng thành công chiếc 
máy tính cơ khí đầu tiên thực hiện được đủ 
4 phép tính số học. Như vậy đi đôi với cuộc 
cách mạng kỉ thuật cơ giới hóa, các công cụ 
tính toán cũng đã dần dà sử dụng nguyên 
tấc cơ khí như bánh xe răng cưa, khấc hình 
bậc thang v,v.. chứ không phải chỉ nhờ ngớn 
tay gẩy như ở bàn tÍnh. Cuộc cách mạng ki 
thuật càng đẩy mạnh, thì các công cụ tính 
toán đó càng phát triển nhất là từ thế kỉ 
thứ 19. Năm 1874 Ôtne sáng chế ra máy 
tính gài số trên hình trục, sau này cải tiến 
thành những chiếc máy kiểu Phêlixơ của 
Liên Xô hoặc Phi mã của Trung Quốc, mà 
hiện nay ở ta vẫn thường dùng. 

Từ khi cao trào điện khí hóa bất đầu, 
những máy tính cơ khí đã dần dà trở thành 
những máy tính bấm điện như những loại 
Ascota và Nisa của Tiệp rất thông dụng ở ta. 

Đồng thời những máy tính sử dụng bìa 
đục lỗ cũng ra đời. Ngay từ năm 1801 Lácca 
đã sáng chế ra một rnáy dệt điều khiển bằng 
những tấm bìa đục lỗ để dệt ra các loại vải 
khác nhau. Nhưng phải đợi ngót một thế kỉ 
sau mới đủ điều kiện cơ khí và điện khí hóa 
để thành hình một loạt loại máy sử dụng bìa 
đục lỗ như : máy đục lỗ, máy kiểm tra, máy 
lập bảng v.v.. Cho đến nay, các máy này vẫn 
đang phục vụ đắc lực trong các cơ quan 
thống kê, tài chính, ngân hàng, thương mại. 
Một số máy như máy đục lỗ, máy kiểm tra, 
máy đục kết quả được tham gia vào làm một 
bộ phận của máy tính điện tử chữ số vạn 
năng. VÌ thế đôi khi các em nghe nới về loại 
máy này, có thể tưởng lầm đó là máy điện 
tử. Sự thực loại máy này chủ yếu chỉ sử dụng 
điện hoặc điện từ. Gần đây cố một số máy 
cũng sử dụng bìa đục lỗ xây dựng với kỉ 
thuật điện tử và đóng vai trò trung gian giữa 
loại máy trên và máy tính điện tử chữ số. 
Từ khoảng cuối thế kỉ 19 đầu thế kỉ 20 trở 
đi còn dần dà thành hình loại công cụ tính 
toán mô hình như thước tính Lôgarít, diện 
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tích kế, tích phân kế và máy tính điện tử 
mô hình. Bước đường tiến triển của loại máy 
tính này cũng đi từ thấp đến cao : điện tích 
kế chỉ gồm những bộ phận cơ giới đơn giản 
như bánh xe răng cưa và chỉ dùng để tính 
được tích phân những hàm số mà ta vẽ được 
đổ thị, trong khi đó máy tính điện tử mô 
hình sử dụng kĩ thuật điện tử, giải được một 
số lớp phương trình vi phân khá rộng. 

Nhưng, như ta đã biết, những máy này 
khác xa máy tính điện tử chữ số vạn năng 
về nguyên tắc cấu tạo. Máy mô hình chỉ giải 
được một số bài toán nhất định với một độ 
chính xác chừng 3, 4 số lẻ, trong khi máy 
tính điện tử chữ số vạn năng giải được bất 
kÌ loại bài toán nào có thuật toán, với độ 
chính xác tùy ý. Máy tính điện tử chữ số vạn 
năng cũng khác xa với các loại máy tính cơ 
khí, hoặc điện khí nơi trên, ở chỗ trong máy 
tính điện tử mức độ tự động hớa không dừng 
lại trong phạm vi từng phép tính, mà tự 
động hóa toàn bộ quá trỉnh tính toán, kể cả 
khâu chuyển tiếp từ phép tính này sang 
phép tính khác, dù việc chuyển tiếp đó phụ 
thuộc vào sự suy luận lôgic lắt léo hoặc vào 
điều kiện xung quanh tác động phức tạp đến 
mức nào cũng được. VÌ vậy, máy tính điện 
tử có khả năng sử dụng không những như 
một công cụ tính toán, mà còn như một công 
cụ điều khiển tự động. Chính vì vậy, máy 
tính điện tử chỉ có thể ra đời và bắt buộc 
phải ra đời trong cuộc cách mạng kí thuật 
về tự động hơa... 

Tất nhiên, đã có những thiên tài thấy 
trước từ lâu một số nguyên tắc vÏ đại của 
máy tính điện tử chữ số vạn năng, Bebítgiơ 
tBabbedge) một giáo sư người Anh, ngay từ 
năm 1833 đã đề ra một phương án máy tính, 
trong đó trình bày đẩy đủ các nguyên tác địa 
chỉ và lưu trữ chương trình, các phép tính 
lôgíc, phép chia nhanh v.v.. Nhưng Babbedge 
không thể vượt quá thời đại của mình trong 
việc thực hiện, vÌ dùng cơ khí như thời đó 
thì những bánh xe răng cưa cổng kềnh phức 
tạp sẽ không chuyển động được với tốc độ 
và mức chính xác thực tế. Vì vậy chẳng bao 
lâu, công trình của Babbedge đã bị lãng 
quên, mặc đầu mấy chục năm sau, con cháu 
ông đôi lần vẫn nhấc đến nơ. 

Phải đợi đến đầu thế kỈ 20, những khái 
niệm cực kÌ mới mẻ về toán học hiện đại dẫn 
đến sự hình thành lí thuyết, thuật toán 
(khoảng năm 20) và lí thuyết máy tự động, 
đặc biệt là máy Turỉnh (Turing) (năm 30) 
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khi đó lí thuyết về máy tính điện tử mới 
được xây dựng lại trên cơ sở mới. 


Nhưng lần này các tiên đề cần thiết cho 
sự ra đời của máy tính điện tử chữ số vạn 
năng đã chín mùi : 

= Về nhu cầu kinh tế, sản xuất thì sự kiến 
thiết quy mô trên toàn thế giới đòi hỏi phải 
tính nhanh, nhiều và chính xác. Nhu cầu về 
tự động hóa sản xuất đòi hỏi máy tính tham 
gia đắc lực vào khâu tự động hớa. Một nhu 
cầu trực tiếp là nhu cầu về pháo binh phòng 
không (xem Toán học và Tuổi trẻ số tháng 
7-1967) đã tập hợp một số nhà toán học từ 
năm 1940 để chế ra máy tính hiện đại. 


- Về cơ sở kỉ thuật thì công nghiệp điện 
và điện tử đã đạt mức độ cao, đáp ứng được 
nhu cẩu chế tạo các bộ phận này. 


- Về cơ sở toán học, nhất là lôgic học đã 
đủ tỉnh vi để phục vụ cho cấu trúc luận lí 
của máy tính hoàn toàn tự động hớa. 


Tuy vậy, việc nghiên cứu còn nhiều khớ 
khăn trở ngại. Từ năm 1940, trong một số 
phòng thí nghiêm về điện thoại và ở trường 
Đại học Hacvarơ, người ta đã chế ra một số 
máy tính dùng rơle điện từ, như máy Mark 
- 1 và Mark ¬ 2 nhưng đều thất bại. Phải 
đợi đến năm 1945, máy Eniac ra đời, dùng 
bóng đèn điện tử bấy giờ mới bắt đầu thành 
công trong việc xây dựng máy tính điện tử 
chữ số. 

Do như cầu thực tiễn sản sinh ra, nên 
máy tính điện tử cũng trở lại phục vụ thực 
tiễn rất đác lực như trong mấy bài báo trước 
đã giới thiệu và sau này sẽ giới thiệu thêm, 
Chỉ xin bổ sung một điểm : Ngay sau khi mới 
ra đời, máy tính điện tử đã giải một bài toán 
về vật lí hạt nhân và một bài toán về quỹ đạo 
thiên thể là những bài toán thực tế không thể 
giải được nếu thiếu máy tính điện tử. Máy tính 
điện tử không ngừng cải tiến và ngày càng 
phát triển trên khấp thế giới. Các nước xã hội 
chủ nghĩa cũng rất chú trọng đến ngành này. 
Ngay từ năm 1953, Liên Xô đã chế tạo được 
máy bOCM là máy tính mạnh nhất châu Âu 
hồi đó và ngày nay đã sân xuất được máy tính 
nhanh hàng triệu phép tính một giây. Trung 
Quốc đã phát động được nhiều trường Đại học 
và cả trường Trung học chuyên nghiệp chế 
tạo lấy máy tính điện tử của mình. Ba Lan, 
Cộng hòa dân chủ Đức, Bungari, v.v.. cũng 
đã sản xuất được máy tính điện tử. Và chắc 
hẳn, trong số các em thế nào cũng có nhiều 
em trở thành các nhà khoa học về máy tính 
điện tử của nước ta ! 


NẾU TƯỚC MẤT CHỮ "KHÔNG" 
TRONG NGÔN NGỮ 


Bạn thử tưởng tượng xem, nếu bây giờ 
cấm bạn dùng chữ "không" trong cuộc sống 
hàng ngày thì chắc sẽ xảy ra lắm điều phiền 
phức. Thí dụ đến bữa có người mời bạn ăn 
cơm, vỉ lí do nào đó bạn không muốn ăn, tất 
nhiên câu trả lời đơn giản là "tôi không ăn". 
Nếu cấm bạn dùng chữ "không", thì thực 
cũng khó tìm được cách trả lời. Tùy từng 
trường hợp, bạn có thể thay câu trà lời nơi 
trên bằng những câu đại loại như "tôi no rồi", 
"tôi vừa mới ăn xong" v.v.. nhưng rõ ràng là 
những câu đó cũng không thể diễn đạt nổi 
cái nội dung đầy đủ của câu "tôi không ăn", 
những câu thay thế sẽ hoặc thừa hoặc thiếu. 
Có thể nói, cấm dùng chữ "không " là tước 
mất một nửa chả năng nhận thức và diễn 
đạt. Trong bài này, tôi không dám bàn đến 
chữ "không" nói chung, mà sẽ chỉ nơi chút 
Ít về chữ "không " trong toán học thôi, 

Th bắt đầu bàng một vài thí dụ đơn giản : 
khi học về số thực ta phát biểu định lí : 
Phương trình x2? + l = 0 #hông có nghiệm 
thực. Và chứng minh như sau : Giả thử có số 
thực z sao cho z + 1 = 0. Khi đó x2 = -1. Một 
số không âm (x2) bằng một số âm ! Vô lí. Vậy 
không có số thực x nào nghiệm đúng xˆ + 1 = 0. 
Ta có thể thay cả đoạn đó bằng một đoạn với 
nội dung tương đương mà hoàn toàn mất chữ 
"không" : Định lí : Với mọi số thực x, z2 + 1 
là một số khác 0. Chứng minh : x là số thực, 
vậy +? là số dương hoặc 0, cộng thêm 1 được 
số x2 + 1, số này là đương, vậy +2 + 1 khác 0. 

Bạn có thể đồng ý rằng hai câu "phương 
trình x2 + l1 = 0 khóng có nghiệm thực" và 
"với mọi số thực z, xˆ + 1 là một số khác 0" 
có nội dung tương đương, nhưng chác chắn 
rằng bạn có thể thắc mắc : Tránh dùng chữ 
"không" thì lại phải dùng chữ "khác”, nào có 
hơn gì ? Một số khác 0 chẳng phải được định 
nghĩa như là một số không bằng O là gì ? 
Muốn giải quyết được thắc mác đó, ta phải 
tìm cách định nghĩa khái niệm "khác" mà 
tránh dùng chữ không, tức là "khác" được 
định nghĩa độc lập với "không bằng". Có thể 


PHAN ĐÌNH DIỆU 


làm như sau : Chẳng hạn nếu z và y là 
những số nguyên, thì ta có thể định nghia 
"+ lớn hơn y nếu có số dương sao cho 
xz = y +" và sau đó "x khóc y nếu hoặc x 
lớn hơn y, hoặc y lớn hơn z". Với trường hợp 
số thực, thì cớ phiền phức hơn chút ít. Ta 
biết rằng mỗi số thực x đều có một cách biểu 
diễn thành phân số thập phân vô hạn : 


x=d„, dị g0; .. dị ®) 

Nếu ta không kể những phân số thập 
phân mà từ một lúc nào đó trở đi mọi chữ 
số đều là 9 thì mọi số thực có một cách biểu 
diễn duy nhất thành phân số thập phân vô 


hạn (thí dụ ta không viết bề 


g = 0,4000.. mà 


1 

chỉ viết s“ 

Giả thử số thực y cơ cách biểu diễn : 
y =bQ bị b„... bạ... Tà định nghĩa "x khóc y nếu 
có một chỉ số ø nào đó sao cho ø, khác 6" 
(vì ø„ và b„ là số nguyên, nên khái niệm "z„ 
khác bm coi như đã biết). 

Lấy thêm vài thí du : Bạn có thể thay 
những định lí sau đây : 

1) Số 2 không có căn bậc hai là số hữu tỉ ; 

23) Không có hình chữ nhật nào là hình 
tròn cả ; 


0,5000...) 


8) Trong những hình có chu vi p cho trước 
thì hình vuông không phải là hình có diện 
tích lớn nhất v.v.. 

Chẳng hạn bằng những định lí có nội 
dung tương tự như sau : 

1) Với mọi số hữu tỉ ø, luôn luôn a? 
khác 2 ; 

2) Với mọi hình chữ nhật P và mọi điểm 
A luôn luôn có thể tÌm trên chu vi của P hai 
điểm B và C sao cho AB có độ dài khác AC. 

3) Với mọi hình vuông có chu vi p, luôn 
luôn cớ một hình với chu vỉ p và có diện tích 
lớn hơn diện tích của hình vuông đớ. 


(*) Trong cách biểu điền đó, a„ là số nguyên : ay a¿.. là 
những số nguyên lấy những giá trị từ 0 đến 9. 
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Nói vài điểu như vậy để nếu bạn đồng ý 
thì để nghị bạn thử làm một việc như sau : 
Khi đọc một khái niệm, một định lí hay một 
chứng minh nào, nếu trong đó có, chữ 
"không" thì bạn thử tập tìm một cách diễn 
đạt khác cho khái niệm, định H hay chứng 
minh đó mà đừng dùng chữ "không". Làm 
như thế cũng là một cách tập dượt tư dụy 
lôgic của bạn, và chắc hẳn cũng không phải 
là một việc vô Ích, viển vông. Từ nông đến 
sâu, bạn có thể làm việc đó trong phạm vi 
một định lí, một chứng minh, rồi đi ngược 
lên, làm việc đó cho những định lí đã có 
trước. Và cao hơn hết là bạn sẽ đi đến ý nghĩ 
làm việc đó cho toàn bộ toán học ! Di nhiên 
việc vứt chữ "không" không phải bao giờ 
cũng làm được dễ dàng đâu. 

Nhân đây xin nói thêm một tí. Cái ý định 
xây dựng một thứ toán học hoàn toàn không 
có chữ "không" cũng đã được một số nhà 
toán học chú ý. Người đề xướng và tích cực 
làm việc này là Griss. Ông ta cho rằng mọi 
khái niệm, chứng minh cớ dính đáng đến chữ 
"không" đều là mơ hồ. Ví dụ cái câu "không 
có hình chữ nhật nào tròn" là rất mơ hồ. Nào 
có ai biết "hình chữ nhật tròn" là cái gì. Nếu 


khẳng định "không có hình chữ nhật nào 
tròn" thế thì anh phải biết "hình chữ nhật 
tròn" là cái gì nếu như nó có chứ ? Đối với 
chứng mình cũng vậy. Thí dụ khi chứng 
minh rằng "phương trình x2+ 1 = 0 không có 
nghiệm thực", ta giả thử rằng có số thực x 
sao cho +? + 1 = 0 rồi đi đến vô lÚ, từ đơ ta 
quả quyết phương trình +2 + 1 = 0 không có 
nghiệm thực. Đã không có z sao cho z2 + 1 = 0 
thÌ sao lại cố quyền giả thử rằng nó có ! Thế 
là vớ vẩn. Từ một điều vớ vấn Suy ra một 
điểu vớ vẩn rồi tung ra một định lí. Như vậy 
không được ! Nhưng thôi xin dừng ở đây vì 
người viết cũng không có ý định tuyên 
truyền cho tư tưởng của Giss. Bản thân 
người viết không phải là môn đồ của thuyết. 
toán Griss và cũng mong các bạn sẽ không 
là môn đô của thuyết toán đó. Vì nói cho 
cùng, chữ "không" đối với chúng ta vẫn đáng 
quý lắm. Viết bài này chỉ cớ mỗi một mục 
đích là giới thiệu với các bạn một cách để 
tập dượt tư duy lôgic khi học toán mà thôi, 
chứ tuyệt đối không muốn các bạn vÌ một 
vài lập luận có tÍnh chất bài bác trên kia của 
Griss mà coi thường những phương pháp 
lôgic chúng ta vẫn dùng trong toán học. 


PHƯƠNG PHÁP XẤP YỈ LIÊN TIẾP 


Như các bạn đều thấy, việc giải một 
phương trình đại số bậc nhất một ẩn 
ax+tb=0 q) 
là một việc hết sức đơn giân. 
Lại nữa, đối với phương trình bậc hai 
x2 + bx+e= 0 (2) 
ta có những công thức rất đẹp để tìm nghiệm 
#ị; = (6 + VP — 48£)/2a 
Đến như phương trình bậc ba 
a#? + bx2 + cx + d = 0 (8) 


thì việc tìm nghiệm đã phức tạp hơn nhiều. 
Bàng phép thế ta đưa được (3) về dạng 


y”+py+g=0 (4) 
3ã0 


HỒ THUẦN 
(Hà NộU 


Đối với (4) ta có công thức giải có đạng 
y„= J-zø2 + {424 + p)/27 + 
+ 3 g/2 + T474 + p??21 


Ở đây ta hiểu đối với một phương trình 
nào đó có công thức giải nếu như có thể biểu 
thị các nghiệm của phương trình đó theo các 
đại lượng có mặt trong phương trình nhờ 
vào các phép tính số học (cộng, trừ, nhân, 
chia), phép khai căn, các hàm lũy thừa, hàm 
lôga và các hàm số vòng thuận và ngược. Với 
phương trình bậc bốn ta vẫn còn cớ công 
thức để giải nhưng hết sức phức tạp. 

Một câu hỏi hết sức tự nhiên là : thế còn 
đối với phương trình bậc năm và phương 





trình bậc cao hơn thì sao ? Năm 1826 nhà 
toán học Na uy Nin Henric Abel (và sau đó 
là nhà toán học Pháp Galoa) đã chứng minh 
rằng với w > 5 thì nói chung không cơ công 
thức biểu diễn nghiệm của phương trình 
đại số 

œ„” +ayx 1T +... tai =Ô 


nhờ vào các phép tính số học và phép khai 
căn. Đối với hầu hết các phương trình siêu 
việt, chẳng hạn 

e'+¿ * = 2/cos (e = 2,71828...) 
thì tình hình cũng như vậy. 

Tuy nhiên điều đó hoàn toàn không có 
nghĩa là chúng ta chịu bó tay trước những 
phương trình loại đó. Trong quá trình nghiên 
cứu cách giải các phương trình, các nhà toán 
học đã xây dựng được một phương pháp tổng 
quát để giải các phương trình được gọi là 
phương pháp xấp xỈ liên tiếp (hay phương 
pháp lặp) mà ý cơ bản là như sau : 

Giả sử phải giải phương trỉnh 

fœ) =0 (8) 

Tạ viết lại phương trình (6) dưới dạng 

x=g() (6) 

Nói chung có nhiều cách viết (ð) dưới 
dạng (6). Sau đó ta chọn một giá trị gần 
đúng ban đầu + (việc chọn này nói chung 
là tùy ý) và thế vào vế phải của phương trình 
(6), để tính giá trị gần đúng thứ nhất 

“„= sớứ,). 

Một cách tổng quát, một khi có giá trị 
gần đúng thứ »ø là x„, thì giá trị gần đúng 
tiếp theo Làn được xác định theo công thức 


Xx„+j= 0Œ„) Œ) 
Như vậy ta xây dựng được dãy số 


%ạ; Xa; .., #„,... và trong trường hợp dãy số 
đó hội tụ. 
limx„ =š 
1”n> œ 


thì £ chính là nghiệm của phương trình 
x =e(œ). (Ở đây ta giả thiết ø(x) là hàm liên 
tục, có nghia lim @(z) = @(2)) 
x*ứ 
Thực vậy, xét đẳng thức (7?) ta thấy khi 
ø tiến tới vô cùng vế trái tiến tới Ệ còn vế 
phải do (+) là hàm liên tục nên tiến tới 


@(). Tù đó £ = ø(£). Điều đó có nghĩa £ là 
nghiệm của phương trình + = #(*). 

Trong thực tế ta tiến hành như sau. Giả 
sử sau một số bước ta có +„^~x„+¡ với độ 
chính xác cho trước Khi đớ vì 
#z+i= #Œ„) nên ta cũng có x„ >=@(%„) với 
độ chính xác cho trước. Do đó cớ thể lấy #n 
là giá trị gần đúng của nghiệm của phương 
trình x = @Œ@). 

Ta lấy một ví dụ : Giải phương trình 

10x - l- eosz= 0 
với độ chính xác tới 0,001. 
Ta viết lại (8) dưới dạng sau 
xz= (1+ com)/10 (9) 

Chọn x„ = 0 và thay vào vế phải của (9), 

ta có 


(8) 


#¡ = (1 † cos0/10) = 0,2 
Lại thay x = 0,2 vào vế phải của (9), ta có 
#¿ = (1 + cos0,2)/10 = (1 + 0,98/10 = 0,198 
Tiếp tục ta có 
#; = (1 + cos0,198)/10 = 0,198 


Ta thấy đẳng thức +, = x; được thỏa mãn 


với độ chính xác tới 0,001. Điều đó có nghĩa 
là số x„ = 0,198 là nghiệm với độ chính xác 
tới 0,001 của phương trình 

x= (1 + cox)/10. 

Trên đây đã trình bày bản chất của 
phương trình xấp xỈ liên tiếp để giải phương 
trình ƒ#{z) =0. Vấn để còn tồn tại là hàm 
ø() trong (6) phải như thế nào để quá trỉnh 
lặp hội tụ (tức đây {z„) hội tụ) và khi đó 
cần đánh giá tốc độ hội tụ của quá trình lặp 
(tức đãy các giá trị gần đúng x„ z¡, x¿,... tiến 
tới nghiệm của phương trình z = ø(z) nhanh 
chậm ra sao). Để giải quyết các vấn đề đớ 
ta cần đưa vào khái niệm ánh xạ co. (VÌ chỉ 
xét trên trục số thực nên ở đây ta có thể 
hiểu ánh xạ là hàm số thông thường), 

Cho hàm (+) xác định trên đoạn [a, b]. 
Đó là một quy tắc làm ứng với mỗi x € [øœ, ð(D 
một giá trị hoàn toàn xác định và duy nhất 
@Œœ). Quy tắc đó dược gọi là ánh xạ. Nếu 
@(œ) € [ø, b] với mọi x € [œ, ð] thì ta nói 
øŒ@) là ánh xạ từ [a, b] vào chính nớ. 


(1)x€la,b] dọc là "x thuộc |a, b|> có nghĩa x là một 
điểm của [a, b} 


3õ1 


`—==—_— ` ——¬--‹- 3 ——... -. 








Ánh xạ @() từ (œ, 6] vào chính nó được 
gọi là ánh xạ co nếu nó làm giảm khoảng 
cách giữa hai điểm bất kì #i#¿ € [a, b] Ít 


nhất M lần, với M > !. Nới cách khác có 
tồn tại một số q sao cho 0 < g < 1 và với 
hai điểm bất kÌx);#; € [ø, 6] đều thỏa mãn 
bất đẳng thức 


lø&¿) — eœ0l < alz; — x¡}0 
(ở đây g = L/M). 

Dễ thấy là nếu ¿(z) là ánh xạ co trên toàn 
trục số thì bao giờ cũng tìm được một đoạn 
thẳng mà qua phép ánh xạ ¿(*) lại biến 
thành một bộ phận của chính đoạn đó. 

Thực vậy, lấy ø là điểm bất kì. Đặt 
b = y(a). Chọn số g, sao cho g < g¡ < 1. Lấy 
R=|ð —ø|/(1T— g). Ta sẽ chứng tỏ đoạn 
[œ — #, ø + R] chính là đoạn phải tìm. 

Lấy một điểm bất kÌ z € {[ø — R,ø + RỊ. 
Khi đó |x — a| < R. Ta có 

|løœ) — b| = [ø@œ) — ø()| < q|x — a| < ạR 
Nhưng mặt khác 
lp@œ) ~ a| = |p@) —b +b— a| < ]ø() ~ 
—b| +|b—a| < 
<gFE+ |b —a| =qRt. + (L— q,)R = 
=(l†+qa-g)R<RF 
Điếu đố chứng tỏ mọi điểm thuộc đoạn 


[z - F, a + E] qua ánh xạ g(œ) lại biển thành 
điểm của chính đoạn đó. 


Người ta đã chứng minh được điều kiện 
đủ cho sự hội tụ của quá trình lặp (7?) như 
Sau : 


Định i 1. Giả sử @(x) là ánh xạ co từ [ø, b] 
vào chính nó. Khi đó với mọi điểm +„ thuộc 


b] dãy số 

#x+¡= @Œ„) hội tụ tới nghiệm £ của phương 

trình zx=() (£ là nghiệm duy nhất của 

phương trình z = ø(z) nằm trên đoạn [ø, b]). 
Để đánh giá tốc độ hội tụ của phương 

pháp xấp xỉ liên tiếp, ta có : 

lx„— &| < glz„_¡ ~£l < 4°lx„_;T— #Ì < 

<..< #lz„ - ‡|. 

Điều đó có nghĩa sai số |z, -£| khi m 


tăng, giâm ít nhất cũng với tốc độ cúa cấp 
số nhân có công bội q < 1. 


[ø, ⁄@#®-3„,. trong đó 
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Bây giờ ta đưa ra một số ví dụ áp dụng 
định lí 1. 


Vị dụ 1. Giải phương trình 
+z2+4x—~1=0 

Th viết (10) dưới dạng 
x~= 1⁄4 +x2) 

Ở đây gŒ) = 1/(4 + x2). 

Với hai điểm bất kì #ị,„, ta CÓ 


q0) 


q1) 


|ø@œ;) — p&[ = Ì 14 + xÖ) — 1⁄4 + z?)| = 
= |zƒ — x3|/(4 + x)(4 + x7) = 
= lz; + *;|/(4 +z)(4+ #)|x¿ _ Z¡Ì : 


Nhưng theo bất đẳng thức giữa trung 

bình cộng và trung bình nhân ta có : 
|x| = (1/24xˆ < (4 + z2/4 
Do đó 
lx; +z¿| <lz¡l + lz;Ì < 
<[(4 + z2) + (4 + z2)⁄4 = 2 + (x7 + x)/4 < 

<2+(œ+z)/2 + (x?x,)/8 = (8) x 

x(4+z2(4 + +2) 

Từ đó |ø(;) — øŒ))| < (1/8) |z; — z‡Í 

Điều đó chứng tô @(z) là ánh xạ co trên 
toàn trục số. Ta tỉm một đoạn thẳng mà qua 


phép ánh xạ w(z) lại biến thành một bộ phận 
của chính nó theo cách nêu trên. 


Lấy œ = 0,b = (0) = 1/4. Vì q = 1⁄8 ta lấy 
q,= 2. 

Khi đó #=|b—a|/1— gi) = 12 Đoạn 
(-1/2, 1/2] là đoạn phải tìm. Trên đoạn đớ, 
theo định lí l, có duy nhất một nghiệm của 
phương trình (11). Để tìm nghiệm đóớ, trên 
[-1⁄2, 1/21 ta lấy một điểm x„ tùy ý, chẳng 


hạn x„ = 0. Ấp dụng phương pháp lặp ta có 
+~¡ = 1⁄4 = 0,25 
z¿ = 1/4 + (0,2ð)2] = 1/4,0625 = 0,2461 
z4 = 1/14 + (0,2461)?] = 0,2463 
z4 = 1/4 + (0,2463)?] = 0,2463 
Ta có z; = x„ với độ chính xác tới 0,0001. 
Có nghỉa là nghiệm của phương trình (i1) 


(1) Wì trên trục số thực, [xa ~ x\| chính là khoảng cách 
giữa hai điểm xì và x¿. 





nằm trên (-1/2, 1/2], với độ chính xác tới 
0,0001 bằng 0,2463, 


VÌ p(Œ) là ánh xạ co trên toàn trục số nên 
phương trÌnh (11) không còn nghiệm thực 
nào khác. 

Ví dụ 2. Thử xem có thể áp dụng phương 
pháp xấp xỈ liên tiếp để giải phương trình 
sau đây được không ? 

ƒŒ@=xz?-x—2=0 
Nếu ta viết (12) dưới dạng x = x2 — 2 


(12) 
q8) 

Ö đây pứ) =x)-9; ø@{()=T—1<1;œ() 
= 6 > 2, nên phương trình có nghiệm trên 
đoạn [l, 2] (vÌ nghiệm của phương trình 
z= () chính là giao điểm của hai đồ thị y 
= z và y =e(z)). Nhưng ánh xạ z” — 2 không 
là co trên đoạn [1, 2] vÌ không biến (ánh xạ) 
đoạn [1, 2] thành một bộ phận của chính nớ. 


Tuy nhiên nếu ta viết phương trình (12) 
đưới dạng : 


x+2 


ta sẽ có ở đây () = ŸZ+ 2 và với 
#yx„ € [1, 2] 


leŒœ;) ~ p&)| = LŸz;+ 2 — Ÿz¡+Z] = 
= lớ¿- x)/Ÿœ,* 27+ Y@+3@;+Ð) + 
+ Ÿ@œ +2] < |x; - z,|/4 


(vì với #¡›*„ C[1, 2] ta có #ị¡ > 1,x;>>]) 


+= 


(14) 


Thành thử g(x) = ÄZ T2 là ánh xạ co 
trên [1, 2]. Lấy x„ = 1 ta có 


lạ 
II 


¡= Ÿ8 = 1,442 

„= Ÿ8,442 = 1,510 
x„= Ÿ3,510= 1,520 
¿= Ÿ3,520 = 1,521 
xz= Ÿ5,ð] = 1,521 


Như vậy với độ chính xác tới 0,001, 
nghiệm của phương trình (12) trên đoạn [1, 2] 
bằng 1,21. Phương trình (12) không còn 
nghiệm thực nào khác (dễ dàng chứng 
mỉnh). 


h 
lI 


ở3-¬TẪCTH 


Qua hai ví dụ trên cũng thấy dược tiêu 
chuẩn hội tụ của phương pháp lặp nêu ra ở 
định lí 1 không tiện dùng lắm vì phải chứng 
minh khá nhiều bất đẳng thức phức tạp. 
Định lÍ sau đây cho ta một tiêu chuẩn về sự 
hội tụ của phương pháp xấp xỈ liên tiếp đơn 
giản hơn nhiều. 

Định lí 9. Giả sử @(x) là ánh xạ từ [a, Ð] 
vào chính nó và thỏa mãn trên [ø, ở] bất 
đẳng thức 


lø'@)| <q<1 
với mọi x„€[a,b], dãy 


#g®ị;..,„.. trong đó #n+i=(Œ„) hội tụ 


Khi đơ 


tới nghiệm của phương trình z = ÿ(zZ) nằm 
trên [ø, b]. 

Định lí 2 chính là hệ quả của định H 1. 

Với định lí 2 ta thấy ngay phương trình 
+ = (co + sinz)/4 (15) 
là giải được bằng phương pháp lặp. 

Thực vậy, ở đây @(%) = (coa + sỉne)/4 
do đó ®@*Œ) = (—sinx + cosx)/4 

Vì |sinr|[ < 1, |eoar| < 1, ta có 

|lø'@)Ì = Ì(—sinx + coa)/4| < 
< (lsin] + |cos|)/4 < 1/2. 

Để kết luận cần chứng minh rằng phương 
pháp xếp xỈ liên tiếp là một trong những 
phương pháp tổng quát nhất để giải phương 
trình. Nhiều phương pháp khác như phương 
pháp dây cung, phương pháp Niu tơn (còn gọi 
là phương pháp tiếp tuyến), tuy là những 
trường hợp riêng nhưng trong nhiều trường 
hợp lại tỏ ra rất có hiệu lực. Mong sẽ có dịp 
trình bày với các bạn những phương pháp đó. 

Cuối cùng, để nắm chắc phương pháp xấp 
xÌ liên tiếp trình bày trên, đề nghị các bạn 
tự giải những phương trình sau (bằng 
phương pháp lặp). 

l.x-4+2“=0 

2. (1/2)arcgx T—x + 1=0 

38x~=1+ Wz 

4. Tính V870 với độ chính xác tới 0,001 


5. TÌm phương pháp tính Ñ@ (& nguyên 
dương, ø > 0). 


6.10 -2~zx=0. 


353 





MỘT SỐ THÀNH TỰU 
TRONG LĨNH VỰC NHẬN DẠNG 


Trong một số báo trước (số 7~8-1972) 
chúng ta đã làm quen với lí thuyết nhận 
dạng. Ngành khoa học non trẻ này đã phát 
triển mạnh mẽ và có nhiều ứng dụng rộng 
rãi trong các lĩnh vực khác nhau. Có ứng 
dụng đã được đưa vào thực tiễn sân xuất và 
chiến đấu trong các nước tiên tiến. Có những 
kết quả mới đạt được trong giai đoạn thí 
nghiệm, nhưng mở ra nhiều triển vọng vô 
cùng tốt đẹp. 

Trước hết, lí thuyết nhận dạng giúp Ích 
ngay cho việc sử dụng máy tính điện tử. 
'Thật thế, máy tính điện tử làm các phép tính 
cộng trừ nhân chia với tốc độ hàng vạn, hàng 
triệu phép tính một giây, nhưng tốc độ đưa 
thông tỉn vào máy quá chậm, lại phải qua 
khâu chuẩn bị rất lâu. Làm thế nào cho máy 
tính trực tiếp đọc được chữ viết đó là ước 
mơ của những người công tác máy tính. 
Chính lí thuyết nhận dạng đang giúp cho 
người ta thực hiện được ước mơ đó. Thật 
vậy, chỉ cần viết bằng một thứ mực nhiễm 
từ để chỗ nào có nét chữ đi qua tương ứng 
với chữ số 1l, ngược lại là 0. Những nét chữ 
nhiễm từ đó sẽ làm thay đổi điện từ trường 
do máy đọc tạo ra ở xung quanh, nhờ đó 
thông tin được đưa vào trong máy, sau khi 
được xử lí bằng thuật toán nhận dạng, sẽ 
được máy tính nhận rõ đó là chữ gì. 

Máy có thể đọc chữ một cách nhanh 
chóng và tiện lợi hơn nữa, nhờ tác dụng của 


tế bào quang điện. Th chỉ cần viết chữ bằng ˆ 


mực thường rồi dùng một luồng ánh sáng 
mạnh chiếu vào chữ, thế là những điểm 
trắng và điểm đen trên giấy sẽ được biến 
thành những điểm có dòng điện hoặc không 
cố dòng điện, tức là số l và số 0. 

Tuy nhiên, hiện nay chủ yếu người ta chỉ 
mới cho máy đọc được các chữ đánh máy, có 
kích cỡ như nhau và hình dạng tương đối 
chính quy, chỉ có một vài nét sai lệch chút 
Ít. Dù sao, đọc được chữ in hoặc chữ đánh 
máy cũng đã có tác dụng thực tế là nâng cao 
gấp nhiều lần tốc độ đưa thông tin vào máy. 
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VŨ SƠN 


Nhờ đó có thể đưa trực tiếp cả một trang 
sách vào cho máy tính điện tử phiên dịch 
được nhanh chóng sang tiếng nước khác. 

Máy nhận dạng cũng giúp cho bưu điện 
đọc được các địa chỉ đánh máy trên các 
phong bì thư. 

Đối với chữ viết tay, việc nhận dạng có 
khó hơn. Tuy nhiên, máy đã có thể nhận 
dạng được các chữ số và chữ cái viết bình 
thường. Người ta dự kiến sẽ dùng máy nhận 
dạng để đọc phanh cả những bản ghi tốc kí, 
tức là những nét chữ viết rất tháu. Trong 
một số thí nghiệm, máy cũng đã tập phân 
biệt được chữ do người này viết với chữ do 
người khác viết. 

Máy cũng đã nhận dạng tiếng nói có kết quả. 
Người ta đã trực tiếp đọc cho máy tính nghe 
những số bao gồm các chữ số 0, 1, 2, ...,9 và 
cả một số tín hiệu khác nữa như : chấm, 
phẩy, dừng lại, cộng, trừ, x, y, v.v.... Kết quả 
thu được khá tốt. Chẳng hạn, nếu một người 
đọc 10 chữ số cho máy "học và thi" thì máy 
"quen giọng" người này nên đã nghe hiểu 
đúng tới 99,7%. Nếu có tới 20 người đọc cho 
máy nghe thì kết quả non hơn, khoảng 
97,9%. Đó là kết quả phân biệt các từ khác 
nhau. Còn đối với việc phân biệt giọng nói 
của những người khác nhau cùng đọc một 
từ, thÌ kết quả còn non hơn. Chẳng hạn, 
trong một thí nghiệm, máy đã phân biệt 
được giọng nói của 3 người khác nhau với 
độ tin cậy 77%. 

Tiếng nói truyền đi xa tới 7km theo 
đường dây điện thoại thông thường cũng đã 
được nhận dạng với kết quả tương đối khả 
quan : nếu chỉ dùng 4 từ thì đúng gần 100%, 
nếu dùng 10 từ (10 chữ số) thì đúng 75 - 80%. 
Việc phân loại các hình dạng khác nhau 
nhiều khi đạt tới mức độ tỉnh vi khá cao. 
Trong y học, để chẩn đoán bệnh tim, các bác 
sỉ thường cho áp vào ngực một máy điện để 
đo những dao động của tim và ghỉ hình ảnh 
đó trên giấy gọi là điện tâm đồ. Lẽ tất nhiên, 
điện tâm đồ của người khỏe và của những 


người mắc các bệnh tỉm khác nhau đều có 
những đặc điểm riêng, các bác sĩ nhìn quen 
có thể phân biệt được. Máy nhận dạng có 
thể bắt chước bác sĩ mà phân loại được các 
điện tâm đồ để nhận dạng được các điện tâm 
đồ của người ốm. Cụ thể, trong một thí 
nghiệm, người ta đã cho máy học xem 107 
điện tâm đồ sau đó cho thi : Máy được xem 
ð7 điện tâm đồ mới và cho chẩn đoán bệnh 
tim, kết quả đúng chừng 80%. 

Việc chẩn đoán bệnh bằng phương pháp 
nhận dạng còn được tiến hành trong nhiều 
trường hợp khác. Để giúp cho việc chẩn đoán 
người ta thường lập cho mỗi bệnh nhân một 
hổ sơ bệnh án, trong đó các triệu chứng 
khám thấy, hoặc các kết quả xét nghiệm thu 
được đều có thể ghi bằng số hoặc mã hóa 
(như nhiệt độ đo được, số hồng cầu đếm 
được, lượng an-bu-min lắng đọng trong 
nước tiểu khi yếu thận, v.v...). Bác sĩ có kinh 
nghiệm phân tích bệnh án sẽ phân loại được 
các bệnh án theo các bệnh thường gặp và 
khi nghiên cứu một bệnh án mới, sẽ xếp 
bệnh án đó vào đúng loại bệnh. Nội dung 
công việc này thực chất là một bài toán nhận 
dạng, vÌ vậy người ta có thể dùng máy tính 
điện tử làm việc theo thuật toán nhận dạng 
để phân loại bệnh án và chẩn đoán bệnh. 
Nhiều bệnh viện ở nước ngoài đã thí nghiệm 
để máy nhận dạng trợ lực thêm cho thày 
thuốc, kết quả tương đối tốt. 

Máy nhận dạng không những chẩn đoán 
được cho người mà còn chẩn đoán bệnh của 
máy móc nữa, ta gọi đó là chẩn đoán kỉ 
thuật. Không phải đợi đến khi máy liệt hẳn 
mới đoán xem nó hỏng ở bộ phận nào mà 
ngay khi một cố máy đang chạy, người ta 
ghi vào một hồ sợ các thông tin thu được 
xung quanh cỗ máy, như tiếng máy chạy, 
dòng điện máy phát ra, chấn động máy gây 
ra, v. v... Nghiên cứu và phân loại các hổ sơ, 
có thể đúc rút được kinh nghiệm xem ứng 
với hồ sơ như thế nào thì cỗ máy bị hỏng ở 
bộ phận nào. Đây cũng là bài toán nhận 
dạng, tất nhiên có thể giao cho máy tính 
điện tử giải quyết được. 

Việc phân tích phân loại các tư liệu không 
phải chỉ áp dụng đối với các bệnh án hoặc 
hồ sơ máy, mà còn áp dụng trong nhiều lĩnh 
vực như khí tượng, địa chất, v.v... 


Người ta đã thử tập hợp các số liệu về 
khÍ tượng từ tháng 1-1961 đến tháng 
4-1961 ở một địa phương và giao cho máy 
tính điện tử phân tích. Thời tiết vùng này 
trong khoảng thời gian đớ (cuối đông, đầu 
xuân) luôn luôn biến đổi, khớ dự đoán ngay 
cả đối với những nhà khí tượng học cớ kinh 
nghiệm. Vậy mà người ta đã dùng những tư 
liệu đó dạy cho máy tính học được, rút được 
kinh nghiệm dự báo. Sau đó người ta cho 
máy tính thi, thử dự báo thời tiết cho 18 
ngày. Kết quả nói chung tốt, thậm chí máy 
tính đã rút ra được một vài kết luận giúp 
cho các nhà khí tượng sau này dựa vào đó 
dự báo đúng hơn trước. 


Máy nhận dạng còn giúp các nhà địa chất 
phán đoán được sự phân bố các quặng. 
Chẳng hạn khi khoan giếng dầu lửa, cần dựa 
vào các số liệu địa chất đo đạc được để phân 
biệt các lớp nước và lớp dầu. Dùng một 
phương pháp riêng biệt nào đó để phán đoán 
thì chưa đủ chắc chấn. Cần phải thu thập 
tất cả các số liệu đo được lập thành một bảng 
tổng hợp cho mối trường hợp và phân tích 
sơ sánh các bảng tổng hợp ứng với các 
trường hợp có dầu và không có đầu. Người 
ta đã thử dùng máy nhận dạng phân loại các 
bảng tổng hợp như vậy, kết quả trong 180 
trường hợp chỉ sai có 1 trường hợp. 

Trong lĩnh vực quân sự, lí thuyết nhận 
dạng được áp dụng vào công tác tình báo - 
do thám. Đã có những thí nghiệm dùng máy 
nhận đạng để phân tích các bức ảnh do máy 
bay hoặc vệ tỉnh chụp được, nhằm phát hiện 
mục tiêu, hoặc dùng máy nhận dạng để tìm 
tầu ngầm của đối phương. 

Trong lĩnh vực thông tin, máy nhận dạng 
giúp ta phân biệt được tiếng ồn (tạp âm) với 
những âm thanh mang thông tin thực sự, do 
đó làm tăng thêm nhiều lần khả năng của 
các kênh truyền tin. 

Xem như vậy đủ thấy lí thuyết nhận dạng 
có khả năng giúp ích rất nhiều trong thực 
tiễn sản xuất và chiến đấu. Tuy nhiên, 
những ứng dụng trong lĩnh vực lí luận — học 
thuật cũng không kém phần quan trọng. 

Khả năng nhận dạng của máy cũng là khả 
năng máy rút kinh nghiệm để tự tổ chức sao 
cho ngày càng tốt hơn. Dây cũng là vấn để 
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tương tự với việc dùng máy tính để đánh cờ 
ngày càng giỏi hơn, làm thơ ngày càng hay 
hơn v.v... và các công việc khác mô hình hóa 
các chức năng của bộ óc. Vấn đề này liên 
quan chặt chẽ với bài toán tự tổ chức của 
các hệ thống điều khiển học. Nhà bác học 
Lác-ne đã nói về bài toán đó như sau : 

"Về mặt khó giải quyết và về những ảnh 
hưởng đối với khoa học và thực tiễn, việc tấn 
công vào bài toán tự tổ chức có thể so sánh 
với việc tấn công vào bí mật hạt nhân 
nguyên tử. Và nếu nửa đầu của thế kỈ 20 sẽ 
bước vào lịch khoa học như một giai đoạn 
các phát minh cơ bản trong lĩnh vực vật lí 
hạt nhân, thì nửa sau của thế kỉ ta hỉ vọng 
sẽ được đánh dấu bởi sự giải quyết bài toán 
trung tâm của điều khiển học : bài toán tự 
tổ chức". 


Muốn thấy rõ hơn khả năng nhận dạng 
của máy tính, nhiều khi mang tính chất 
tương tự như khả năng phát minh, sáng tạo 
của bộ ớc, ta hãy xét thí dụ cụ thể sau đây : 





Cho một bảng số 





Biết rằng giữa 3 số a, b, c cớ một hệ thức 
chỉ gồm các phép tính cộng trừ nhân chia, 
hãy tìm hệ thức cụ thể đó. 

Bài toán này cũng là một bài toán nhận 
dạng, cụ thể là nhận dạng hệ thức giữa các 
số ơ, b, c. Bạn thử giải xem, nếu lúng túng 
thì máy tính sẽ trả lời hộ : đó là hệ thức 
b =cía?. Bạn chớ ngạc nhiên, chẳng qua lí 
thuyết nhận dạng chỉ mới đạt được một số 
kết quả ban đầu mà đã kì diệu như vậy, 
những thành tựu lớn lao hơn nữa còn đang 
chờ tương lai, và có lẽ chờ các bạn trẻ của 
chúng ta nữa đấy ! 


PHƯƠNG PHÁP DÂY CUNG 


Trong báo Toán học và tuổi trẻ số ð8, tôi 
đã giới thiệu với các bạn về phương pháp 
xấp xỈ liên tiếp. Đó là một trong những 
phương pháp tổng quát nhất để giải gần 
đúng các phương trình. Trong bài này sẽ 
trình bẩy về phương pháp dây cung là một 
trường hợp riêng của phương pháp lặp. 

Giả sử ta cần giải phương trình ƒ() = 0. 
Rõ ràng là bài toán này tương đương với bài 
toán tỉÌm các giao điểm của đồ thị của hàm 
y=ƒŒœ) với trục hoành Óz. Giả thiết hàm 
ƒœ) liên tục và tại các điểm ø và 6 hàm 
ƒŒœ) lấy những giá trị khác dấu (tức 
ƒ().ƒf{b) < 0). Khi đó, do tính chất liên tục 
của hàm #2), đồ thị của hàm y = ƒ(&) sẽ cất 
đoạn {ø, b] Ít nhất một lần, tại điểm £ chẳng 
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hạn (nói chung đồ thị của hàm y = ƒŒ) có 
thể cất đoạn [a, b] tại một số điểm £ như 
vậy) (hÌnh 1). 





Hình 1 


ƒfŒ) là hàm liên tục 
f@ø) <0, f6) >0 





Hình 2 


Tuy nhiên nếu giả thiết thêm là fŒœ) đơn 
điệu trên [ø, b] thì giao điểm £ của đồ thị 
với đoạn [a, b] sẽ là đuy nhất. Trong trường 
hợp này ‡ chính là nghiệm duy nhất trên [ø, 
b] của phương trình ƒ() =0. Để tìm gần 
đúng điểm £ đớ, ý của phương pháp dây cung 
là : trên đoạn [ø, 5] thay cung của đường 
cong y = ƒ+) bằng dây cung AB tương ứng 
và tìm giao điểm C của dây cung đó với trục 
ØÓx (hình 2). 


Muốn vậy xét hai tam giác đồng dạng AA,C 
và BB,C. Tụ có ngay A,C/AA,= CB./B,B. 
* Mặt khác theo hình 2 có : 
AC =øiT—ø; CBỊ =ð — an; 
AA, = —f(a) ; BB\ = f0). 
Trong đớ ơ; là hoành độ của giao điểm 
C của dây cung ÁB với trục Ox. Do đó : 
(aị — 8)/ — f(@) = (b — aU)/(b) 
Giải phương trình đớ ta được : 
ai = laf(b) — bf(a)I/(®) — f(@)] 

Dễ thấy là đẳng thức đớ còn cớ thể viết 

dưới dạng 

ø =b —f®)(ð — øJ/ƒ@) — f@)| — 0) 
hay 

ø¡=aø—f{@)( — ø)/[f(ð) — f@)] — (3) 

Số ø¡ được xác định theo (l) hoặc (2) 
chính là giá trị gần đúng của nghiệm phương 
trình ƒ#) =0 nằm trên đoạn [a, bị]. Hai 
trường hợp có thể xảy ra : 

Trường hợp ƒ(@). fœu) <0 (tức ft) và 
fí@)) trái dấu nhau), áp dụng công thức (1) 
cho đoạn [ø, ø,] ta tính được giá trị gần đúng 
tiếp theo 


ø; =Øi — f(0)(8 — 2)/(œ) — a) (8) 


Trường hợp #a).fb) < 0, áp dụng công 
thức (2) cho đoạn [z,, b] ta tính được 
đ; = đi — f(@I)(b — aU)IỨ(b) — Ñaj)] (4) 
Tìm được giá trị ø„ tùy theo dấu của 
f(&;) ta áp dụng công thức (1) cho đoạn 
[z, ø.] (hay công thức (2) cho đoạn ø„,) sẽ 
tìm được giá trị gần đúng a;. Một cách tổng 
quát, khi đã tÌm được giá trị gần đúng La 


thÌ giá trị gần đúng tiếp theo được tính theo 
công thức : 


đr+y= G, — ƒ(a„)(b„ — Ø)/f(„) — f(œ)] (B) 
hay theo công thức 

Eạ+¡ = đ„ — fG„)(6 — a„)/Ứ(ð) — f(@,)] (6) 

Ấp dụng công thức (5) hay (6) để tính 
2„ ¿¡ là tùy theo f(œ„) khác dấu với /(a) hay 
không. Cắt nghĩa bằng hình học, ta thấy nếu 
đường cong quay hướng lõm lên trên thì ta 
phải nối các điểm của đường cong với một 
trong hai đầu mút A hoặc B mà tại đó hàm 
lấy giá trị dương (hình 3z và 86). Trường 
hợp đường cong quay hướng lên xuống dưới 
thì phải nối các điểm của đường cong với 


đầu mút tại đó hàm lấy giá trị âm (hình 3e 
và 3đ). 





Hình 3 
Từ đó rõ ràng có định lí sau : 


Định lí. Giả sử trên đoạn [o, b] hèm ƒ(x) 
liên tục, đơn điệu, có hướng lõm không dới 
0ờ tại hai đầu mút của đoạn thẳng, hàm fíx) 
lấy các giá trị trái dấu. Khi đó uới cách chọn, 
dúng dân công thức xấp xỉ, phương pháp 
đây cung cho ta dãy điểm hội tụ uề nghiệm 
của phương trình fx) = 0. 
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Bây giờ ta tìm mối quan hệ giữa phương 
pháp dây cung và phương pháp lặp tổng 
quát. Giả sử ƒ(a) z 0. Khi đó phương trình 
ƒœ) = 0 tương đương với phương trình 

z=x~—ƒŒ)( - aÑfœ) -— f(a) Œ) 

Thực vậy nếu ƒ(Ệ) = 0 thì 

§ =£~ Ñ@)\& — a)/@&) — f@)] (8) 

Ngược iại nếu ÿ #ø và thỏa mãn đẳng 

thức (8) thì /(£) = 0. 


Nhưng phương trình (7) 
x= ø{x), trong đó 

£() = x — fx)& — ø)[f() — f(œ)] = 

= [øffx) ~ xf(@)/Ư@) — f@) 

Đặt +z„ = 6 và áp dụng phương pháp lặp. 
Ta lại thu được chính đãy số a,, đ„,... ở,.,... 
có được với phương pháp dây cung : 

t„u+ị = Gạ— f(@,)(đ„ — @)[ƒ(a„) — f@)] 

Thành thử rõ ràng phương pháp dây cung 


chỉ là một trường hợp riêng của phương 
pháp lặp. 

Để làm ví dụ, ta sẽ giải bằng phương 
pháp dây cung phương trình sau : 

xz?+3x—1=0 (9) 

Ở đây ƒ@œ)=xz2+8x—l. Ta lại có 
0)=—1,ƒ()=3. Mặt khác, đạo hàm 
fŒ) =3x4°+ 1>0, điểu đó có nghĩa hàm 
f“œ) tăng đơn điệu trên toàn trục số và nơi 
riêng trên [O, 1]. Đạo hàm cấp bai 
f@œ) = 6x chứng tỏ trên đoạn [0, 1] đồ thị 
của hàm y = + + 3z — l có hướng lõm quay 
lên trên (hình 4). 


có dạng 





Hình 4 


Các điều kiện của định lí nêu trên được 
thỏa mãn, và vỉ trên [0, 1] hướng lõm quay 
lên trên nên ta áp dụng công thức (1). „ 
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Theo công thức (1), xấp xỉ thứ nhất của 
nghiệm £ của phương trình z2 + 3z — 1= 0 
trên [0, 1] bằng z¡ = ð — ƒ(6) x 

(b — a)/@) — f(a)] = 

=1—8.(1— 0/[3— (—1)]= 0,35 

Xấp xÌ thứ hai được tính theo công thức 

Z¿ =b —ƒf(b)@ - zJ)/W@œ) ~ fđ)] = 

=1—8.(1-— 0,98)/(8 + 0,28) = 0,31 

Tiếp tục ta có 

za=1—8.(1~ 0,89/(3 + 0,040 = 0,319, 

z¿= 1~ 8.1 — 0,819/(3+ 0,0100= 0,322, 

zz= 1— 8(1— 0,322/(8 + 0,0006) = 0,322 

Như vậy nghiệm của phương trình nằm 


trên đoạn [0, 1] bằng 0,322 với độ chính xác 
tới 0,001. 





Hình 5 


Qua phần trình bày và ví dụ trên ta thấy 
ý của phương pháp dây cung khá đơn giản 
và đễ tính toán. Tuy nhiên cần lưu ý các bạn 
một số điểm sau : 


a) Việc chọn đúng đắn các công thức (5) 
hay (6) để dùng là rất quan trọng, vì nếu 
không, phương pháp dây cung sẽ không hội 
tụ ngay cả khi các điều kiện của định lí được 
thỏa mãn, Chẳng hạn, như trong hình 5 
điểm a, chạy ra ngoài đoạn [eœ, 6]. 


b) Rõ ràng là trong trường hợp phương 
pháp dây cung hội tụ, thì tốc độ hội tụ cũng 
chính là tốc độ hội tụ của phương pháp lặp : 
sai số của giá trị của nghiệm giâm như một 
cấp số nhân. Để tăng tốc độ hội tụ ta có thể 
cải tiến phương pháp dây cung như sau : 
thay cho việc ở mỗi bước dùng một trong hai 
đầu mút của đoạn [ø, b] và xấp xỈ mới thu 
được để tính xấp xÌ tiếp theo như ở phương 
pháp dây cung thông thường, trong phương 
pháp dây cung cải tiến ta sẽ dùng hai xấp 


xỈ mới nhất đã cơ để tính xấp xÌ tiếp theo, vì 
những xấp xÌ đó thường gần với nghiệm phải 
tìm hơn là các đầu mút của đoạn [ø, ð}. 

Cụ thể là 


ca. 1h, f(e„)(a„— #„_)/UXœ„)~f(œ„_ 1) (@) 





Hình 6 


Để minh họa, ta trở lại ví dụ trên : giải 
phương trình x2 + 3x — 1 =0 bằng phương 
pháp dây cung cải tiến. 


Các xấp xỈ đầu tiên ø=0,2ð và 
ø; = 0,31 cũng giống như ở phương pháp dây 
cung thông thường. 

Xấp xỈ tiếp theo được tính theo công thức 

Ø; =đ — f(a;)(Œ„ — ø1)/œ;) — faul = 

= 0,81+ 0,040(0,381— 0,28)/0,040— 0,234] 

= 0,3223 

Th có ƒ(0,3223) = 0,0004. 

Rõ ràng x = 0,3223 cho ta nghiệm phải 
tỉm với độ chính xác tới 0,0001. 

Điểm cuối cùng cẩn nói là, nếu áp dụng 
công thức (9) để tính mà đ„ „ ¡ lại ở ngoài 


đoạn [ø, b] thì ở bước tiếp sau thay cho 
ø„ „ ¡ ta lấy đầu mút nào của đoạn [a, b] gần 


với nó hơn. 


PHƯƠNG TRÌNH VI PHẬN 


Từ khi xuất hiện khái niệm đạo hàm, các 
phương trình cũng được đùng để mô tả các 
quá trình động, biến đổi theo thời gian. Giải 
phương trÌnh, ta không những tính được giá 
trị của các đại lượng, mà còn có thể tÌm được 
quan hệ hàm giữa chúng. 

Trước hết ta nhắc lại vài điều về đạo hàm. 
Giả sử cho hàm số z =z() xác định trong 
(œ, b). Lấy t € (a, b). Nếu tổn tại giới hạn 

R xứ + AÐ) - x() 

lim A£ =0 NI EYƯNG: 
thÌ giới hạn ấy được gọi là đạo hàm (cấp một) 
của hàm số z() tại / và được kí hiệu là 
+). Đạo hàm của x'() được gọi là đạo hàm 
cấp hai của z(#) và được kí hiệu là z''(). Nếu 
a=s() là phương trình chuyển động của 
một chất điểm chuyển động trên đường 
thẳng, thỉ vận tốc tức thời của nó ở thời 
điểm £ là 0() = s'(2), còn gia tốc của nớ ở 
thời điểm ¿ là a(0) = 0'{) =s”'{£). Ta biết 
rằng (sin)” = cos, (cos)' = —sim, (e) = ế, 
Ngoài ra, nếu z = z(z), trong đó u = () thì 


NGUYÊN ĐÌNH TRÍ 


*'Œ) =+'(Œ)."(0). Chẳng hạn nếu ø là hàng 
số thỉ 
với #Z(f) = sinzí, ta có +`() = œcosơi, 
#"'() = a2sin+x¿ 
với z(#) = cosat, ta có +'(0) = —oasinat, 
(0) 
#*"@) — a2coszt 
với z() = e“, ta có z'(0) = ae", 
+" = ae, 

Bây giờ ta xét một chất điểm chuyển 
động trên đường thẳng 3i tác dụng của 
các lực xác định. Tụ biết rằng chuyển động 
của các vật tuân theo định luật sau : cường 
độ của lực bằng tích của khối lượng của vật 
với gia tốc mà vật thu được đưới tác dụng 
của lực ấy (định luật thứ hai của Niu-tơn). 

Giả sử ngoại lực là lực cản của môi 
trường trong đó chất điểm chuyển động. 
Nếu vận tốc 0 của chất điểm không lớn, lực 
cân tÌ lệ thuận với vận tốc ấy, tức là bằng 
~ku, k là hệ số tỉ lệ. Gọi m là khối lượng của 


359 


chất điểm, 
a = kịm. 


ta có mu'= bu hay với 


Uˆ` = ~au (1) 
Giả sử chất điểm chuyển động đưới tác 
dụng của lực đàn hồi. Theo định luật Húc, 
khi ta biến dạng một vật, thì lực đàn hồi 
sinh ra tỉ lệ thuận với độ lệch của vật so với 
vị trí cân bằng (điều đó đúng với những biến 
dạng nhỏ). Nếu + là độ lệch của chất điểm 
so với vị trí cân bằng thì lực đàn hồi bằng 
-kx, trong đó % là hệ số đàn hổi. Vậy 
m+°” = —kx hay với œ2 = kÌm. 


+" = ~0^x @®) 

Nếu chất điểm chuyển động dưới tác 

dụng của lực đàn hồi và của ngoại lực f0), 
ta có m+x'" = —kx + ƒ() hay với œ2 = kịm. 


+” +'ïx= = f@) (3) 


Các phương trình (1), (2), (3) chứa hàm 
phải tìm là ø() hoặc z() và các đạo hàm của 
nó. Người ta gọi đó là các phương trình uí 
phân. Giải một phương trình vi phân là tìm 
các nghiệm của nó, tức là các hàm sao cho khi 
thế chúng vào phương trình ấy thì ta được một 
đồng nhất thức. Giải các phương trình (1), (2), 
(3) ta sẽ biết được chất điểm chuyển động như 
thế nào trong từng trường hợp. 

Bây giờ ta giải phương trình (1). Th cần tìm 
một số u(/) sao cho đạo hàm của nó bằng ø(/) 
nhân với -z. Từ (0) đễ thấy rằng u() = e~“, 
Điều này đáng chú ý là mọi hàm có dạng 

0() = AeTet (4) 
trong đớ A là một hằng số tùy ý, đều là 
nghiệm của phương trình (1). Người ta gọi 
{4) là nghiệm tổng quớt của (1). Với mỗi giá 
trị xác định của A ta được một nghiệm xác 
định của phương trình (1), mà người ta gọi 
là nghiệm riêng của nó. Khi giải các bài toán 
thực tiễn, ta thường phải tìm một nghiệm 
riêng xác định của phương trÌnh. Muốn thế, 
ngoài phương trình (3), ta còn phải đặt thêm 
một điều kiện, chẳng hạn cho biết vận tốc 
u„ của chất điểm ở thời điểm ¿ = 0. 


0(0) = 0, (5) 


Điều kiện ấy gọi là điều hiện ban dầu. 
Thế nó vào (4), ta được Á = u„, vậy 


0) = 0uye~®: (6) 
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LŨ 


Đó là nghiệm của phương trình (1) thỏa 
mãn điều kiện (5). Đồ thị của nớ là hình 1. 
Từ đổ thị ấy ta thấy rằng vận tốc của chuyển 
động giảm dần, nhưng không khi nào bằng 
không. Theo tính chất của hàm mũ với lũy 
thừa âm, nếu ta chia trục hoành bởi các 
điểm ¿¡, ‡„ía, .. cách nhau những khoảng 
bằng ở thì giá trị của 0 tại các điểm ấy là 
ĐỊ = UỆf4), 0y = U(É,), O0; = 0(/;),.., lập thành 
một cấp số nhân lùi. Hơn nữa, khoảng cách mà 
chất điểm đi được trong khoảng thời gian ¿, đến 


f;„¡ không lớn hơn u/,„; — f) =u,.ỗ. Do 
đó khoảng cách mà chất điểm đi được trong 
khoảng thời gian từ /¡ đến +œ không lớn hơn 


tổng của cấp số nhân lùi vô hạn » u,.Ö. Vậy 
¿=1 

dù chất điểm có chuyển động bao lâu, nó cũng 

không vượt quá một điểm xác định, trong khi 

nó không khi nào dừng lại. 

Chuyển sang phương trình (2). Te cần 
tìm hàm z() sao cho đạo hàm cấp hai của 
nó bằng z() nhân với -œˆ. Từ (0) ta thấy 
rằng các hàm coso¿ và sinø/ đều thỏa mãn 
phương trình đớ. Vậy nghiệm tổng quát của 
phương trình (2) là : 

xŒ) = Acosø£ + Bsinoi, Œ? 
trong đó A, B là các hàng số tùy ý. Muốn được 
một nghiệm riêng xác định, ta phải đặt ha 
điều kiện, chẳng hạn cho biết x(0) = x„ và 
0(0) = Đẹ; hai điều kiện ấy cho ta xác định A, Ð 
Th biết rằng nghiệm (7) có thể viết thành 

+) = Csin(œ + ø), (8) 
trong đó C=AT7+ B7, tgọ = AJB. Gông 
thức (8) chứng tỏ ràng trong trường hợp nây 
chất điểm sẽ dao động, vì hàm sin là tuẩr 
hoàn. Chu kÌ dao động là 2x/2 = 2zVmjk. 

Nhận xét hàng ngày cũng cho ta thấy 
rằng nếu khối lượng của vật đàn bồi càng 





lớn thì dao động càng chậm, còn nếu hệ số 
đàn hồi của vật càng lớn thì dao động càng 
nhanh. Nhưng chỉ sau khi giải phương trình 
(2) ta mới tìm được biểu thức chính xác của 
chu kì dao động. 

Bây giờ ta giải phương trình (3). Th xét 
một trường hợp đặc biệt nhưng quan trọng 
trong ứng dụng : ƒ() = Dsino £. Người ta 
thường gọi ƒ/Œ) là lực cưỡng bức. Đặt 
Đm = E, phương trình (8) trở thành 

+” + 0% = Esinui. (® 

Giả sử œ_ # œ. Dễ thấy rằng x() có đạng 

Gsinø £. Thật vậy, thế vào (9) ta có 


(Tøy + œ?)Gsinø,# = Esino,‡ 
= G=El(@2 — œ2) 


Và - xƒ) = Esimwo #/(œ2 — œ2) q0) 


Th lại biết rằng nếu thế hàm (8) vào vế 
trái của phương trình (9) ta được (0), vậy 
mọi hàm có dạng 


x()= Csìn(œt+ ø)+ Nsine #/(@2— œ„) (11) 


trong đó C, @ là những hằng số tùy ý, đều 
là nghiệm của (1 1). Đơ là nghiệm tổng quát của (11). 
Điều đáng chú ý là biên độ của đao động (10) 
càng lớn nếu œ„ càng gần øœ. Nếu œ= œ„ hiện 


tượng sẽ thế nào ? Phương trình (9) khi ấy 
viết thành, 
+” + œ2 = Esinel. q2) 
Các hàm +() = cosøý, x() = sino( đều 
không thỏa mãn phương trÌnh (12), vÌ chúng 
đều làm cho vế trái của (12) bằng không. Dễ 
thấy rằng hàm z() = #fcoso£ thỏa mãn 
phương trình (12). Thật vậy 
#*@) = Fcosu£ — Futsirvof 
+**Œ) = —2Fosinet — Fu2tcogat. 
Thế vào (12) ta được : 
—2F@sinot = Esinot = F' = —FJ20, 
Vậy 


E 
Zx() = — s— fcogoi. 


2 q18) 


Đồ thị của nó là hình 2. Th thấy rằng biên 
độ của đao động tÍ lệ với f, nên có thể lớn 
bao nhiêu tùy ý, miễn là ¿ khá lớn. Nghiệm 
tổng quát của (12) là 


xŒ) = Csin(œ‡ + ø) — 2. #eosot 





Hình 2 


Qua các ví dụ trên, ta thấy rằng phương 
trình ví phân là một công cụ tính toán khá 
quan trọng. Nhưng điều quan trọng hơn là 
nhờ giải phương trÌnh vi phân và phân tích 
kỉ nghiệm của nó, ta sẽ được những thông 
tin không những về mặt định lượng, mà cả 
về mặt định tính của các hiện tượng mà nó 
mô tá. 

Đối với các phương trình vi phân, ngoài 
việc giải chúng, một phương hướng nghiên 
cứu khá quan trọng khác là nghiên cửu các 
tính chất của nghiệm của chúng không 
thông qua việc giải chúng, chẳng hạn tìm 
đáng điệu của nghiệm của một phương trình 
vi phân mà không phải giải nó. Th xét một 
ví dụ, Khi giải các bài toán đối với phương 
trình vi phân nấy sinh từ các vấn đề thực 
tiễn, các hằng số chẳng hạn như điều kiện 
ban đầu đều được xác định do kết quả đo 
thực nghiệm, do đó không tránh khỏi mắc 
phải sai số. Nếu những biến thiên nhỏ của 
điều kiện ban đầu chỉ kéo theo những biến 
thiên nhỏ của nghiệm thì nghiệm ấy được 
gọi là ổn định, trong trường hợp trái lại 
nghiệm là không ổn định. LÍ thuyết ổn định 
là một lí thuyết khá quan trọng về mặt lí 
thuyết và có nhiều ứng dụng quan trọng 
trong thực tiễn, trong điều khiển học kÏ 
thuật. 


361 


Chương V - TOÁN HỌC VÀ ĐỜI SỐNG 


GIỚI HẠN CỦA PHẠAM VI NGHE ĐƯỢC 
MÁY BAY PHẢN LỰC SIÊU THANH 


Máy bay phản lực siêu thanh là loại máy 
bay chạy bằng động cơ phản lực với tốc độ 
lớn hơn tốc độ truyền của âm thanh. 

Giả sử có một máy bay phản lực siêu 
thanh dang bay ở độ cao với tốc độ u. Thử 
xem vào thời điểm cho trước, trong miền nào 
trên mặt đất, người ta đã và đang nghe tiếng 
máy bay phản lực ? l 

Giả thiết rằng mặt đất nằm dưới vùng 
trời của máy bay đang bay là một mặt phẳng 
và độ cao h, tốc độ ø là những đại lượng 
không đổi. 


Lấy gốc thời gian là 0. Ở mối thời điểm 
t, máy bay ở vào vị trí tương ứng với điểm 
chiếu thẳng đứng của nơ trên mặt đất. Điểm 
chiếu ấy cũng di chuyển theo tốc độ ø của 
máy bay và vạch nên 
đường thẳng / song -... *z 
song với đường bay EF4 


(giả thiết rằng máy 
Hình 1 





bay bay theo đường 
thẳng từ phải sang 
trái) (hình 1). 

Giả sử chúng ta cẩn biết vùng nghe được 
tiếng máy bay khi máy bay đang ở vào vị trí 
tương ứng với điểm chiếu 0 của nó trên mặt 
đất của đường thẳng ¿. Cách đó £ giây máy 
bay ở tại điểm B tương ứng với điểm chiếu 
Á của nó. Rõ ràng đoạn OA = u¿ và độ cao 
BA = ñ. 

Khi đi qua B máy bay phát ra tiếng động 
và từ đố nó được truyền theo mọi hướng. 
Tốc độ truyền của tiếng động là w. Như thế 
trong khoảng thời gian / giây sau khi rời 
điểm B, tiếng động được truyền ra mọi phía 
một khoảng cách là u¿. Nói cách khác, trong 
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TRẦN VĂN NHO 


thời gian ấy tiếng động truyền trong hình 
cầu tâm B bán kính z¿. Nếu bán kính của 
hình cầu lớn hơn độ cao của máy bay tức là 
u£ > h thì tiếng động đã truyền đến mặt đất 
và vùng nghe được tiếng động sẽ là tiết diện 
của hình cầu ấy và mặt đất. Tiết diện này 
là hình tròn KA có tâm A, bán kính bằng 
Âu??? — h2 (hình 2) : đớ là vùng nghe được 
tiếng động của máy bay phát ra cách đây £ 
giây (lúc nó ở B). 

Muốn cho một 
điểm M nào đó trên 
mặt phẳng thuộc 
vùng nghe được thì 
điều kiện cần và đủ 
là tìm được một vị trí 
B của máy bay để 
làm sao cho tiếng 
động phát ra từ đó kịp truyền đến điểm M 
tức là làm sao cho điểm M thuộc về một 
vòng tròn K, nơi trên. Nơi cách khác tập 
hợp những vòng tròn như thế ứng với tất cả 
các vị trí có thể được của máy bay làm thành 
toàn thể vùng nghe được. 

Vấn để trên phát biếu theo toán học như 
sau : cho nửa đường thẳng xuất phát từ Q 
và 3 số dương w, 0, h (trong đó w < 0). Giả 
sử ý là một số dương, A là một điểm bất kì 
của nửa đường thẳng ¡ sao cho đoạn OA 
bằng u¿. Gọi K„ là vòng tròn tâm A bán kính 
Ýu?? — h7. Tìm miền của mặt phẳng phủ 
bởi tất cả các vòng 





Hình 2 


tròn K, ứng với mọi : 
giá trị khác nhau 
của ¿, 2 + GÀ 
ự F3 
Xét hệ tọa độ góc : _XGỂ / 


O, trục hoành trùng 





với nửa đường thẳng !, trục tung thẳng góc 
với ï. Điểm A, theo trên, nằm trên ¿ và cách 
O một đoạn OA = ¿ý (hình 3). Muốn điểm 
M có tọa độ ~, y nằm trong vòng tròn K„ 


tâm A bán kính z2 — "#7 thì điều kiện cần 
và đủ là độ dài đoạn MA không vượt quá 
bán kính : 
MA2 < u2t2- hề 
tức là : 
(0t — z)?+y? < u? — h? q) 
hay : 

(02— 2‡2— 2uxt + (x?+ y2+ h2 < 0 (2) 

Bởi vỉ tất cả những hình tròn K, phủ vừa 
đúng toàn bộ miền nghe được nên điểm M 
nằm trong miền nghe được khi và chỉ khi 
tổn tại một số dương ¿ thỏa mãn bất đẳng 
thức (2). 

Muốn tÌm những điều kiện thỏa mãn bất 
đẳng thức (2) các bạn hãy chứng minh mệnh 
để sau đây : 

Cho tam thức bậc 2 a2 + b¿ + e trong đó 
các hệ số a và c đều dương. Để có một số dương 
£ thỏa mãn bất đẳng thức œ2 + b‡ +c < 0 
điều kiện cần và đủ là : 

1)°< 0. 

2) Biệt số của tam thức phải không âm 
tức là : 

A = ð2- 4ac >0 

Theo mệnh đề trên, muốn cho bất đẳng 
thức (2) được thỏa mãn với t > 0, điều kiện 
cẩn và đủ là : 

1) - 2ux < 0 

2) A' = (02)2 ~ (02 — w2)(x2 + y2 + h2) >0 
Điều kiện 1) cho ta : 


0x > 0 và vì u > Ô nên z > 0. 


Điều kiện 2) cho ta : 
u2x2 — (02 — u?)y? ~ (u2 ~ u?)h? > 0 hay : 











x2 „ 


————>—_—~ ® 
cẰ—h? h2 


Toàn thể các điểm có tọa độ z, y nghiệm 
đúng phương trình : 





Hình 4 
Như thế vùng nghe được tiếng máy bay 
phản lực là một miền nằm bên phải trục Ởy 
(điều kiện l) : x > 0) và giới hạn bởi một 
nhánh hypebol (đường hypebol vẽ liền nét ở 
hình 4). Khi cho y = 0 trong phương trình 


h 
trên ta có x = > Ýt? —u2, Vậy lúc máy bay 


đã đến trên đầu ta thì nơi gần ta nhất nghe 
được tiếng máy bay cách ta một khoảng bằng 


Mể Ýu2T— u2, Nói cách khác khi ta bất đầu 


lụ 

nghe được tiếng động thì máy bay đã cách 
h 

tạ ø2—? và nhánh hypebol nói trên 

chính là giới hạn của miền nghe được tiếng 

động. 
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NÓI CHUYỆN VỀ 
TOÁN HỌC VÀ CƠ HỌC 


Cơ học là môn học của Vật lí, còn được 
gọi là Vật lí cổ điển, vÌ trước thế kỈ thứ 20 
các hiện tượng thiên nhiên khác nhau đều 
giải thích bằng cơ học (hay cố gắng đưa về 
giải thích bằng cơ học). Ta xét môn Cơ học 
ở đây không phải là tình cờ, mà trước thế 
kỉ thứ 20 Cơ học chính là mảnh đất phát 
triển cho Toán học, ngay cả thế kỉ chúng ta 
đang sống nó cũng là một trong những mảnh 
đất chính. Vậy Cơ học là gì ? 

Cơ học là khoa học về dạng chuyển động 
đơn giản nhất của vật chất, tức chuyển động 
cơ học (chuyển động này là biểu hiện sự thay 
đổi theo thời gian khoảng cách giữa các vật 
trong không gian và về sự tác dụng lẫn nhau 
gắn liền với chuyển động đớ của các vật (hay 
của các phân tử chúng)). 


Bất kì ở đâu chung quanh ta, trong kĨ 
thuật, trong kỉ nghệ ta chỉ thấy các vật 
chuyển động và tác dụng lẫn nhau : nhà ở, 
đề đập, xe đạp, máy bay, ôtô, tên lửa, nước 
sông chảy, không khí chuyển động, con tàu 
vũ trụ, con quay, hòn bí v.v... nên người ta 
thường nơi : Cơ học là một trong những nền 
tảng khoa học chủ yếu của ki thuật. 

Để làm nhiệm vụ của mình Cơ học đã 
dùng Toán học làm công cụ chủ yếu như 
người thợ nguội dùng cưa, kìm, búa, đũa... 
Phương pháp mà cơ học dùng để khảo sát 
chuyển động và sự tác dụng lẫn nhau thì 
cũng như phương pháp của vật lí nói chung, 
có nghĩa là có ba bước : 

1) Phản ánh những quy luật của chuyển 
động và sự tác dụng lẫn nhau vào trong lĩnh 
vực trừu tượng các con số. 

2) Nhờ những phép toán thuần túy hình 
thức làm với các con số đó ta sẽ thu được 
những kết quả toán học nhất định. 

3) Những kết quả toán học đó lại đem trở 
về thế giới vật chất dùng để diễn giải các 
hiện tượng cơ học và từ đó rút ra những quy 
luật tổng quát để dự đoán trước được những 
hiện tượng cơ học, những diễn biến của 
chuyển động. 
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NGUYÊN TRƯỜNG 


Để thực hiện bước 1 người ta đơn giản 
hóa vật chuyển động thành những khái niệm 
trừu tượng. Ví dụ như muốn mô tà đường 
bay của viên đạn, của vệ tỉnh, máy bay, tên 
lửa... xem chúng bay nhanh chậm ra sao ta 
có thể xem mỗi cái như 1 điểm có khối lượng 
mà trong cơ học gọi là chốt điểm. Thế là ta 
đã làm xuất hiện trong cơ học một khái niệm 
trừu tượng có thể đối chiếu được với khái 
niệm điểm trong toán học và do đó đối chiếu 
được với số - khái niệm cơ bản của toán học 
để mô tả thiên nhiên -—. 


Cách đơn giản hóa như trên để phân tích 
nghiên cứu chuyển động cho dễ dùng hơn, 
chẳng qua là ta bỏ qua các khía cạnh khác 
của hiện tượng mà chỉ tập trung sự chú ý 
vào khía cạnh được coi là chủ yếu trong giai 
đoạn nào đó của công việc khảo sát thiên 
nhiên (ở trên, ta muốn khảo sát vị trÍ tốc 
độ, đường đi của viên đạn, vệ tỉnh, máy bay, 
tên lửa) phương pháp đó chính là phương 
pháp căn bản để đi dần đến chỗ hiểu được 
thế giới khách quan quanh ta. 

Trong giai đoạn nghiên cứu khác, chẳng 
hạn như ta muốn cho viên đạn khi bắn ra 
khỏi nòng súng thì đường bay phải vững 
vàng và khi đập vào đâu phải đập đầu đạn 
vào trước thì coi viên đạn như một điểm 
không được nữa rồi, mà phải coi nó như một 
vật có kích thước. Tương tự như thế, khi xét 
chuyển động của vệ tỉnh quanh trái đất, hay 
chuyển động của trái đất quanh mặt trời, ta 
có thể coi chúng như một điểm được, nhưng 
khi vệ tỉnh có người ngồi trong mà ta muốn 
xem chuyển động của vệ tỉnh ảnh hưởng đến 
người ra sao, hay khi muốn khảo sát chuyển 
động của quả đất quay quanh trục của nó 
thì coi nó như một điểm không được nữa 
phải coi chúng như những vật có kích thước. 
Thế là chúng ta đã làm xuất hiện trong cơ 
học một khái niệm trừu tượng mới, đó là bớ¿ 
thể rắn tức là vật lập thành bởi nhiều điểm 
và khoảng cách giữa các điểm không đổi. Vật 
thể rắn có thể đem đối chiếu với tập hợp các 





điểm trong toán học và từ đó cho ứng được 
với tập hợp các số. 

Trong thực tế, vật nào cũng biến dạng 
được (tức thay đổi được kích thước) nên 
trong giai đoạn nghiên cứu nào đó phải đưa 
vào khái niệm môi trường liên tục 0ù biến 
dạng dược ; vật chất ở môi trường này phân 
bố một cách rộng khắp, chố nào cũng có, như 
tập hợp của nhiều điểm mà khoảng cách 
giữa các điểm có thể thay đổi được. Chẳng 
hạn như ở thí dụ trên, muốn biết khi viên 
đạn đang bay sức cân của không khí làm nó 
méo mó như thế nào thì không thể coi viên 
đạn là vật rắn được nữa mà phải coi nó là 
vật biến dạng được. Đối với các ví dụ khác 
cũng tương tự như vậy. Nhờ khái niệm môi 
trường liên tục mà cơ học có thể xét được 
chuyển động của chất lỏng và chất khí (xét 
chuyển động các chất này là việc rất cần khi 
thiết kế và tính toán tàu thủy, tuốcbin, canô, 
tàu thủy có cánh, máy bay, tên lửa, vệ tỉnh, 
con tàu vũ trụ, để đập v.v..). ` 

Ba khái niệm trừu tượng trên (chất điểm, 
vật thể rấn và môi trường liên tục) là ba 
khái niệm cơ bản mà cơ học dùng để đem 
đối chiếu các hiện tượng cơ học với các số. 

Có những khái niệm cơ bản để đối chiếu 
với Toán học rồi, Cơ học không hạn chế và 
không thể hạn chế ở chỗ mô tả hiện tượng 
bàng lời nói được (tức mô tả định tính), Cơ 
học đem diễn đạt những quy luật diễn biến 
của các vật khác nhau (vật thể rắn, lỏng và 
khí) trong những điều kiện vật lí và hớa học 
khác nhau dưới dạng các hệ thức toán học 
biểu thị những định luật vật lí khởi đầu 
(chẳng hạn như dưới dạng hệ phương trình). 
Nếu bài toán toán học đặt ứng với bài toán 
cơ học một cách đúng đắn, ta có thể tin chắc 
rằng kết quả của lời giải bài toán đó xác 
định đúng trạng thái cơ học của vật. Ngoài 
kiến thức cơ học ra, muốn đặt được bài toán 
toán học đúng đắn cho phù hợp với hiện 
tượng cơ học cần phải có kiến thức toán học 
sâu sắc. 

Trong Cơ học, Toán học được sử dụng 
không những để giải trực tiếp bài toán hoặc 
để khảo sát vấn đề đã được diễn đạt dưới 
dạng toán học mà thôi, mà còn để phát hiện 
các quy luật cơ học và để kiểm tra lại sự 
đúng đán của việc đặt bài toán cơ học. Ví dụ 
khi một quả đạn cao xạ nổ trên không, người 


ta có thể dùng cơ học và toán học ước đoán 
trước được các mảnh sẽ văng đi các phía nào 
hoặc nhờ tính toán mà người ta biết được 
rằng khi con quay quay nhanh nó có khuynh 
hướng giữ hướng trục của chuyển động quay 
không cho thay đổi, do đó nếu ta đem giá đỡ 
của con quay quay nhanh gắn chặt vào tên 
lửa hay vào máy bay không người lái thì ta 
sẽ có căn cứ để đo độ sai lệch và hướng của 
vật bay, nhờ đó có số liệu để điều khiển Cuộc 
bay, hoặc nhờ quan sát phương trình toán 
học mô tả hiện tượng cơ học mà ta có thể 
giải thích tại sao con mèo bao giờ khi ngã 
cũng cho được bốn chân xuống trước (đó là 
nhờ nó ngoáy đuôi ; các con vật như khi, 
vượn... leo trèo, nhảy, bám cây giỏi không 
ngã nhờ có đuôi dài) v.v... Nếu bài toán cơ 
học đặt ra có chỗ sai thì nhờ lời giải toán 
học ta cũng có thể kiểm tra được, ví dụ ta 
có phương trÌnh toán học mô tà 2 quả cầu 
va vào nhau, ta thu được lời giải cho biết 
rằng sau khi va chúng văng đi hai phía trái 
ngược nhau, nhưng khi thí nghiệm ta thấy 
chúng sau khi va chạm chạy về một phía, sự 
khác nhau giữa kết quả thu được nhờ toán 
học và kết quả do kiểm tra bằng thí nghiệm 
chỉ ra bằng bài toán cơ học đặt ra có bỏ sớt 
cái gì đấy, thế là nhờ Toán học mà người 
nghiên cứu có thể kiểm tra lại cách đặt bài 
toán cơ học của mình. 

Bài toán cơ học có thể coi được đặt ra 
đúng khi lời giải của các phương trình (đặt 
ra để mô tả chuyển động của hệ cơ học) đưa 
đến những kết quả trùng với thí nghiệm. Do 
đó ta thấy bước ba trong công việc nghiên 
cứu bằng toán học rất cần. 

Tất cả những điều trình bày trên cho ta 
thấy Toán học cần cho Cơ học như thế nào, 
nên trong các trường đại học tổng hợp trên 
thế giới việc chuẩn bị kiến thức toán học cho 
người học cơ học và học toán không khác 
nhau mấy, 

Cơ học là một trong các ngành khoa học 
hiện đại, nó có gần 300 năm lịch sử. Vì nó 
gắn liền với kÍ thuật nên nó cùng phát triển 
với kỉ thuật. Đặc biệt ở nửa đầu thế kỈ vừa 
qua cơ học gắn liền với kĩ thuật hàng không, 
hơn chục năm qua nó gắn liền với kĩ thuật 
điều khiển tự động và tự động hớa, trong 
tương lai sau này cơ học sẽ có quan hệ mật 
thiết với kí thuật du hành vũ trụ. 
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Viết bài này tôi muốn giới thiệu với các 
bạn trẻ yêu toán trào lưu toán học hớa đang 
nở rộ trong khoa học, đồng thời nêu ra cho 
các bạn trẻ yêu toán thấy một ngành khoa 
học - môn Cơ học - có thể sử dụng được 
năng khiếu về Toán học của mình, vì toán 
học, như trên đã thấy, là một trong những 
công cụ căn bản của cơ học. Nếu bạn nào 
chỉ thích toán thôi, bạn đó sẽ tìm thấy những 
khả năng vô tận trong các lĩnh vực lí thuyết 
của Cơ học. Bạn nào yêu toán mà có thích 


thú nghiên cứu về Vật lí thì Cơ học cũng 
làm toại nguyện bạn vì nó là một bộ phận 
của Vật lí. Nếu bạn lại thích làm việc nghiên 
cứu trong phòng thí nghiệm thÌ bạn sẽ có 
chỗ sử dụng tài năng của mình trong những 
nghiên cứu dùng những phòng thí nghiệm 
lớn, phức tạp mà trong Cơ học ngày càng 
nhiều. Cuối cùng, nếu ngoài năng khiếu về 
Tbán và Vật lí bạn lại có thích thú công việc 
của kí sư nữa thì bạn đó thật đủ tiêu chuẩn 
để trở thành chuyên gia vồ Cơ học. 


MỘT ÚNG DỤNG 
CỦA HÌNH HỌC VÀ LƯỢNG GIÁC 


Trong bài này chúng tôi dẫn ra một ứng 
dụng của hình học và lượng giác sơ cấp để 
xác định nhanh và chính xác phần tử bắn 
với một vài tham số không đầy đủ ban đầu. 

1. Phần tử bắn 


Để xác định vị trí của máy bay, người ta 
cần ba tham số : góc phương uị kí hiệu là ổ, 
góc tờ kÍ hiệu là £, và độ cœo h của nó. Muốn 
định nghĩa các tham số đớ, ta xét hình vẽ 
8nu : 

Trên hÌnh 1 : Điểm M dùng để kí hiệu vị 
trí máy bay ; điểm A dùng để kí hiệu vị trí 
đài quan sát ; vec tơ AB dùng để chỉ hướng 
bác, Zï là hình chiếu vuông góc điểm Äƒ xuống 
mặt phẳng nằm ngang P chứa điểm A 
(thường được xem là mặt tiất). Khi đó 


“” 





Hình 1 
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HÀ CHÂU 


- Góc Ø tạo bởi hai vée tơ AŠ và AÏ theo 
chiều kím đồng hồ được gọi là góc phương vị. 

~ Góc € tạo bởi AM với AH được gọi là 
góc tà. 

- Khoảng cách HM chính là độ cao h của 
máy bay. 

Rõ ràng vị trí máy bay (điểm M) hoàn 
toàn được xác định nếu biết bộ ba (6, z, &). 
Bộ ba đó được gọi là phần tử bón. Cần nói 
thêm nếu kí hiệu khoảng cách AM là ở, 
khoảng cách AH là ở' thì các bộ ba (Ø, £, đ) 
và (, £, đ°) đôi khi cũng được gọi là phần 
tử bán, vì ba bộ ba này tương đương nhau : 
từ một bộ ba ta suy ra các bộ ba còn lại 
không khó. 

2. Bài toán thực tế để xác định phần 
tử bắn 


Trong thực tế, bằng đài quan sát, (do 
nhiễu) người ta chỉ có thể xác định được 2 
tham số ổ và £, còn tham số độ cao h không 
thể nào xác định được. Như vậy chỉ mới xác 
định được hướng AM, còn điểm M ở đâu trên 
hướng đớ thì hoàn toàn chưa biết. 


Vấn đề đặt ra ở đây là trên cơ sở các tham 
số £ và ổ ; hãy xác định tham số h một cách 
nhanh nhất. 

Đớ là bài toán thực tế để xác định phần 
tử bấn rất được quan tâm. Sau đây là một 


cách giải quyết mà chắc nhiều bạn cũng nghĩ 
được như vậy. 


3. Phương pháp giao hội để xác dịnh h 

Ngoài đài quan sát A, ta dùng thêm một 
đài quan sát D khác. Gọi đ,, £, là phương 
vị và tà của đài A xác định được ; tương tự 
goi Ổry £p; là phương vị và tà của đài D xác 
định được. 

Chúng ta xây dựng hình 2 bằng phương pháp 

u : Căn cứ vào các tham số Ö. = B,AH, 

£_ = MAH ta dựng góc MAH (chú ý các 
điểm M và H là chưa xác định được). Căn 
cứ vào những tham sỐỔ__= B;,DH,£p = MDH 
ta dựng được góc MDH. Di nhiên vì cả 2 
đài A và D cùng quan sát 1 mục tiêu M nên 
2 góc vừa dựng cắt nhau theo giao tuyến 
MH, trong đó M là vị trí máy bay, còn ?ï là 
hình chiếu của ƒ lên mặt phẳng P (được 
xem là mặt đất) chứa 2 điểm A, D. Từ đây 
ta nhận được tứ diện MHAD trong đó Mĩ là 
đường cao của nớ và cũng là tham số chiều 
cao của máy bay đang cẩn được xác định. 


# 





Hình 2 
Bây giờ chắc nhiều bạn đã xác định được 
h. Th xem hai hưZ+zg bác (từ A và D) là song 
song với nhau ; đấy cũng là điều phù hợp ; 
gọi r là khoảng cách DA, ta xác định được r 
vì 2 đài A, D là hoàn toàn xác định. Khi đơ, 
trên hình 2 : 


HAD kí hiệu là œ = ø = ñ,Ab ~ n. 


TIDẦ kí hiệu là  = ổ = ñ,ĐA + ñp- 

AHĐ kí hiệu là y = y = Lỗ Diện: 

Kẻ AI 1L DH 

Dễ thấy A7 = r sinØ 

AH = Alisiny = r sinổ/siny 

h = HM = AHtgc, = r(sinfÐisiny)tgr. 

Tóm lại h = r tg£„ sin8/sinyŒ) 

Công thức(*°) cho ta biểu thức tính tham 
số b. Phải chăng đến đây bài toán đặt ra 


trong mục 2 đã được giải quyết ? các bạn 
chớ vội thỏa mãn, đó là thới quen không hay. 
Công thức °) tính được », đớ là điều đi nhiên, 
song liệu nó có cho được đáp số một cách 
nhanh chóng không ? Chắc chắn là không, 
dù có dùng đến máy tính điện tử. Cũng cẩn 
lưu ý thêm rằng công thứcC) chị mới xây 
dựng cho một trường hợp riêng (hình 2), các 
trường hợp còn lại chưa được xây dựng. 

Như vậy đến đây (mà thực ra là ngay từ 
đầu mục 3 này) ta đã xác định được ». Một 
vấn đề còn lại nữa là làm sao để xác định 
giá trị của nó cực nhanh ? Chúng ta chuyển 
sang vấn đề này. 

4. Phương pháp đồng dạng để xác 
định giá trị h. 

a) DĨ nhiên tứ diện MHAD đồng dạng với 
tứ diện xảy ra trong thực tế. Th gọi hệ số 
đồng dạng là š. Khi đó r>š là khoảng cách 
thực sự của ÁD và h* là độ cao thực sự của 
máy bay. Có thể nghỉ rằng thiết kế một mô 
hình cơ khí sao cho với các tham số ỔẠ» ÊA› 
Ổụ; Ep ta có thể đựng được ngay một tứ diện 
MHAD, hệ số đồng dạng & với tử điện xẩy 
ra trong thực tế. Sau đó đo Ö, và hÈ là giá 
trị phải tỉm. Nhưng một mô hình cơ khí như 
vậy chúng ta cũng chưa thỏa mãn. 

b) Hãy "trải" tứ diện AHAD ra trên mặt 
phẳng P, bằng cách xẻ đọc theo đường cao 
MH, ta được hình 8. 

Trên hình 3 tất nhiên các tam giác M ¡1A 
và M,HD là những tam giác vuông tại 1. 

M†ï = M,H = h. 

Hình 3 là hình phẳng, vÌ vậy không cẩn 
mô hình cơ khí chúng ta cũng có thể thực 
hiện dựng hình đơn giản để xác định 5. 

1) Nhờ ổ,, Øổp ta dựng được tam giác 
HAD, do đó mà xác định được điểm 1ï, các 
cạnh AH, DH. 

2) Nhờ e, ta xác định được tam giác 
vuông M,AH vuông tại H do đó mà tìm được 
độ dài h. 

3) Căn cứ hệ số đồng dạng # (chọn tùy 
ý) ta tìm được độ cao thực tế của máy bay 
là hà. 


Chú ý thêm là phép dựng trên chỉ có thể 
đạt tới tốc độ thỏa mãn nếu các góc ổ,sổp,EA 
xác định được nhanh và hệ số đồng dạng š 
chọn thích hợp : không quá bé để việc đo Ít 
bị sai số, và tích ## dễ tính. Và chăng đến 
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Hình 3 
đây công việc của người làm toán đã xong, 
nhưng với ý nghĩa của bài toán, điều nơi 
thêm sau đây cũng không kém thú vị. 





Hình 4 


Tại mỗi điểm A và D ta vẽ 2 vòng tròn 
đồng tâm. Việc định số đo gớc trên các vòng 
tròn này là xuất phát từ hướng bắc và cùng 
chiều quay kim đồng hồ ; với quy ước vòng 
tròn trong dùng để đo tà, vòng tròn ngoài 
dùng để đo phương vị (xem hình 4). 


Để tÌm h ta thực hiện các phép dựng như 
đã nới trên đây mà có thể mô tả đơn giản 
lại ở hình 5. 





“ 


Hình 5 

Chúng tôi tạm dừng tại đây. Chác chắn 
còn nhiều điều thú vị chưa đề cập tới, ví dụ 
xác định độ cao ñ để làm gÌ ? có người nghỉ 
rằng mục tiêu nằm trên hướng AM (hình I1, 
chú ý là M chưa xác định được) chỉ cẩn điều 
khiển quả đạn đi theo hướng đó, nghỉa là 
sao cho đài quan sát À, quả đạn và mục tiêu 
nằm trên một đường thẳng (phương pháp 
điều khiển đó được gọi là phương pháp 3 
điểm). Như vậy không cần xác định h vấn 
có thể điều khiển quả đạn đến mục tiêu ! 
nghĩ như vậy có được không ? mời các bạn 
trả lời. 


'ĐƯỜNG ĐI NÀO LÀ NHANH NHẤT ? 


Trong các số báo trước, các bạn đã biết 
toán học có thể vận dụng trong việc phân 
phối và vận chuyển hàng hớa để tiết kiệm 
chỉ phí chuyên chở. Tuy nhiên, trong thực tế 
không phải lúc nào cũng chỉ yêu cầu vận 
chuyển rẻ nhất. Có những thứ bàng như : 
hoa quả, rau tươi, thịt cá, v.v... cẩn phải 
được vận chuyển nhanh chóng đến các nơi 
tiêu thụ, lúc đó yêu cầu lại chính là vận 
chuyển thế nào cho nhanh nhất. Yêu cầu vận 
chuyển nhanh còn là chủ yếu trong nhiều 
việc như : tiếp tế lương thực, vũ khí, đạn 
dược, chuyển quân, v.v... nhất là trong giai 
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'TRẦN VŨ THIỆU 


đoạn hiện nay cả nước ta đang tiến hành 
cuộc kháng chiến chống Mi cứu nước thÌ vấn 
đề đớ lại càng quan trọng và có ý nghĩa, 

Chẳng hạn, xét mạng lưới giao thông như 
ở hình vẽ dưới đây : các số ghi bên cạnh mỗi 
đoạn đường là thời gian cẩn thiết để đi trên 
đoạn đường ấy (thời gian đi từ A tới Ø8 tốn 
6 giờ, từ A đến C tốn 3 giờ, v.v...). Th cần 
vận chuyển hàng từ địa điểm A tới địa điểm 
N. Nên đi theo những đoạn đường nào thì 
sẽ nhanh nhất ? 

Có bạn nghĩ rằng vấn đề chẳng có gì khó, 
chỉ việc tìm ra tất cả các đường đi có thể từ 








A tới N, tồi so sánh thời gian đi trên các 
đường ấy với nhau là cớ ngay đường đi 
nhanh nhất. Nhưng cách đó chỉ có thể dùng 
cho những mạng lưới giao thông đơn giản ; 
còn với những mạng lưới phức tạp, nhiều 
đường đi lối lại thì liệu cách đó có còn thiết 
thực không ? Bạn làm sao tÌm được tất cả 
các đường đi mà không nhầm lẫn ? Và nếu 
có tìm được thì sẽ mất bao nhiêu thời giờ, 
bao nhiêu công phu ? 

Phương pháp sau đây sẽ giúp giải quyết 
vấn đề đó một cách rất đơn giản và có thể 
áp dụng cho cả những mạng lưới có hàng 
nghìn đường đi khác nhau mà vẫn cho kết 
quả khá nhanh chóng : Ta hãy gọi các ngã 
ba, ngã tư, v.v... là những "nút" và gán cho 
mỗi nút một số gọi là "thế vị" như sau : ta 
cho thế vị của A bằng OÓ ; sau đó gán cho 
mỗi nút kề A (tức là 8 hoặc C) một thế vị 
bằng thời gian đi trên đoạn đường từ A tới 
nút ấy : thế vị của B bằng 6, của C bằng 3 ; 
rồi cho mỗi nút kế (mà chưa cớ thế vị) 
một thế vị bàng thế vị của B cộng với thời 
gian đi trên đoạn đường từ Ö tới nút ấy : 
thế vị của Ð là 6 + 3 = 9, của E là 6 +4 = 
10 ; v.v... và cứ theo cách đó tiếp tục ; chẳng 
hạn, # kể ? nên thế vị của * bằng 9 + 5 = 
14 ; v.v... Nói chung, một nút chưa có thế 
vị mà kề một nút đã có thế vị rồi thì được 
gần cho một thế vị bằng thế vị của nút này 
cộng thêm thời gian đi trên đoạn đường từ 
nút này tới nút nơi trên. Làm như vậy cho 
tới khi mọi nút đều cớ thế vị. Sau đó điều 
chỉnh các thế vị theo quy tắc : nếu hiệu số 
các thế vị của hai nút kể nhau (ví dụ F và 
E) lớn hơn thời gian đi trên đoạn đường nối 
hai nút ấy (14 - 10 > 2) thì ta bớt thế vị 
lớn để cho hiệu số nói trên vừa đúng bằng 
thời gian này (ở đây ta bớt 14 còn 12 để có 
12 - 10 = 2). Chừng nào còn điều chỉnh được 


24-TCTH 


thì cứ điều chỉnh, cho tới khi nào không điều 
chỉnh được nữa thì thế vị của mỗi nút chính 
là thời gian ngắn nhất để đi từ A tới nút 
ấy , nói riêng thế vị của nút N sẽ là thời 
gian ngắn nhất để đi từ A tới N. Lúc đớ trên 
mạng lưới sẽ có một đường đi từ A tới N mà 
thời gian đi trên mọi đoạn của nớ đều bằng 
hiệu số các thế vị ở hai đầu (đường nét đậm 
trên hỉnh vẽ) : đó chính là đường đi nhanh 
nhất từ A tới N. 

Có lẽ bạn sẽ ngạc nhiên : tại sao có thể 
khẳng định đó là đường đi nhanh nhất ? LÍ 
do rất đơn giản bạn ạ ! Để tiện việc lí luận 
ta hãy gọi các nút của mạng lưới là đị, đ., 
-„ Œ_ (VỚI ơi = Á,aø„ = N) và thế vị (sau 
khi điều chỉnh xong) của các nút ø, là 0, ; 
nếu có đường nối hai nút g,, a, với nhau thì 
ta gọi ¿ (aza,) là thời gian đi trên đoạn đường 
ấy. Giả sử đường nét đậm (từ “ tới đ„) qua 
các nút a; = kì k TUANế Sỹ = g„, đường này 
có tính chất như sau : 


Đ, = Dị = t@,„ #¡) 


Từ đó, ta tính được thời gian đi trên đoạn 
đường nét đậm này là : 


‡(œ,,d,) + t(œ,,a, ) +... + ta, „Œ) = 
\ ty 3.13 p1 
=U, ~U, =Uy —Uị¡ =Uạ =0, (= thế vị 
p 1 
của đỉnh an = M) (1) 
Mặt khác, nếu cố một đường đi bất kì từ nh 


tới øn qua các nút ø; = 8, 8, tuc” =a„, thì 


theo cách xác định các thế vị Đ› ta có : 


Đụ TU < đê › 4; ) 
VÃ — Mã < Í(G,„ 4) 
U. —U. 


TAY KỆ: sS “ %/) 
Từ đó, ta tính được thời gian đi trên đoạn 
đường bất kì này là : 
l@, 8; ) + t@,„ %,) +..+ Hy, 2, ) > 
Đụ, — Uy mg — Uy = 0y T—Ú=n (= thế vị của 
đỉnh ø„ =N (2) 


So sánh (1) và (2) có thể kết luận rằng 
đường nét đậm (có tính chất đã nêu) chính 
là đường đi nhanh nhất từ A tới N ! 
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Chú thích : (của Hoàng Tụy) Bài toán 
này nội dung rất đơn giản và thiết thực, 
nhưng chỉ mới được phát biện và giải quyết 
cách đây chưa đẩy 10 năm ! Đó cũng là 
thêm một bằng chứng để nơi rằng toán học 
không phải là một khoa học đã hoàn chỉnh 
rồi, ở đó khó có phát minh gÌ mới nữa, mà 
trái lại toán học hiện nay - và có lẽ mãi 
mãi sau này - vẫn luôn luôn phát hiện ra 
nhiều vấn đề mới mẻ, có khi rất đơn giản 
và thiết thực như vấn để trên đây. Cũng 
cần nói thêm một khía cạnh khác : Già sử 
bạn cần truyền một tin tức bí mật từ một 
đơn vị A tới một đơn vị N. Tin tức truyền 
đi phải qua một mạng lưới thông tin liên 
lạc gồm nhiều khâu : ở mỗi khấu đều có 


một phần nguy cơ tin tức bị lộ, và nguy cơ 
đó ở mỗi khâu có thể khác nhau, cho nên 
tùy theo cách chọn đường truyền tin mà tin 
tức được bảo đâm an toàn nhiều hay Ít ; 
Thế thì bạn làm sao chọn được đường truyền 
tin an toàn nhất để tin tức có thể truyền 
đến nơi đến chốn mà không bị lộ ? Bài toán 
này cũng có ý nghỉa rất thiết thực, và điều 
đáng chú ý hơn là về nội dung toán học cố 
thể chứng minh rằng nó hoàn toàn trùng 
với bài toán tìm đường đi nhanh nhất ở trên, 
và do đó có thể giải bằng phương pháp đã 
trình bày ! Cái kỉ điệu của sự khái quát toán 
học chính là ở chỗ đó : bằng một công cụ 
mà giải quyết được hàng loạt vấn để có khi 
tưởng rất xa nhau Ï 


CÁI NGẪU NHIÊN 
CŨNG CẦN TÍNH TOÁN 


Trong đời sống, hễ nơi tới ngẫu nhiên thì 
hình như có nghĩa : Không có quy luật gì. 
Ấy thế mà các nhà toán học từ mấy trăm 
năm nay vẫn tính toán được với cái ngẫu 
nhiên và tìm ra các quy luật của nó để xây 
dựng nên cả một khoa học phong phú gọi là 
lÍ thuyết xác suất), 


Thật ra thì không phải chỉ có những nhà 
toán học mới tính toán với cái ngẫu nhiên. 
Bạn thử tưởng tượng rằng cả tổ của bạn 
được phân phối một vé văn công và anh em 
trong tổ quyết định rút thăm để chọn người 
được nhận vé ấy : mỗi người bỏ vào mũ một 
thăm sau đó rút may rủi trúng thăm của ai 
thì người ấy được vé. Nếu bây giờ có người 
tự đề nghị mình được bỏ vào mũ hai thăm, 
thì anh em khác sẽ nghĩ như thế nào ? Rõ 
ràng ai cũng nghỉ rằng anh bạn ấy chủ quan 
vì tuy việc rút trúng thăm là ngẫu nhiên, và 
không chắc đâu anh bạn có hai thăm số 
trúng, nhưng anh được ưu đãi hơn người 
khác vì có gấp đôi phần chắc (xác suất) được 
vé hơn người khác. Như thế tức là trong 
chừng mực nhất định mọi người đã biết so 


370 


HOÀNG TỤY 


sánh, đánh giá các xác suất, và nếu là việc 
tốt thì ai cũng biết rằng xác suất càng lớn 
càng có lợi cho đương sự. Biết tính toán cái 
ngẫu nhiên là một việc rất có Ích trong đời sống, 
trong các hoạt động sản xuất và chiến đấu. 

Nơi nôm na thì xác suất của một sự kiện 
là một số (giữa 0 và 1) để đánh giá khả năng 
sự kiện ấy xảy ra là nhiều hay Ít. Chẳng hạn 
bảo rằng một đồng chí tự vệ bắn súng với 
xác suất trúng đích 0,8, tức là : trung bỉnh 
cứ bắn 10 phát thì trúng 8 phát, cho nên khi 
bán một phát thì "10 phần, chắc trúng 8”. 
Xác suất càng sát 1 (tức 10/10) thì sự kiện 
càng có nhiều phần chắc xây ra. 

Có những xác suất rất dễ xác định : vi 
dụ, rút thăm giữa ð người thì xác suất rút 
trúng thăm của mỗi người là L/ð. Nhiều xác 
suất khác dựa trên cơ sở thống kê một số 
lớn trường hợp : chẳng hạn theo số liệu điều 
tra hàng trăm năm trong nhiều nước, người 
ta nhận thấy tỉ lệ số con trai mới đẻ so với 


(1). Xem bài "Khái niệm xác suất" của bạn Trần 
Vinh Hiển. 


tổng số trẻ con mới đẻ bao giờ cũng vào 
khoảng 0,ð16, cho nên xác suất đẻ con trai 
là 0,516 (lớn hơn xác suất đẻ con gái ! — 
"trọng nam khinh nữ" thật quả là không 
đúng). Có những xác suất phải trải qua suy 
luận tỉnh vi mới tính được : chẳng hạn nếu 
bạn kẻ trên mặt bàn những đường thẳng 
song song cách đều nhau ø em và lấy một 
chiếc que nhỏ, dài 5 cm tung lên thì có thể 
chứng minh rằng xác suất để chiếc que rơi 


đè lên một đường đã kẻ là = (thành thử nếu 


bạn tung rất nhiều lần và lấy số lần que đè 
lên một đường thẳng chia cho tổng số lần 
tung thÌ nơi chung bạn sẽ được một số sấp 


1 
xỉ zT đó là một cách tính số z rất độc đáo 
vậy Ù. Ngoài ra nhiệm vụ của người khoa 
học chính là từ những xác suất hiển nhiên 
hoặc đã biết mà suy ra những xác suất khác 
mình cẩn dùng đến. 

Sau đây là một ví dụ để chứng tỏ rằng 
biết tính toán cái ngẫu nhiên rất có lợi trong 
thực tế. 


Giả sử trong một trận đánh ta cần diệt 
m mục tiêu (chẳng hạn zm máy bay địch), 
quan trọng ngang nhau. Để diệt các mục 
tiêu đó ta có ø phương tiện (chẳng hạn ø 
súng hoặc pháo), mối phương tiện chỉ có thể 
cùng một lúc diệt được một mục tiêu, và xác 
suất điệt được mục tiêu là như nhau đối với 
mọi phương tiện. Th nên phân công bao nhiêu 
phương tiện phụ trách từng mục tiêu, để có 
hi vọng diệt được nhiều mục tiêu nhất ? 

Trừ trường hợp đơn giản mỗi phương tiện 
chắc chắn diệt ngay được mục tiêu mà nó 
phụ trách, còn thì ta đứng trước mâu thuẫn : 
nếu dồn nhiều phương tiện vào một mục tiêu 
thì sẽ tăng phần chắc diệt được mục tiêu 
này, nhưng lại không diệt được những mục 
tiêu khác, còn nếu phân tán các phương tiện 
để phụ trách được nhiều mục tiêu thì khả 
năng diệt từng mục tiêu sẽ giảm. Giải quyết 
mâu thuẫn đó như thế nào chính là nội dung 
của vấn đề đặt ra. 


Trước hết hãy xét trường hợp đơn giản 
m =n = 2 (có 2 phương tiện để diệt 2 mục 
tiêu) và giả sử xác suất để mỗi phương tiện 


diệt một mục tiêu là p = 3 Cơ hai cách phân 
công khác nhau : 


Cách 1 : Phân công đều cho mỗi phương 
tiện phụ trách một mục tiêu. Khi ấy, vì xác 


1 
suất p = ø nới lên tỉ lệ số mục tiêu diệt 
được, mà cả thây có 2 mục tiêu, nên trung 
bình sẽ diệt được 2 x § = Ì mục tiêu. 


Cách 2 : Dồn cả hai phương tiện vào một 
mục tiêu thôi. Khi ấy xác suất diệt được mục 
tiêu này là 0,7ð : thật vậy, trong 100 phần 


thì chắc 100 x š = õ0 phần nóớ bị điệt bởi 
phương tiện thứ nhất, và trong ð0 phần còn 
lại thì chấc 50 x § = 25 phần nớ bị diệt bởi 


phương tiện thứ hai, tức là tất cả 100 phần 
thì chắc 75 phần nó bị diệt, Còn mục tiêu 
thứ hai thì chắc chắn thoát. Vậy tổng cộng 
sẽ diệt được trung bình 0,75 mục tiêu. 

So sánh hai cách ta thấy rằng cách thứ 
nhất tốt hơn. Vậy cách phân công đều là 
cách tốt nhất. 


Bây giờ ta xét trường hợp tổng quát (m 
mục tiêu, n phương tiện). Gọi r và s là số 
thương và số dự trong phép chia ø cho m, 
tức làn = m x r+ s(0 < s < m - 1). Cách 
phân công đều nhất đi nhiên là : giao mối 
mục tiêu cho r phương tiện, còn thừa lại s 
phương tiện thì phân phối thêm vào s mục 
tiêu nào đó cũng được (mỗi mục tiêu thêm 
một phương tiện). 

Có thể chứng minh rằng đó cũng là cách 
phân công tốt nhất. Thật vậy, nếu phân công 
theo cách khác thì ất phải có hai mục tiêu 
A và B mà số phương tiện tập trung vào Á 
nhiều hơn số phương tiện tập trung vào B8 
Ít nhất là 2 (chẳng hạn : A là mục tiêu bị 
dồn nhiều mục tiêu nhất, B là mục tiêu bị 
dồn Ít phương tiện nhất). Ta hãy rút bớt 1 
trong 2 phương tiện này đưa sang phụ trách 
B: như thế tức là 2 phương tiện này trước 
kia tập trung vào 4A thì nay một cái nhằm 
A. một cái nhằm B. Theo lập luận trong 
trường hợp riêng m = ø = 2 ở trên thì phân 
phối lại như vậy làm tăng số mục tiêu hi 
vọng diệt được. Vậy bất cứ cách phân công 
nào khác cách phân công đều cũng còn có 
thể sửa lại để tăng thêm số mục tiêu hi vọng 
diệt được. Cho nên cách phân công đều là 
cách tốt nhất. 


Thật ra, còn một cách bố trí khác nữa là : 
không phân công cụ thể, mà cứ để mặc cho 
mỗi phương tiện chọn lấy ngẫu nhiên một 
mục tiêu để bấn. Cách bố trí này thực chất 
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không khác gì là chọn ngẫu nhiên một trong 

các cách phân công khác nhau có thể cớ. Giả 

sử có tất cả N cách phân công khác nhau và 

số mục tiêu hi vọng diệt được theo cách thứ 

¿ là a, Khi đó số mục tiêu trung bình có thể 

diệt được theo cách bố trí ngẫu nhiên là 
“ + đ; +..+ữư 


b= N , nhưng theo trên mỗi 


số ø, đều không quá số mục tiêu hi vọng điệt 


được theo cách phân công đều, cho nên ở cũng 
không thể vượt quá số này ; hơn nữa vì có 
những số ø, nhỏ hơn số này ; nên cũng phải 


nhỏ hơn số này. Thành thử cách bố trí ngẫu 
nhiên kém hơn cách phân công đều. 


Chẳng hạn nếu có 5 người bắn giỏi ngang 
nhau mà gặp 3 máy bay thì tốt nhất là nên 
bố trí : 2, 2, 1 tức là 2 người bắn máy bay 
thứ nhất, 2 người nữa bắn máy bay thứ hai 
và người sau cùng bán máy bay thứ ba. Nếu 
xác suất bán trúng của mỗi người là 0,1 
chẳng hạn thì cách bố trí đó có hỉ vọng trúng 
0,48 chiếc : trong khi đó cách bố trí ngẫu 
nhiên chỉ hi vọng trúng 0,45 chiếc, còn nếu 
đồn cả 5 người vào 1 chiếc thì chỉ hi vọng 
trúng 0,41 chiếc. 

Trong thực tế, xác suất bấn trúng của 
mỗi người có thể khác nhau. Khi ấy cách tốt 
nhất là chia nhóm, mỗi nhớm phụ trách một 
mục tiêu, sao cho tổng số xác suất bắn trúng 
trong các nhóm tương đối đều nhau. 


CON ONG GIỎI TOÁN 


Ai cũng biết rằng ong là loài vật có tổ 
chức rất cao, biết hợp quần, biết trọng nghĩa 
"vua, tôi", biết cần kiệm. Trong cuộc kháng 
chiến chống đế quốc Mĩ ở miền Nam vừa rồi, 
ong cũng đã trở thành những chiến sĩ diệt 
MI rất dũng cảm. Ong mật còn biết đổi 
những chất ở hoa ra mật và sáp ; ngoài ra 
ong còn là một ki sư hóa học tỉnh xảo, nhà 
kiến trúc thông minh và một bậc toán học 
biệt tài. 

Quan sát tổ sáp ong, ta thấy hai mặt vô 
số lỗ hình 6 góc nằm kề cạnh nhau và đều 
ngăn ngát. Những lỗ ấy đáy ở giữa. Mỗi 
miếng tổ sáp gồm có 2 lớp ống hình 6 mặt, 
đáy chung ở giữa, xem cho kĩ thì thấy cửa 
ra 2 mặt không đối nhau và đáy không 
phẳng. 

Mỗi ống hình lăng trụ lục giác, thiết diện 
thẳng là lục giác đều. Mặt ngoài phẳng : đó 
là cửa ra vào. Mặt trong gồm có 3 hình thoi 
ghép với nhau thành ra đáy nhọn và 6 mặt 
bên thành hình thang vuông góc. 


Đỉnh đáy ống trên không tiếp với đỉnh 
đáy lớp dưới, cho nên đáy của 2 lớp tuy là 
chung nhưng 3 hình thoi của một ống lớp 
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NGUYÊN BÁ CHU 
(Vính Phúc) 


trên lại ăn vào đáy của 3 ống khác nhau ở 
lớp dưới (Hình 1). 

Mỗi cạnh 
hình lục giác ở 
mặt ngoài đo 
được 2,7mm 
các góc của 
hình thoi đáy 
đo được 
109928' và 
70982". 

Ong ở nơi 
nào cũng làm 
như vậy, kích 
thước không 
đổi (vì vậy 
ngày trước có 
ý kiến cho 
rằng nên lấy 
tổ ong mà làm căn cứ để định ra đơn vị 
đài !). 

Tại sao ong lại có tổ dạng ấy, kích thước ấy ? 

Mỗi ống là một phòng riêng trước để 
đựng mật sau để ong non nở ra và sinh 
trưởng ở đó. Vấn đề đặt ra cho kiến trúc ong 





Hình 1 


là : làm sao cho dùng khỏi p⁄í chỗ, tốn ít 
vật liệu : sớp ? 

Ta hãy xét từng phần sau đây : 

1. Miệng lố 

Thoạt tiên, ta tưởng mình ong "tròn" thì 
nó sẽ làm ống tròn cho khỏi phí chỗ vì tất 
cả những hình trụ (có góc hay không) cớ 
cùng một thể tích thì hình trụ tròn xoay có 
diện tích xung quanh bé nhất (bài toán cực 
đại cực tiểu lớp 10) như thế thì dùng ống 
tròn Ít tốn sáp hơn cả. Th nghỉ như vậy có 
lÍ nhưng mới được một chiều vì không phải 
chỉ làm có 1 ống mà thôi. Nếu ống tròn thì 
xếp cạnh nhau không khít mọi bề được. 
Muốn không hở phải dùng ống cố góc, mặt 
thiết diện là một đa giác đều. Nhưng chỉ có 
ở loại đa giác đều ghép nhau không hở : tam 
giác đếu, hình vuông và lục giác đều, 
(Hình 2) 


Ghép hở 


Ghép không hở 
Hình 2 


Thật vậy : trong một hình có n góc, tổng 
các góc ở chu vi là 2(n ~ 2) vuông. Ở chu vi 


2(n — 2 
cả thảy có n gốc, mỗi góc đó bằng =9 


vuông. Bây giờ khéo ghép những hình này 
xung quanh một điểm. Muốn cho không cớ 
chỗ hở thì phải làm sao cho mỗi góc ở chư 
vi phải là một phần của 4 vuông (tức 360°) 


2 = 
nghĩa là 4 phải chia hết cho 3 Chia 


thì được 





hay 2+ „——7. 


n~2 


Số ấy phải nguyên : 4 phải chia đúng cho 
n~ 2. 


Như thế ta phải có : 


mœ"—2= l¬n 


3 : tam giác đều 
4 : hình vuông 

n— 2= 4—n =6: lục giác đều 

Với tam giác đều, phải ghép 6 hình xung 
quanh 1 điểm. 

Với hình vuông phải ghép 4 hình xung 
quanh 1 điểm. 

Với lục giác đều phải ghép 3 hình xung 
quanh 1 điểm. 

Trong 3 hình này, tại sao ong lại chọn 
hình 6 góc ? 

So sánh chu vi của 3 hình có cùng diện 
tích 20mm ta cớ P„ ~ 20,4mm ; p„ = 17,9 
mm ; p„ = l6,6mm. Thế là cớ thể tiết kiệm 
được 20% đối với hình tam giác, 7% đối với 
hỉnh vuông. 

Một lí do thứ hai là mình ong tròn, lỗ 
phải làm sao cho ong có thể nằm vừa vào 
trong. Mỗi lỗ phải đựng trong lòng vừa một 
hình tròn mà đường kính = 4,8 mm. Tính 
ra thì lục giác đều phải có chu vì 16,6mm 
mà hình vuông thì phải có chu vi 18.7mm 
và tam giác đều phải có chu vi 24,4mm. Vậy 
thực ra thì đùng lục giác đối với hình vuông 
có lợi 11% với tam giác có lợi 32% (gọi R là 

c„V5 
bán kính vòng tròn nội tiếp thì R = _~ 
cŸ8 
5 trong đó c là cạnh). 


n-2=2¬n 


„ 





e 
4 
=z;t«= 


2 - ĐÁY LỖ 
Bây giờ ta xét 
xem vÌ sao mà 
đáy lỗ lại không 
phẳng. Ong đã 
nghỉ ra cách làm 
2 lớp lỗ chung đáy 
kể ra đã là khôn 
như thế bớt được 
một tầng đáy, 
Mới nghĩ qua 
thì tưởng làm đáy y 
phẳng Ít tốn sáp 
hơn là đáy ghềnh. 
Thế mà lại trái 
ngược ! Cố thể 
chứng minh bằng toán rằng : nếu cớ nhiều 
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ống hình lục giác chung một thể tích và 
chung một miệng thì lỗ đáy phẳng tốn sáp 
hơn lỗ đáy gồm 3 hình thoi và muốn tốn sáp 
Ít nhất phải dùng loại hình thoi mà ong đã 
phát minh ra. Dùng đáy ghềnh thì từng cái 
tốn sáp hơn đáy phẳng nhưng có thể bớt 
được chiều cao của ống, thành thử lợi bơn. 

Năm 1712, nhà khảo cứu Maraldi người 
Ý đã đo góc ở tổ ong và đã tìm thấy rằng 
hình thoi ở đáy có 2 góc là 109928 ' và 
709321, 

Nhà toán học Koenig dùng phép tính vì 
phân mà tính làm sao cho diện tích toàn 
phần của tổ ong bé nhất thì ông tìm thấy 
kết quả đúng những con số nói trên. 

Ví dụ xem hình 8 : 


Hình lăng trụ ABCDEF, JKLMNP có thể 

tích là V = 226mm. 
1 
ŸApCouKLO =s V 

Lấy BH = OG.AHCG là hình thoi. Thay 
đáy nằm ngang ABCO bởi đáy nghiêng 
AHCG, thể tích lăng trụ ABCO.JKLQ không 
đổi vì thể tích thêm lên ACOÓG lại bớt đi 
ACBH bằng ACOG (các bạn có thể chứng 
minh thể tích hai hình chóp đó bằng nhau !), 


nhưng điện tích thì có đổi : Bỏ đi S neo ; 
Sạnh : Scgu mà thay bằng S.rrco 
: c3 
Gọi BH = *.5Apco =~E—: 
ca 
SAnH = ŠcgH = 2? 
S cÝ 3? + 4x2 
AHCG — 2 


y = SApco † Sapg Ð Scgg ~ ŠAwcœ = 


c3 c{3(e7 + 4xÐ 
chớ ca” 


(y là phần điện tích bớt đi). Tính đạo hàm 
của y ta được : 
23x - 
{c? + 4x ] 
v2 


y.=0 khí x= T” 


;=#|1e 


3đ¡4 








Như vậy thay đáy nhọn có lợi hơn đáy 
phẳng, tức y > 0 là có lợi. 


y= 0 có 2 nghiệm. 

x=0vàz= DUÁC 0,866c. 

Vậy lấy BH < 0,866c thì cớ lợi, lợi nhất là 
BH = a2 = 0,858c. 


6 
Với số ấy ta tính được 1H = ni 


1C 2. 
_—— —— 
ICH = 3B5°16' + HCG = 70982" 
phần lợi là 18% so với đáy phẳng. 
Còn một lí do cuối cùng là đuôi con ong 
nhọn vậy nằm trong ống đáy nhọn thì ít phí 
chỗ. 


Kết luận : Xem đó thì con ong mà ta 
thường cho là "vật vô tri" đã giải được mấy 
bài toán khó, nó giải một cách rất hoàn toàn 
và đúng như toán học đã chứng minh. 


TH 
ty TC - 1l „ Y2 


Ta phải lấy làm kinh ngạc mà tự hỏi vì 
sao vậy ? Đó bởi ngẫu nhiên chăng ? chắc là 
không. Miệng lỗ hình 6 góc còn nơi là một 
sự vì tình cờ hay kinh nghiệm mà làm ra, 
chứ lớp đáy hình thơi thì thật là thần điệu. 


Phải chăng trời đã phú cho loài ong một 
lượng năng chấc chắn và dị kÌ khiến cho 
không thước đo, không giấy vẽ chỉ với miệng 
cùng chân mà ong có thể kiến trúc như 
người kỉ sư thông minh hợp với sức người 
thợ chuyên môn làm việc bằng những khí cụ 
tỉnh xảo. 





VÀI BÀI TOÁN VẬN TRÙ 


Bài này giới thiệu với các bạn vài bài toán 
ứng dụng trong đời sống. 

Bài toán 1. Với ý thúc tiết kiệm uột liệu, 
anh hay chị hãy tính xem cồn chừng bao 
nhiêu thanh sắt mỗi thanh dài 7,4m dề cắt 
thành 1000 đoạn, mỗi đoạn đài 0,7m, uà 
2000 đoạn mỗi đoạn dài 0,ốm. Anh hay chị 
có chúng tỏ được rồng cách tính của anh chị 
là tiết kiệm nhốt không ? 

(Thị uào đại học Phú Thọ, 
thành phố Hồ Chí Minh, 1976). 

Tời giải. Ta nhận thấy muốn tiết kiệm 
vật liệu thì cần phải cắt mỗi thanh 7,4m 
thành ø đoạn 0,7m và 6 đoạn 0,õm mà không 
có dư. 

Tức là cần giải phương trình nguyên : 
0,7a + 0,Bb = 7,4 hay : 7œ + 5b = 74 với a, 
b nguyên không âm (1) 

Từ (L) 74 = 7ø + ðb > 7a =0 « ø < 10 

74—'1a 1+2a 
và b = TIENG 15ã— a— 5 
mà l < l1 + 2ø < 21 và (1 + 22) lẻ nên suy 
Ta : 

1 + 2a = ð hoặc 1 + 2a = lỗ. 

Do đó hoặc az = 2 —>ö = 12 hoặc a = 7 
—=b = 5, 

Vậy ta có hai cách cất một thanh 7,4m 
lợi nhất : 

1) Cát thành 2 đoạn 0,7m và 12 đoạn 
0,õm. 

2) Cát thành 7 đoạn 0,7m và 5 đoạn 0,Bm. 


Gọi x thanh được cát theo kiểu thứ nhất 
và y thanh cát theo kiểu thứ hai (ở đây 
thanh 7,4m) ; như vậy số đoạn 0,7m được 
cắt là 2z + 7y và số đoạn 0,õm được cắt là 
12x + ðy : mà ta cần phải cắt 1000 đoạn 
0,7m và 2000 đoạn 0,ỗm nên cớ phương 
trình. 








—>l+2œ‡ 5ð. 


2x + 7y = 1000 tố 
12z + 5 = 2000 
Nhưng hệ (2) không cố nghiệm nguyên 
nên ta chỉ cần lấy phần nguyên các nghiệm 
của hệ (2) là đủ. 


NGÔ DUY NINH 


Như vậy z = 121 và y = 108. 


Vậy ta đã cất được 2z + 7y = 998 đoạn 
0,7m và 12+z + 5y = 1992 đoạn 0,5m nên chỉ 
cần cất thêm 2 đoạn 0,?m và 8 đoạn 0,ðm. 
Ta chỉ cần cắt thêm 1 thanh 7,4 m theo kiểu 
thứ nhất nữa. 


Vậy đã dùng tất cả là : 121 + 108 + 1 = 
230 thanh 7,4m. 


Ta còn phải chứng tỏ cách cắt trên là tiết 
kiệm nhất. 


Thật vậy, ta thấy tổng số độ dài của 1000 
đoạn 0,7m và 2000 đoạn 0,5m là 0,7.1000 + 
0,5.2000 = 1700m : vậy phải dùng ít nhất 
là 1700/7,4 + 1 thanh 74m hay 230 thanh 
7,4m (đpcm). 

Tớm lại ta chỉ cần cắt 122 thanh 7,4m 
theo kiểu thứ nhất và 108 thanh 7,4m theo 
kiểu thứ hai là xong. 

Mời các bạn giải bài toán sau : 


Bài toán 2. Cần cắt ít nhất bao nhiêu 
thanh sắt dài 3,6m thành 1000 doạn mỗi 
đoạn dài 0,4m uàờ 3300 doạn mỗi đoạn dài 
0,6m. 

Bài toán 3. (Lập kế hoạch sản xuất). 

Có một xí nghiệp sản xuất ra 2 loại sản 
phẩm A uà B. Những sản phẩm này được 
chế tạo từ 3 loại nguyên liệu ï, II uờ III. Dự 
trữ từng loại nguyên liệu uà số lượng từng 
loại nguyên liệu dùng để sản xuất ra một 
sản phẩm được ghi trong bảng sau. Biết một 
sản phẩm A lái 5 dồng. 1 sản phẩm B lõi 
7 dồng. Nên sản xuất bœo nhiêu sản phẩm 
mỗi loại để lái nhiều nhốt. 


Số lượng đơn vị nguyên 
liệu chỉ phí cho một 
đơn vị sản phẩm 









Lời giải. Gọi z và y là số sàn phẩm loại 
A và B được sân xuất. Ta cần tÌm +z, y để : 
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z = 5x + 7y đạt giá trị lớn nhất, và +, y 
không thể tăng tùy ý vì số lượng dự trữ 
nguyên liệu có hạn. 

Nhìn vào bảng ta thấy số lượng nguyên 
liệu I để sản xuất + sản phẩm A và y sản 
phẩm Ö là : 2z + y, số lượng này không vượt 
quá số lượng dự trữ, tức là 23x ++y < 8. 

Tương tự dự trữ nguyên liệu TI và II cho 
ta điều kiện : 

3x + 2y < 14, 4x + 6y < 2õ. 

Ngoài ra, còn có điều kiện tự nhiên nữa 
là z, y đều nguyên không âm. Vậy cần tìm 
Max (z = 5x + 7y) với điều kiện : 

2x+y< 8 q) 
3x + 2y < 14 (3) 

® 14x+@e<25  @ 
x,y > 0 nguyên 

Từ (1) vày >0 =x < 4. Từ (3) và z > 0 
=y <4, 

Từ (1) ta có : 6x + đy < 24 => 6z + 4y = 
6x + 3y +y < 24+y < 28 = 3z + 2y < 14. 
Tức là từ (1L) = (2). 

Nhận thấy phương trình 4+ + 6y = 35 
không có nghiệm nguyễn (vì vế trái là số 
chắn còn vế phải la số lẻ). Nên (3) «4+ + 
6y < 24 hay 2x +äy < 6x + 3y = 2x +3y 
+ 4x < 12+ 4z < 24 nếu z < 4, tức là nếu 
xz< 4 thì (3) = (1) ; còn nếu x = 4 thì phải 
có y = 0. 

Vậy hệ () tương đương với hệ : 

2x + äy < 12 

x<3,y<4. 

x=4 thì y = 0 

x, y >0 nguyên. 
Khi x = 4>y =0>z= 20. 


x=3—=y<2=z<lõ+14=29. 
x= 9y < 2©z < 10+ 14 = 24 
x=l>y<3z>z<ð+21= 29. 
x=0=y<4«©=z < 28. 


Vậy ta suy ra Max (2 = ðx † 7y) = 29 khi 
x= 3và y = 2. 

Do đó phải sản xuất 3 sản phẩm loại Á 
và 2 sàn phẩm loại B, khi ấy tiền lãi sẽ nhiều 
nhất là 29 đồng. 

Bài toán 4. Tại một kho có chứa n loại 
hừng có trọng lượng mỗi loại là œ;, đạ..., 8n. 
Cần chuyên chó cóc loại hàng này đến n dịa 
điểm, biết rồng mỗi dịa diểm chỉ nhận một 


3ĩ76 


loại hồng uờ cước phí chuyên chỏ một dơn 
öị hàng đến địa diểm thứ ¡ là bị, Hãy tìm 
cách chuyên chó như thế nào dễ tổng các 
cước phí là nhỏ nhốt. 

Lời giải. Không mất tính tổng quát ta có 
thể giả thiết 

bì <b,< -  bn ¡0i 2g, 2... ơn 
Ta thấy loại hàng thứ ¡ được chở đến địa 
điểm thứ j sẽ có cước phí là đồ,. Do đó tổng 
số cước phí chuyên chở + loại hàng đến n 
địa điểm là 3np, trong đó tổng 2m”, gồm " 
số hạng và các chỉ số của a, đều khác nhau, 
các chỉ số của b, đều khác nhau. 

Gọi {ej} ¡ = 1,... n là một hoán vị của dãy 
{at = 1,2, ...n theo một thứ tự nào đó. 

Như vậy vấn đề đặt ra là tìm các {e,} sao 


cho ). (1) đạt giá trị nhỏ nhất. 
¿=l 


Nhận xét rằng, nếu ¿ > j và c¡ 2 ©€ thì 
(vì b, > b, ) (e; — e)(Œ¡ ~ b) > 0 hay cÐb, + 
cổ; > cổ, + củ: vỉ vậy ứng với hoán vị e¡, 
€2 c n có c, > S với ¡ > / ta có hoán vị 
Ẳị , cà .. cạ trong đó cị=c;,e; = €;C¡ = Cụ 
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với k # ¡, b z j thì : 
„ạ 
be, > 2 6; 
¿=1 =1 


Điều này chứng tỏ tổng (1) đạt giá trị nhỏ 
nhất khi eœ¡ # €; ®... ® Cn tức là œ, = đ, 
với mọi ¡ bằng 1, 2,... ; ?t. 


H 
Vậy tổng (1) đạt giá trị lớn nhất là 2°; 
¿=1 


Từ đây suy ra thuật toán để lập kế hoạch 
chuyên chở. 

Ta lập bảng có 2 hàng và 9 cột ; ghỉ vào 
hàng đầu tất cả các giá trị của cước phí theo 
giá trị tăng dần từ trái sang phải, hàng thứ 
hai xếp các loại hàng có trọng lượng giảm 
dần từ trái sang phải, thì tương ứng loại 
hàng ở cột chứa b, sẽ được chở đến địa điểm 
thứ ¿. 

Thí dụ : có 4 loại hàng khối lượng mỗi 
loại ø; = ð, đ; = 20, ø; = 7, a, = l8 và 


.cước phí vận chuyển mỗi đơn vị hàng đến 


địa điểm thứ ¿ là ð;, ð, = 2ð, b„ = 30, 
b„ = 5, bạ = 9. 











Vậy phải chuyển loại bàng thứ nhất đến 
địa điểm thứ 2, loại hàng thứ 2 đến địa điểm 
3, loại hàng thứ 3 đến địa điểm 1 và loại 
hàng thứ 4 đến địa điểm thứ 4. 


Bạn hãy giải bài toán sau : 

Bài toán õ. Có a kiện hàng cùng loại có 
khốt lượng đị, đ; ..., ở, Cần bán cho n địa 
điểm, biết rồng ở mỗi dịa điểm chỉ mua 1 
kiện hàng uà ó địa điểm thú ¡ người ta chịu 
mua uới giá b, đồng mỗi đơn 0| hàng ; uậy 
phải bán như thế nào để lãi nhiều nhất ; 
(cước phí chuyên chỏ mỗi đơn uị hỳng dến 
các địa điểm như nhau). 

Bài toán 6. Một máy bay có tải trọng M. 
Có n loại hàng để xếp lên máy bay đó. Trọng 
tượng loại hàng ¡ là a, uè giá 8, đồng, cần 
xếp mỗi loại hàng bao nhiêu đơn uị để trọng 
lượng tổng cộng không uượt quớ M uà có 
tổng giá trị lớn nhốt. 

Lời giải. Gọi x, là trọng lượng loại hàng 
thứ ¡ được xếp lên máy bay. Theo để bài 
ta có : 

ï ¡:#ị †3¿ +. Tấn <M. 

Giá mỗi đơn vị hàng loại ¿ là Ø/œ, đồng, 
nên tổng giá trị hàng chất lên máy bay sẽ là : 


" 


› (8⁄4); 


=1 
Vậy vấn đề đặt ra là : 
L3 
Tìm Max (z= Ò, (8,⁄z,) +,) sao cho 
1=i 


0 <z,<aø, (=1,2,.,n 


với điểu kiện bàn 
h 


¡=1 


Nếu M > ai ta„+.... tơ, ta chỉ cần chất 
tất cả các loại hàng lên máy bay là xong, 
nên từ đây để giải bài toán ta chỉ giả thiết 
M< đi +a, +... +ư., 


Không mất tính tổng quát ta có thể giả 
thiết yị > y¿ > ... > ụ, 
Dễ thấy rằng để z đạt Max thì phải có 


‡L 
>=M 
1=i 

Vì vậy bài toán đưa về : 


"”'r 
Tìm Max (z = 2y) với điều kiện 
1=i 


0 <x,<a, ¿=1,2,..,n 
1/3 

=M 

¡=1 


7)27„>.. >> 0 


Ta chứng minh nghiệm x, của bài toán 
sau cùng này thỏa mãn : 


,'t H 
S#,= Min (M,2z, )với mọi j = l, 2... n. 

¿=1 t=1 

Ta chứng minh điều kiện bằng quy nạp 
theo số ẩn số ứ. 

Rõ ràng khi n = 1 bài toán đúng. Ta giả 
thiết kết luận của bài toán trên cũng đúng 
với (n - 1) ẩn số. 

Xét bài toán trên khi có z ẩn số. 


Th có : 





I | 
bộ bờ 
h my, 

xe #Í# 
# lu. 
TH + 
tt 

— + 
lx 

la 

l 

_ 

¬—Œ 

RA) 

——— 


Hị 
% 
+ 
THỶ 
s 
C 
`.J 


Nên bài toán đưa về : 
>> 
Tìm Max(z - y„Ä = (¡ ~ r„)j) 
¡=1 
với điều kiện : 


0<#,<&œ, i=1,.,n 


h= 
X4 


¿=] 


Y,.Y„2>...>y„ >0 
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Nhận thấy vì biểu thức z - y nf không 
chứa ẩn z„ nêu để z - y„Àf đạt Max thì 
M- n phải đạt Max : 


"n- "H— 
tức là Ä-zx„ = lo = Min (M, Sao 
¿=1 ¿=1 


Đặt z — YuÀt = z, 


Ÿ¡ TYn = Vị Ê = L2... n — 1M -za= 
X' thì bài toán tương đương với : 


= 
Tìm Max (z' = ST) với điều kiện : 
i=]1 
0 <z,<¿, ¿=1,2,..,n T— 1 
+ Tháo, Tưng =M' 
y>?y;>... 


Đây chính là bài toán với œ - 1) ẩn số 
Vậy theo giả thiết quy nạp thì : 


Z?n_-¡> 0 


b} *¡= Min (M', X2) 
¿=1 ¿=1 
với mọi j = l1, 2..., m — 1. 
%= : 
Nhưng Š a, > MT, =1,.„,® =1 
¿=1 ¿=1 


nên 


Y4) = 


Min (Min GŒứ, Sa) : 
¿=1 ¿=] 
= Min 06 2s) Vj=1,.n-1 
¿= 
Tức là : 
Min qư* Sa) = Min (M. } #) 
¿= ¡= 


Wj =L..n 


Do đó ta có : 
Tà, = Min (M. Si”) Vj = l,..,w — 1 
=1 j=l 
Kết hợp với 
;† 
23;x;¿=M = Min(M, Ÿ ao 
¿=1 =1 


ta được : 


SK) =M(M, Ÿan V7 = 1,.., n (đpem) 
í=t =1 
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Từ đây ta suy ra thuật toán để chất hàng 
như sau : 


Lập bảng gồm 2 hàng và n cột. 

Hàng đầu ghỉ giá tiền của mỗi đơn vị của 
từng loại hàng tức là tỈ số 8j/œ¡ sao cho nó 
giảm từ trái sang phải. 

Hàng thứ hai ghi trọng lượng của loại 
hàng tương ứng với giá tiền đó. 

Gọi ¿ là cột nhỏ nhất cớ tính chất : Tổng 
số các trọng lượng hàng ở cột 1, 2,../T— 1 
bé hơn É còn tổng số các trọng lượng hàng 
ở cột 1, 2, ..., ¡ không bé hơn M. 


Khi ấy tất cả các lượng hàng ở các cột 1, 
2,.../ ~ 1 được chất hết lên máy bay, và chỉ 
chất thêm loại hàng ở cột ¿ một lượng bằng 
hiệu số giữa Ä và tổng các lượng hàng ở các 
cột 1, 2,..., ¿ — 1. 

Còn nếu không có cột ¿ nào thỏa mãn tính 
chất trên thì ta chất tất cả các loại hàng lên 
máy bay. 


Thí dụ : cho ø, = 


1 5, đ, =7, øy = 8, 


đị.= 10, = ?, ổ; = 4, đ; = 8, 6,= 20 
và M = 22. : 


Lập bảng : 


Enn 


4 





8ưai |8/2 = 4| 20/10=2 


Th có : ư, <M, a; +ư, <M,a; +ư„ + 
+ứi < Mvyàa, + ad, +ai tay >M 

Vậy chất tất cà các loại hàng thứ 1, 3, 4 
có được và thêm 22 - 17 = ð trọng lượng 
hàng hớa thứ 2 lên máy bay. 

Khi đó tổng số giá trị sẽ lớn nhất là : 


(8/2).2 + (20/10).10 + (7/8).5 + (4/7). = 


1/5 





lệ 
= Đồ kì đồng 





BÀI TOÁN KIỂM TRA SÀN PHẨM BẰNG 
PHƯƠNG PHÁP XÁC SUẤT THỐNG KÊ 


Bạn muốn vạch một đường thẳng chính 
xác nhưng chiếc thước kẻ lại cong. Bạn 
muốn quay một đường tròn đều đặn nhưng 
chiếc compa xộc xệch nên chỉ được một 
đường... méo ! Chất lượng kém của chiếc 
thước kê hay cái compa đã làm bạn khó chịu 
lắm rổi. Nhưng tác hại của một vật dụng 
chất lượng kém ở đây còn ít, vÌì nhiều khi 
chứng minh một bài toán, bạn còn vạch một 
đường kín kÌ dị hơn nhiều mà bạn vẫn gọi 
là "đường tròn", rồi bài toán vẫn cứ ra. Thiệt 
hại sẽ lớn hơn nhiều nếu sản phẩm có chất 
lượng kém là mặt hàng đất, những dụng cụ 
sản xuất, thuốc chữa bệnh hay một phụ tùng 
ôtô mà sự hỏng hóc của nó có thể đưa đến 
thiệt hại lớn, có thể dẫn đến tai nạn chết 
người ! Nó cũng gây thiệt hại cho người sản 
xuất như hao phí nguyên vật liệu, mất uy 
tín kinh doanh, không đạt chỉ tiêu chất 
lượng... 

Vậy kiểm tra hạn chế việc để lọt những 
lô hàng xấu ra thị trường là cực kì cần thiết. 
Nó có tác dụng thúc đẩy nâng cao chất 
lượng, làm tăng năng suất lao động, làm lợi 
nhiều cho nền kinh tế quốc dân. 

Muốn biết đích xác một lô hàng là tốt hay 
xấu, lẽ ra ta phải kiểm tra toàn bộ. Nhưng 
thường ta chỉ kiểm tra một bộ phận của lô 
hàng. Trên cơ sở phân tích những sản phẩm 
kiểm tra này mà đánh giá chất lượng toàn 
bộ. Phương pháp này gọi là "phương pháp 
mẫu". Khó có thể biết mầm mống của nó 
nấy sinh ra từ bao giờ. Ta hãy hình dung 
ngày xửa ngày xưa nào đó có hai bộ lạc Á 
và B. A trồng được nhiều đừa nước ngon, 
còn B thì nấu rượu rất chúa. Họ cần trao 
đổi với nhau. Á giao cho 8 mấy sọt quả đừa. 
Tất nhiên người nhận chỉ đập ra một số quả 
để kiểm tra chứ nếu đập toàn bộ ra thì thật 
nguy to. Còn B giao cho A một loạt lọ rượu. 
Tất nhiên người nhận chỉ nếm mấy lọ vì nếu 
nếm mãi thÌ người nếm say dần và không 
còn cảm giác để nhận xét rượu tốt hay xấu 
nữa | 


ĐẶNG HẤN 


Từ thí dụ trên ta thấy hai vấn để : kiểm 
tra toàn bộ là không thể được khi nó có tính 
chất phá hoại (kiểm tra đồ hộp, đạn,...), 
kiểm tra toàn bộ phải kéo dài nhiều khi 
thiếu chính xác hơn là kiểm tra một số Ít 
trên cơ sở phân tích ki lưỡng. 

Nhưng ưu điểm chủ yếu của phương pháp 
mẫu là nó rất tiết kiệm. Với nền công nghiệp 
phát triển, sản xuất ra hàng loạt sản phẩm 
thì kiểm tra toàn bộ sẽ rất tốn kém, tăng 
gìá thành sản phẩm rất nhiều. 


Vấn đề đặt ra là lấy mẫu bao nhiêu và xử 
lí như thế nào ? Để giải quyết vấn đề đó ta 
phải đề cập đến mấy kiến thức về "xác suất”. 
Trong báo TH. T. T. số 9, 11 và 47, anh 
Trần Vinh Hiển đã giúp các bạn bước đầu 
làm quen với khái niệm này. Xin nhắc lại 
vài nét phục vụ cho mục đích của chúng ta 
ở đây. 

Xác suốt của một biến cố là một con số p 
nào đó (0 « p < 1). Nó cho biết biến cố đó 
trong nhiều phép thử sẽ xảy ra "thường 
xuyên" đến mức nào ? Th nói xạ thủ X bắn 
trúng bia với xác suất 90% tức là nếu X bán 
nhiều lần (mỗi lẩn 100 viên) thì về trung 
bình mỗi lần X bắn trúng bia 90 viên. Ta nới 
xác suất xuất hiện mặt sấp khi gieo đồng 
tiền là 1/2, vÌ trong một loạt đài các lần gieo 
đồng tiến, tÌ lệ số lần xuất hiện mặt sấp xấp 
xi 1/2. 

Thường để tính xác suất của một biến cố 
ta hay dựa vào những biến cố "đồng khả 
năng" tức là chúng xảy ra với "mức độ 
thường xuyên" như nhau. Nếu trong một cái 
hòm kín chứa N hòn bỉ gồm M hòn đỏ và W 
- M hòn xanh. Th lấy hú họa ra một hòn thì 
xác suất lấy được một hòn cố định bất kì là 
LỰN. Ở đây ta có N biến cố đồng khả năng. 
Còn xác suất của biến cố Ø : "lấy được hòn 
bi đỏ" là Mf/N (bằng tỈ số giữa số biến cố 
thuận lợi cho Ð và tổng số biến cố đồng khả 
năng có thể có). 


3/9 


Ta hãy xét bài toán phức tạp hơn : lấy từ 
hòm trên # hòn bi ø < XN). Tính xác suất 
của biến cố A : "trong z hòn bì đó có + hòn 
bí đỏ". 

8ố các biến cố đồng khả năng có thể có 
ở đây là số cách lấy khác nhau ø hòn bỉ ra 
khỏi W hòn bi (không kể thứ tự lấy). Số đó 
là tổ hợp chập ø của Ñ phần tử : 
CN = NƯ/nI(N — n)! Còn số biến cố thuận lợi 
cho A là số cách lấy từ M hòn bi đỏ ra m 
hòn đồng thời với việc lấy từ N - XMf hòn bi 
xanh ra  - m hòn. 


Tức là bằng C7. Cạ,_- Vậy xác suất của 
biến cố A là : 

Cặy 

Nếu gọi B là biến cố : "trong n hòn bi lấy 
ra có không quá m„ hòn đỏ" (hoặc có O hòn 
đỏ, hoặc có 1 hòn đỏ... hoặc có m„ hòn đỏ) 
thì xác suất của biến cố Ö sẽ là 


P(B) = P„ (m < m¿) = P„ (O) + P„(1) + 


?(A)=P,ứn) = 


Lư) 
+... Puớm) = È (Cụf&-"v/(C§ @) 


(P„ () là xác suất trong n hòn bi lấy ra 
có ¡ hòn đỏ). 

Bây giờ hãy trở lại vấn đề chất lượng sản 
phẩm. 

Ta có lô gồm sản phẩm, trong đó có M 
phế phẩm và N - M chính phẩm. Khi chưa 
kiểm tra toàn bộ ta chưa biết M. Tu quy ước 
lô có quá M, phế phẩm là lô xấu và không 
muốn nhận lô như vậy. Ta tiến hành kiểm 
tra như sau : từ lô lấy ra : sản phẩm và 
kiểm tra. Gọi số phế phẩm trong đó là m. 
Nếu m > m, ta loại lô, nếu m < m_ ta nhận 
lô. Hãy tính œ và m, thế nào để trung bình 
90% những lô xấu đều bị loại (tức là nó chỉ 
được nhận với xác suất 10%). Ta kí hiệu 
phương án là (w - m.). 

Nếu coi lô sản phẩm như hòm đựng bì ở 
trên còn phế phẩm là bi đỏ thì biến cố B ở 
trên chính là biến cố : "lô hàng N sản phẩm 
với M phế phẩm sẽ được chấp nhận qua kiểm 
tra mẫu ø sản phẩm" (vì ta đã quy ước nếu 
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trong n sản phẩm không có quá m_ phế 
phẩm thì ta nhận lô, mà Z là biến cố : "lấy 
hòn bỉ có không quá m_ hòn bí đỏ). Nếu 
trong (1) ta thay M = AM, và đặt bằng 10% 
ta có phương trỉnh để xác định nø và m„ 
trong phương án kiểm tra 


3 (ƠP Cam, /CN) = 10% @ 
m=o ø tị 


(Vì (2) có nghĩa là lô có đúng M, phế 
phẩm sẽ được nhận với xác suất đúng bằng 
10%. Tất nhiên lô có càng nhiều hơn M, phế 
phẩm thì xác suất chấp nhận lại càng 
nhỏ đi). 

Ta có một phương trình để xác định hai 
ẩn số nên cho trước một ø, ta có một mm; và 
do vậy ta có nhiều phương án (n., mm), (ñị, 
m„¡), cùng đảm bảo yêu cầu là nếu lô có quá 
M, phế phẩm thì sẽ bị bác bỏ qua kiểm tra 
mẫu với xác suất > 90%. Muốn xác định đuy 
nhất một cặp (n, mm.) ta phải đạt thêm những 
điều kiện khác. Chẳng hạn ta chọn + nào 
nhỏ nhất để phải kiểm tra Ít nhất. Hay ta 
đặt thêm điều kiện : lô có không quá 3; (< 
M,) phế phẩm ta coi là lô tốt và muốn quá 
95% lô như vậy phải được chấp nhận. Ta có 
phương trình mới 


„” 
Š Cụ, CN, Í CN) = 98% — (3) 
£=1 


(2) và (3) cho ta hệ hai phương trình để xác 
định duy nhất (n, m.). 

Giải hệ phương trình (2) và (3) rất phức 
tạp ; thường người ta giải bằng máy tính 
điện tử và cho bảng sẵn. Khi biết kích thước 
N của lô và yêu cầu đặt ra, ta tra được z và 
m(„ thích hợp. Đôi khi người ta cũng giải xấp 
xÌ (chẳng hạn cớ thể xấp xỉ (2) bằng : 


m 
3C (M„/NỶ (1 — MỤ/N) = 10% 
i=o 


nhưng ngay cả khi đó cũng khá phức tạp). 

Trên đây mới chỉ là vài nét phác họa để 
các bạn thấy được cơ sở toán học của một 
trong những khía cạnh áp dụng toán học xác 
suất thông kê vào việc quản lí chất lượng. 
Mong có dịp trao đổi thêm cùng các bạn 
những vấn đề tỉnh tế hơn. 


MỘT ỨNG DỤNG CỦA ĐẠI SỐ BUL 


TRONG THIẾT KẾ 


Các khái niệm về đại số Bul, bạn đọc có 
thể tìm đọc bài "Đại số Bul" ở mục giới thiệu 
toán học hiện đại trong số báo 80, tháng 
9-10-1974. 

Sau đây ta xét các "sơ đồ bật tất", tức là 
các sơ đồ điện có mắc các "núm bật tắt điện", 
thí dụ như hình 1. 


T2 ¬~ 


Hình 1 

Bây giờ ta định nghĩa các phép toán trên 
các "sơ đồ bật tắt" như sau : Giả sử A, B hai 
"sơ đồ bật tất". Cộng (hoặc nhân) sơ đồ Á 
với sơ đồ B, kí hiệu A + B (trường hợp nhân, 
ký hiệu AB) là mắc song song (trường hợp 
nhân là mắc nối tiếp) hai sơ đồ A, B với 
nhau. Thí dụ A, B là các sơ đổ chỉ gồm một 
"núm bật tắt" thì A + B và AB cớ dạng như 
hình 2. 


Hình 2 

Bởi vÌ chức năng duy nhất của các "sơ đồ 
bật tát" là điều khiển đòng điện đi qua, nên 
hai "sơ đồ bật tát" cùng số "núm bật tắt" (có 
thể mắc khác nhau) và cùng cho, hoặc cùng 
không cho dòng điện đi qua khi các "núm" ở 
mỗi sơ đồ đóng mở như nhau ta sẽ coi là 
tương đương. 

Bạn sẽ thấy ngay các quy luật sau : 

A+B=B+AvàAB = BA 

(A +) +C = A +(B +C) và (AB)C = 
= A(BC) 

(A + B)C = AC + BC và AB + C = 

= (A + C)(B + C). 


CÁC SƠ ĐỒ ĐIỆN 


T.A. 


Nếu kí hiệu 7 là "núm bật tắt" luôn luôn 
đóng và O là "núm bật tắt" luôn luôn mở 
(hình 3), ta sẽ có : 


A+O=AvàA+ï=7 
AI = A và AO = 0. 
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Hình 3 
Kí hiệu A và A là 
cặp "núm bật tát" đối 
ngẫu, tức là khi A đóng 
thÌ A sẽ mở và Á mở thì 
A sẽ đóng. Về kí thuật 
có thể thực biện cặp 
"núm" đối ngẫu như thế 
như hình 4. 
Dễ thấy rằng : 





1iình 4. 


A=A,T=0,O=l 
A+B=AB,AB=A+R 

Như vậy tập tất cả các "sơ đổ bật tát" với 
các phép toán định nghĩa như trên, lập 
thành một đại số Bul. Mặt khác, tập tất cả 
các mệnh để với các phép toán "hoặc", "và", 
"phủ định”, cũng lập thành một đại số Bul, 
do đố chúng cùng cấu trúc toán học, và ta 
có thể chuyển một bài toán cụ thể trên các 
"sơ đồ bật tắt" sang bài toán tương đương 
trên các mệnh đề hoặc ngược lại. Điều này 
được ứng dụng trong thiết kế các "sơ đồ bật 
tắt" thỏa mãn các điều kiện cho trước. Sau 
đây là một thí dụ đơn giản : Hãy thiết kế hệ 
thống điện cho một chiếc đèn ở cầu thang 
sao cho đèn có thể được bật tắt ở hai đầu 
cầu thang, 

Rí hiệu A, B là hai "núm bật tất" ở hai 
đầu cầu thang. Nhiệm vụ của ta là thiết kế 
một tổ hợp điện giữa các "núm bật tất" A, R 
(có thể thêm cÁ 4, B) sao cho sự thay đổi 
trạng thái bật tát của bất kì núm nào trong 
hai núm A, B sẽ làm thay đổi trạng thái bật 
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tắt của đèn. Kí hiệu ø, ðb là các mệnh đề 
"núm A bật", "núm B bật" Chuyển sang 
ngôn ngữ các mệnh đề, bài toán trở thành : 
thiết lập một tổ hợp c giữa các mệnh để a 
và b, sao cho khi thay đổi giá trị đúng, sai 
của một trong hai mệnh đề ø, ò sẽ làm thay 
đổi giá trị đúng sai của mệnh đề c. Điều kiện 
trên được thỏa mãn, khi c là mệnh đề có 
tính chất : c đúng khi cả hai ø, b đều đúng 
hoặc đều sai và c sẽ sai trong các trường hợp 
còn lại (t. l. khi có một mệnh để đúng, một 
mệnh đề sai), tức là : 
œ = qb + &D, 


Khi chuyển ngược lại, "sơ đồ bật tất" cần 
thiết kế sẽ có dạng. n 





Hình 5 — — 
C=AB+AB 


và có thể thực hiện, như ra trên hình 5. 

Bằng phương pháp tương tự như vậy, 
trong kí thuật người ta có thể thiết kế các 
sơ đồ mạch điện thỏa mãn các yêu cầu cho 
trước phức tạp hơn nhiều. 


MANG ĐƯỜNG TỐI ƯU 


1. Mở đầu 


Từ cổ xưa toán học đã cho người ta biết 
rằng con đường ngắn nhất nối 2 điểm trên 
mặt phẳng là đoạn thẳng nối chúng. Mọi con 
đường khác nối 2 điểm này đều có độ dài 
lớn hơn. Nếu như chúng ta muốn tổng quát 
hớa tìm con đường có độ dài nhỏ nhất nối 
ba, bốn hoặc nhiều điểm hơn trên mặt phẳng 
thì vấn để nhanh chóng trở nên phức tạp. 
Tuy nhiên, những vấn đề trên lại hay xuất 
hiện khi chúng ta phải xây dựng những 
mạng lưới đường liên tỉnh, hoặc phải kiến 
thiết một hệ thống kênh phục vụ việc cung 
cấp nước hoặc các nguồn vật tư cho một số 
địa điểm nào đó, mà phí tổn bỏ ra tỷ lệ với 
độ dài của kênh đào. Một mạng đường nối 
nhiều điểm trên mặt phẳng, có tổng độ dài 
nhỏ nhất được gọi là mựng đường tối ưu. 

Trong bài này, khi khảo sát những hệ 
thống đường như vậy, chúng ta luôn giả 
thiết rằng chúng gồm các đoạn thẳng hợp 
thành, Một đoạn đường cong trong thực tế 
có thể đưa vào lí thuyết là một đoạn thẳng 
có độ dài bằng độ dài của đoạn đường 
cong ấy. 
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VŨ ĐÌNH HÒA 


2. Bài toán 3 xã : 

Nếu có 3 xã A, H và C thì mạng lưới 
đường ngắn nhất nối chúng có độ dài là bao 
nhiêu ? Chúng ta có thể thấy ngay rằng 
phương án xây dựng đường liên xã này có 
thể nghĩ tới không chỉ là ba khả năng sau : 


SY hi. PIAP 
F> c©€© 85 c8 L4 
(a) (¿) (c) 


Hình 1 


mà còn có thể là những phương án như 
trong hình 2 : 


A li ” 4 
“ 
8 È 8 © 8 
(2) () %) " 


Hình 2 
Trong những phương án ở hình 2, chúng 
ta thấy mạng đường của chúng ta có thêm 
một điểm Ö#ƒ là ngã ba của mạng đường liên 





xã. Dễ thấy trong (e) nếu chọn W là chân 
đường cao hạ từ C xuống AB thì phương án 
trong (e) tốt hơn phương án trong (4) và (e). 
Với lÍ do tương tự thì cả ba phương án (a), 
(b) và (c) rõ ràng chưa phải tối ưu. 

Trong ba phương án (đ), (e) và (ƒ) thì bài 
toán cần giải là phải tÌm một điểm Hí trong 
mặt phẳng tam giác ABC sao cho tổng HA 
+ HB + HC là nhỏ nhất có thể được. Vận 
dụng bài toán quen thuộc : "Độ đời của các 
khoảng cách từ một diểm trên mặt phẳng 
tới 3 dỉnh của tam gióc dều luôn thỏa mãn 
bất đẳng thúc tam giác. Đảng thức chỉ xảy 
ra khi điểm dược xét nằm trên đường tròn 
ngoại tiếp tam giác đều đã cho", thì điểm 
cần tìm W phải là điểm nhìn ba cạnh của 
tam giác ABC dưới ba góc bằng nhau, bằng 
120°, nếu như tam giác ABC có ba góc bé 
hơn 1209. Trong trường hợp BAO z 1209, 
chẳng hạn, thì chính A là điểm cần tìm, 


⁄ ` 


linh 3 N 

Thực vậy, nếu 4 < 120,B < 120° và ê 
< 120° thì HA + HB + HC < BD, ở đây D 
là đỉnh của tam giác đều ACD. Đẳng thức 
chỉ xảy ra khi điểm #7 là giao của BD với 
đường tròn ngoại tiếp tam giác ACD, tức là 
tại vị trí nhìn ba cạnh của tam giác ABC 
dưới cùng một góc bằng 1209. b 

Bài tập 1 : Cho (œm giác ABC có 4 > 
120°. Chúng mình rằng AB + AC > HA + 
HB + HC uới mọi điểm H tùy ý trong mặt 
phẳng tam giác ABC. 

Suy nghĩ thêm một chút ta sẽ tự hỏi rằng 
tại sao ta không cớ thể xây dựng thêm một 
vài ngã ba để được một hệ thống đường tốt 
hơn ? Nhỡ một mạng đường như hình 4 lại 
ngắn hơn mạng đường liên xã một ngã ba 
của chúng ta thì sao ? 

Để thấy rằng một suy nghĩ như vậy cũng 
có cơ sở, chúng ta khảo sát bài toán tiếp. 


Hình 4 
3. Bài toán 4 xã : 


Có 4 xã A, B, C, D nằm trên 4 đỉnh của 
một hình vuông cạnh 10km. Hỏi rằng độ đài 
của mạng đường liên xã tối ưu bằng bao 
nhiêu ? 

Trước hết chúng ta thấy rằng có nhiều 
phương án xây dựng mạng đường liên xã. 
Chúng ta xem xét 3 phương án sau đây : 

a) Đường liên xã không có ngã š (& > 3). 
Khi đó mạng đường của chúng ta gồm các 
đoạn đường nối trực tiếp từ xã này tới xã 
khác và không cắt nhau. Có thể kiểm tra 
trực tiếp để thấy rằng mọi phương án đều 
cho chúng ta mạng đường có ba đoạn nối 
trực tiếp. Do đường nối trực tiếp của hai xã 
lớn hơn hoặc bằng 10#m, cho nên độ dài 
ngắn nhất) sẽ là 30km. Một phương án như 
vậy được cho ở hình 6. 


L] |] 
2 Ế ?Đ € 


Hình 5 llình 6 
b) Đường liên xã có một ngã # đường : 
VÍ dụ của một phương án như vậy được 
trình bày ở hình 7, và H ở đây là điểm nhìn 
AB, BD, AD dưới góc 120°. Lẽ đi nhiên một 


A v A 8 
» 
H 
2 € 2 Ế 
Hình 7 Hình 8 
phương án khác có một ngã tư đường được 


trình bày ở hình 8 cho ta nghiệm tối ưu của 
phương án có duy nhất một ngã tư đường. 
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Bạn đọc có thể nhanh chóng thấy độ dài tối 
ưu của phương án này là 202m. 

c) Đường liên xã cớ hai ngã ba đường : 

Theo phương án này mạng đường cẩn tÌm 
sẽ cố dạng như trong hình 9. Dựng hai tam 
giác đều ADP và BQC, ta có thể thấy độ dài 
tối ưu là P@ và điểm cụ thể của hai ngã 
ba có thể xác định được là giao của PQ với 
hai đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
ADP và BQC. Lúc này mạng đường tối ưu 
đài 10 + 108km. 





;lình 9 


So sánh ba phương án ø), b), và c) ta có 
nghiệm tối ưu là 10 + 108 và mạng đường 
cần dựng được xác định như đã mô tả 
trong c). 

Bài tập 2. Hãy chúng mình rồng mọng 
dường ở hình 7 dài hơn mạng đường ở 
hình 8. 

Điều bất ngờ đối với chúng ta là ở trong 
bài toán 4 xã này, mạng đường tối ưu có 
nhiều ngã ba hơn là ở bài toán ba xã. Diều 
dó khiến chúng ta phải xem xét xây dựng lí 
luận chính xác để loại trừ khả năng chúng 
ta bỏ qua các phương án tối ưu khác, 

4. Bài toán tổng quát n xá : 

Trên mặt phẳng có ø xã. Hỏi rằng mạng 
đường tối ưu liên xã cớ độ dài bằng bao 
nhiêu ? Chúng ta có thể thấy rằng một 
mạng đường tối ưu 7 nối n xã với nhau có 
tính chất : 





Hình 10 
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1) Từ một đỉnh (một xã, hoặc một ngã k 
nào đấy) của 7' ta luôn cớ thể đi tới mọi đỉnh 
khác của 7' (7 /iên thông). 


2) Giữa hai đỉnh bất kì của 7 chỉ có một 
con đường duy nhất (dọc theo 7) nối chúng 
với nhau (Tức là 7 không có một đường vòng 
khép kín nào câ. 

Một mạng đường như vậy được gọi là một 
cây. Hình ảnh rất gần gũi của cây là mạng 
đường dây tải điện hoặc mạng đường ống 
dẫn nước. 

Bài tập : Chứng mình rằng nếu T' lờ mội 
cây có n > 2 dinh thì T có 2 đỉnh treo, tức 
là 2 nhónh cụt, đi uờo không thể di tiếp 
được. 

Với tính chất vừa được nêu ta có thể thấy 
ngay, bằng quy nạp, rằng một cây có È đỉnh 
thì cố & — 1 cạnh. Gọi số ngã *È của 7' là ¿, 
khi đó tổng số các cạnh xuất phát từ các 
đỉnh của 7 (từ các ngã # có lớn hơn hoặc 
bằng 3 cạnh, từ các xã có nhiều hơn hoặc 
bằng 1 cạnh) không Ít hơn 3/ + ø. Do mỗi 
cạnh được tính đúng hai lần, nên tổng này 
bằng 2Œ + — 1) (đo T có £ + đỉnh) Suy ra : 

2Œ + n - 1Ù) > 8t +n, 
hay là : 
"2> 

Đẳng thức chỉ xảy ra khi mọi đỉnh thêm 
vào chỉ là ngã ba (có đúng ba cạnh xuất 
phát) và các xã đều là đỉnh treo. 

Bài tập 4 : Chứng mính rồng uới một 
sai số nhỏ tùy ý, mọi cây đều đưa uề dạng 
cây chỉ có dúng ngủ ba uờ đình treo mà thôi, 

Với kết luận này, ta thấy rằng khi khảo 
sát chúng ta chỉ cần khảo sát các mô hình 
tối ưu có đúng œ - 2 ngã ba và các xã là các 
đỉnh treo mà thôi. Hai thắc mắc trước của 
chúng ta được giải quyết. Trong trường hợp 
tam giác, chỉ có thể có thêm một ngã ba mà 
thôi ; trong trường hợp tứ giác thì mạng 
đường có 2 ngã ba... 

ð. Quy tắc góc 120°: 

Qua lời giải của bài toán 3 xã và 4 xã, ta 
thấy rằng các đoạn rẽ tuân theo quy luật 
quay 1200. Ngoài ra, kết luận này cũng đã 
được kiểm tra bằng thí nghiệm cơ học đơn 
giản. Lưu ý rằng nếu gọi một cây liên xã 
thỏa mãn điều kiện là mỗi khi tới ngã ba ta 
phải quay 120° để đi tiếp, là một cây tối ưu, 
thì nghiệm thực sự của bài toán mạng đường 





Hình 11 
liên xã là một cây tối ưu. Vì một hệ thống 
w xã đã cho có thể có nhiều cây tối ưu. Như 
trường hợp z = 8 và các xã được bố trí trên 
đỉnh của lục giác đều ta thấy có các cây tối 
ưu cần khảo sát là : 


Bài tập ö : Hãy giải bài toón mạng 
đường liên xả ngắn nhất cho 6 xố nềm ở 6 
dinh của một lục giác đều cạnh 10 km. 

Người ta đã chứng minh được rằng mọi 
nghiệm tối ưu cho bài toán mạng đường liên 
xã ngắn nhất đều thỏa mãn : 

1) Mọi ngã # đường đều có đúng 3 cạnh 
xuất phát. 

2) Mọi xã có Ít hơn hoặc 3 đường xuất 
phát. 

Trong thực tiễn nhiều khi phí tổn xây 
đường không chỉ phụ thuộc vào độ dài ơclit 
của 2 điểm trên mát phẳng. Chẳng hạn như 
khi đi từ điểm A ở thấp lên điểm B cao hơn 
bằng cầu thang hoặc thang máy thì khoảng 
cách được tính theo tổng hai tọa độ của đoạn 
AB. Khi đó phạm vi nghiên cứu đã đi ra khỏi 
nội dung bài báo này để bước vào một lĩnh 
vực khác đẩy kết quả thú vị. 


ĐƯỜNG ĐI NÀO DÀI NHẤT ? 


Trong các số báo trước (xem THỊTT số 13 
tháng 10 năm 1965 và số 141 tháng 1-1988), 
các bạn đã làm quen với bài toán tìm đường 
đi ngắn nhất giữa hai điểm cho trước trên 
một mạng lưới đường giao thông đã cho. Tuy 
nhiên, trong thực tế không phải lúc nào cũng 
chỉ yêu cẩu tìm đường đi ngắn nhất (nhanh 
nhất), mà có khi lại cẩn tìm đường đi đài 
nhất, xa nhất đấy các bạn ạ ! Chẳng hạn, 
khi cần phải hoân thành một dự án nào đó 
(ví dụ, xây dựng một ngôi nhà cao tầng), bao 
gồm nhiều công việc được làm kế tiếp nhau 
theo một trỉnh tự nhất định (công việc này 
chỉ có thể bắt đầu khi một số công việc khác 
đã hoàn thành) thì thời hạn sớm nhất cớ thể 
để hoàn thành toàn bộ dự án chính là độ dài 
của đường đi dài nhất gồm đãy các công việc 
kế tiếp nhau, bất đẩu từ lúc khởi công đến 
khi hoàn thành dự án. Bài toán cho những 
tình huống tương tự được đặt ra như sau, 
Cho trước một mạng lưới đường đi (mạng có 
hướng), trên mỗi cạnh của mạng chỉ rõ chiều 


Ê5 -1CTH 


TRẦN VŨ THIỆU 


đi (chiều mũi tên) và thời gian cần thiết để 
đi trên đoạn đường đó (xem hình vẽ), Chẳng 
hạn thời gian đi từ A tới B8 tốn 5 giờ, từ A 
tới C tốn 6 giờ v.v... Đỉnh A gọi là nguồn và 
đỉnh Z gọi là đích. Hãay tìm một đường đi 
đài nhất từ nguồn A tới đích Z. 


Có bạn nghỉ rằng vấn để này cũng chẳng 
có gì khó, chỉ việc tìm ra tất cả các đường đi 
có thể từ A tới Z, rồi so sánh thời gian đi trên 
các đường ấy với nhau là có ngay đường đi 
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dài nhất. Tất nhiên, với mạng đơn giản thì 
cách làm này cớ thể thực hiện được (Bạn 
hãy thử làm với mạng vẽ ở trên xem sao ; 
có cả thảy 13 cách đi khác nhau từ A tới Z). 
Nhưng với những mạng phức tạp thì cách 
đó không còn thích hợp nữa, vì nó mất rất 
nhiều thời gian và không cớ gì bảo đảm 
tránh khỏi nhầm lẫn, sai sót, 

Phương pháp sau đây sẽ giúp giải quyết 
vấn đề đặt ra một cách khá đơn giản và có 
thể áp dụng cho cả những mạng lưới phức 
tạp cố hàng nghìn đường đi khác nhau mà 
vẫn cho kết quả khá nhanh chóng. Ta hãy 
gần cho mỗi đỉnh (ngã ba ngã tư, v.v...) của 
mạng một số gọi là "thế vị" như sau : ta cớ 
thế vị của A (đỉnh nguồn) bằng 0 : sau đó 
gán cho mỗi đỉnh kế A (tức là đỉnh có mũi 
tên đi từ Á tới cụ thể ở đây là B và C) một 
thế vị bằng thời gian đi trên đoạn đường từ 
A tới đỉnh ấy : thế vị của B bàng 5ð, của C 
bằng 6, rồi cho mỗi đỉnh kề Ö (mà chưa có 
thế vị) một thế vị bằng thế vị của B cộng 
với thời gian đi trên đoạn đường từ B tới 
đỉnh ấy : thế vị của Ð là 5 + 4 = 9, v.v... và 
cứ theo cách đó tiếp tục. Nơi chung, một 
đỉnh chưa có thế vị mà kề một đỉnh đã có 
thế vị rồi thì được gán cho một thế vị bằng 
thế vị của đỉnh này cộng thêm thời gian đi 
trên đoạn đường từ đỉnh này tới đỉnh phải 
gán thế vị. Làm như vậy cho tới khi mọi đỉnh 
đều có thế vị. Sau đớ điều chỉnh các thế vị 
theo quy tắc ; nêu hiệu số thế vị của đỉnh ở 
cuối mũi tên và thế vị của đỉnh ở góc mũi 
tên, (ví dụ Ð và C) nhỏ hơn thời gian đi trên 
đoạn đường nối hai đỉnh ấy (9 - 6 < 8) thì 
ta tăng thế vị của đỉnh ở cuối mũi tên (đỉnh D) 
để cho hiệu số nơi trên vừa đúng bằng thời 
gian này (ở đây ta tăng 9 thành 14 để có 14 
- 6 = 8). Chừng nào còn điều chỉnh được thì 
cứ điều chỉnh, cho tới khi nào không điều 
chỉnh được nữa thì thế vị của mỗi đỉnh (số 
ghi trong ngoặc cạnh mỗi đỉnh) chính là thời 
gian dài nhất để đi từ A tới đỉnh ấy ; nơi 
riêng thế vị của đỉnh Z sẽ là thời gian dài 
nhất để đi từ A tới Z. Lúc đó trên mạng sẽ 
có một đường đi từ A tới Z mà thời gian đi 
trên mỗi đoạn của nớ đều bằng hiệu số các 
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thế vị ở hai đầu (đường nét đậm trên hình 
vẽ) : đó chính là đường đi dài nhất từ A tới 
Z (với tổng độ dài bằng 36 giờ). 

Có lẽ bạn sẽ thắc mắc : tại sao có thể 
khẳng định đơ là đường đi đài nhất : 2âu 
giải đáp rất đơn giản. Để tiện việc lí luận ta 
hãy gọi các đỉnh của các mạng lưới là đị, đc, 
--› #n VỚI g = A, ad, = Z) và thế vị (sau khi 
đã điều chỉnh xong) của đỉnh a, là 0, ; nếu 
có đường (mũi tên) đi từ đỉnh ø, tới đỉnh đi 
thì ta gọi đụ là thời gian đi trên đoạn đường 
ấy. Giả sử đường nét đậm (từ ø; tới ø„) qua 


các nút œ, = b tê há” =ơ„, đường này có 
tính chất như sau : 
;"”U, =, . 
K 1 nh 
x8 vs, 
U. ~=U, =É., Ạ 
ù #1  TEb 
Từ đó ta tính được thời gian đi trên 
đường nét đậm này là : 


đun Tu Tố, 


II p—1 là % 


Dạ TU “Up —Ô =0, 
(bằng thế vị của đỉnh ø„ = Z2). 

Mặt khác, nếu có một đường đi bất kì từ 
a tới rø qua các đỉnh a = 


n 
œ.,0,,..,a, =a thì theo cách xác định các 
1y HD. 


thế vị u; ta Đổ : 


U, —U, > ‡ 
TU 


+ lịhb 
Ty Úc ca 
U —U, : 


Từ đó, ta tính được thời gian đi trên 
đường đi bất kì này là : 


È +ứ ,+..+ự ; ®& Ù, —U, = 
ủy 1s? II HA J h 
= Đ„ — Uị =U„T— 0=0„ (bằng thế vị của đỉnh 
s= 2). 


So sánh (1) và (2) có thể kết luận rằng 
đường nét đậm (có tính chất đã nêu) chính 
là đường đi dài nhất từ A tới Z. 


Chương VI- TIỂU SỬ CÁC NHÀ TOÁN HỌC 


Sớm ngày 17 tháng 10 năm 1717, trời rất 
lạnh. Hơi thở buốt giá của mùa đông bao 
trùm lên mọi cảnh vật. Như thường lệ, người 
đánh chuông của nhà thờ lớn lên tháp 
chuông để báo một ngày mới đang lên. Ở lối 
vào nhà thờ, trên cầu thang ông nhìn ra một 
vật gì lạ, bọc trong một chiếc khăn ấm. 

¬ Quỉ quái gì thế này ? - Người đánh 
chuông phân vân suy nghỉ. 

Sau khi nhìn quanh, ông ta tò mò và SỢ 
sệt trở lại chỗ chiếc khăn và kính hãi nhận 
ra chiếc khăn bọc một đứa trẻ sắp chết cóng. 
Đứa trẻ được đem đến cho một người đàn 
bà có nhiều con, là vợ của người thợ lấp 
kính, họ Rútxô. Bà đã tự nhận nuôi đứa trẻ 
và hứa dạy dỗ cẩn thận, giúp nó sau này có 
thể sống tự lập. 

Bà gọi tên đứa bé là Giăng Lêrôn để kỉ 
niệm nhà thờ, ở đớ người ta đã tìm thấy nơ. 
Đứa trẻ được mang tên đớ cho tới khi lớn 
mới tự thêm cho mình họ là Đalambe. 

Ở nhà ông bà Rútxô, Giăng sống rất tốt, 
nó được đối xử bình đẳng như những đứa 
con trong nhà. Vợ người thợ kính quý mến 
Giàng với cả tấm lòng của người mẹ đối với 
con đẻ của mình. Mặc dù vậy, Giăng vẫn là 
một đứa trẻ ốm yếu, thân thể gầy gò do trí 
thông minh và óc quan sát phát triển quá 
Sớm, 

Nhìn thấy năng khiếu phát triển sớm của 
Giảng, ông bà Rútxô đã cho đứa bé bốn tuổi 
đến học ở một nhà trường riêng. Dứa bé đã 
ở đó cho tới năm mười hai tuổi. Khi Giảng 
10 tuổi, nhà trường đã khẩn khoản đề nghị 
ông bà Rútxô đưa nó về nhà, vì nó đã nắm 
vững tất cả, không còn gì để dạy nữa ! 
Nhưng theo nhiệt tình để nghị của Rútxô, 
do sức khỏe của Giăng, Giăng được ở lại 
trường hai năm nữa. 


GIĂNG ĐALXMBE 
(1717 = 1783) 


Nên nhớ là ở nhà trường đó người ta chỉ 
dạy có Văn học còn không chú ý gì đến Toán 
học cả. Giăng bất đầu nghiên cứu toán từ 
năm l3 tuổi, khi rời nhà trường về nhà tự 
học. Đa Lãmbe đã ghi về những năm đó : 
“Không có thầy giáo, hầu như không có sách 
và thậm chí không có bạn để trao đổi về 
những khó khăn thắc mắc. Tôi đến thư viện, 
đọc vội vàng và tÌm được một kiến thức nào 
đó, về nhà tôi tự tÌm cách chứng minh, cách 
giải ; thường là tôi đạt được kết quả. Bằng 
cách đơ tôi nghỉ được những định lí quan 
trọng mà tôi cho là rất mới. Nhưng sau đó 
tôi lại rất buồn phiền khi tìm ra nó trong 
một cuốn sách trước đó tôi chưa biết. Tuy 
nhiên tôi cũng cảm thấy hài lòng". 
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Ông bà Rútxô không vui lòng về sự ham 
mê Toán của Giăng : 

~ Này, con học toán để làm gÌ nếu ngoài 
đồng lương rẻ mạt người thầy giáo, nó chẳng 
cho cái gì hơn cả ? - Con hãy đi học Y ; 
ngoài lương cao của bác sỉ lại còn cố nhiều 
tiền chữa bệnh ở nhà nữa. 

Cuối cùng Giăng đã chiều ý bố mẹ nuôi 
đi học nghề mà mình không thích. Để cho 
những cuốn sách toán khỏi làm phiền mình, 
Giảng đã mang chúng đến gửi ở nhà bạn, 
nghĩ bụng, sẽ lấy các sách đó về sau khi học 
xong nghề thuốc và trở thành bác sĩ. 
Những cuốn sách toán sẽ giúp ta khám và 
điều trị bệnh - Giăng nghỉ. Nhưng việc học 
thuốc làm anh rất buồn và anh cứ lấy dần 
những cuốn sách toán về để "giải khuây", rút 
cuộc đã lấy tất cả sách toán về. Lúc này 
Đalambe đã boàn toàn thấy rằng không thể 
nào bỏ được chí hướng của mìỉnh. Từ đó 
Đalămbe đã bỏ hẳn nghề thuốc và — theo lời 
nhà bác học Côngđécxơ - "ham mê toán và 
sự nghèo khổ". Nhưng khi nghiên cứu toán, 
Giang đã quên hết mọi sự khổ sở và cảm 
thấy mình là người hạnh phúc nhất trên đời. 

Như đã nơi ở trên, bà mẹ nuôi của Giăng 
rất yêu quý Giảng và chỉ muốn anh được 
sống sung sướng. Bà không nghi ngờ rằng 
Giảng của bà đang đứng trên ngưỡng cửa 
của sự quang vinh trên toàn thế giới. Nhưng 
bà không thể hiểu được ý nghĩa của công 
việc mà con bà đang làm ; bà chỉ thấy một 
điều là Giảng làm việc quá nhiều và hÌnh 


như chẳng được lợi lộc gì từ công việc đó. 
Một lần bà hỏi : 


~ Chắc anh sẽ trở thành nhà triết học chứ ? 


- Thế nhà triết học là thế nào ? - Giăng 
thích thú hỏi. 


~ Là người điên, luôn hành hạ mình suốt 
đời, để sau khi chết đi người ta mới nói về 
mình ! - bà ta buồn bã trả lời. 

Giăng Lêrôn Đalămbe là một nhà bác học 
Pháp vi đại của thế kỉ XVIII. Ông đã cùng 
Điđơrô lập nên 20 tập "Bách khoa toàn thư 
về khoa học, nghệ thuật và công nghiệp", 
trong đó ông viết những phần về vật lí và 
toán học. Ông còn viết bài mở đầu với đầu 
đề "Vài nét về sự phát triển của khoa học", 
cho ta những tài liệu có ý nghĩa thực tế quý 
báu và sự phân loại rất đặc sắc của tất cả 
các khoa học. 


Ông đã đưa ra "nguyên lí Đalambe" được 
trình bày trong tất cả các sách mở đầu về 
cơ học lí thuyết. Đalămbe là một trong 
những người đặt nền móng cho môn "Vật lí 
M thuyết", trong đó ông thiết lập và giải 
phương trình chuyển động ngang của dây 
đàn. Ông cũng đóng góp rất nhiều cho việc 
thiết lập môn lí thuyết hàm biến phức. 

Đalămbe còn có nhiều công trình về Triết 
học và có nhiều công trình đặc biệt về lí 
thuyết Âm nhạc và Thẩm mĩ học. 


KACLƠ GAUXƠ 


(1777 


Tôi đã học tính trước khi học nói - Kaclơ 
Pridorich Gauxơ thường nói như vậy đớ. 

Người được mệnh danh là "ông vua toán 
học” này sinh tại Brau-sơvây nước Đức, 
trong gia đỉnh người sửa ống nước kiêm 
nghề làm vườn. Hồi nhỏ cậu đã biểu hiện 
một khả năng kì lạ về tính nhẩm. Khi vừa 
học nơi, cậu đã hành hạ những người xung 
quanh bàng những câu hỏi : 

~ Cái gì đây ? Thế còn cái này ? ... Cầm cuốn 
sách trong tay, nhìn những kí hiệu và hỏi 
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TƯƠNG QUAN 
- 1855) 
- Mẹ ơi ? Cái gì đây ? 
- Chữ đấy 
- Để làm gì ? 
¬ Để đọc 


~ Ö, thế mẹ đọc đi 

Gauxơ rất ngạc nhiên : Từ những "chữ 
cái" lập thành "từ”, từ những "từ" thành "câu” 
và những câu đó lại có thể kể về bao nhiêu 
chuyện thú vị ! 

- Mẹ dạy con đọc đi. 


- Không được đâu, nhóc ạ ! Dợi ít nữa 
mẹ dẫn vào trường, ở đó tha hồ mà tập đọc. 

Nhưng Gauxơ không chịu đợi. Bằng cách 
hỏi han cậu học thuộc lòng những chữ cái, 
và chẳng cẩn người lớn giúp, cậu học đọc. 

Người ta còn kể một câu chuyện như 
sau : Cha Gauxơ thường nhận thầu khoán 
công việc để cải thiện đời sống. Ông thường 
thanh toán tiền nong vào chiều thứ bảy. Lần 
ấy ông vừa đọc xong bảng thanh toán thì từ 
phía giường trẻ có tiếng Gauxơ : 

- Cha ạ, cha tính sai rồi, phải thế này 
mới đúng... Mọi người không tỉn nhưng cứ 
kiểm tra lại thÌ người đúng quả là Gauxơ. 

Bảy tuổi Gauxơ đến trường. Nhục hình 
thân thể là một "quốc sách" hồi đó. Thầy 
giáo Biutnhe luôn cầm trong tay chiếc roi 
ngựa và chiếc roi vẫn "nhảy múa" trên lưng 
những học sinh biếng nhác, đôi khi nó cũng 
được tặng cho cả Gauxơ vì lúc đầu cậu không 
có gì phân biệt với các trò khác. 

Nhưng tình hình thay đổi khác hản khi ở 
trường bát đầu dạy môn số học. Ngay từ giờ 
dầu tiên Gauxơ đã vượt hẳn lên trước con mắt 
của người thầy giáo nghiêm khác. Một lần thầy 
giáo cho tÌm tổng của tất cả các số nguyên từ 
1 đến 100. Khi thầy giáo vừa đọc và phân tích 
xong đầu bài thì đã nghe giọng Gauxơ 

¬ Em giải xong rồi. 

Thầy giáo dạo quanh các bàn và không 
hề để ý đến Gauxơ, nói một cách chế nhạo : 

- Kaclơ, chác em sai rồi đấy : Không thể 
giải quá nhanh bài toán khó như vậy được đâu. 

- Thầy tha lỗi cho em ! Em giải rất đúng 

- Nào, chúng ta thử xem nó đúng đến 
mức nào ! Nhưng nếu nó sai ? - Thầy giáo 
đập đập chiếc roi một cách đe dọa. 

Nhưng vị giáo viên hết sức ngạc nhiên 
khi kiểm tra thấy Gauxơ giải bài toán một 
cách hoàn toàn đúng đán mà cách giải lại 
cực kì độc đảo. 

- Kaclơ ! Em nói cho cả lớp nghe về cách 
giải của em đi ! ~ Thầy giáo ôn tồn nói. 

- Nếu chú ý một chút thì bài toán rất đơn 
giản. Em nhận thấy ở dãy số này các tổng 
hai số của từng cập số đứng cách đều phía 
đầu và phía cuối đều bằng nhau. Sử dụng 
tính chất đó, em cộng từng cặp : 

100 + 1, 99 +2, 98+ 3, v.v... 


Mỗi tổng đều là 101. Có 50 tổng như vậy 
nên kết quả sẽ là : 
101 x ð0 = 5050. 

Có thời kì Gauxơ còn mê cả triết học. 
Nhưng vào năm 19 tuổi ông đã quyết định 
trở thành nhà toán học. Khi ấy Gauxơ vừa 
học xong năm đầu ở trường đại học Tổng 
hợp Gớttinghen, đã giải được phương trình 
xl!” ~ 1 = 0 và đã đưa ra cách dựng đa giác 
đều 17 cạnh bàng thước kẻ và compa (Phát 
hiện này rất quan trọng nên sau này người 
ta đã khác trên mộ ông một đa giác đều 17 
cạnh nội tiếp trong một hình tròn, theo di 
chúc của ông). 

Gauxơ luôn chú ý cải tiến kĩ thuật tính 
toán và tài tính nhẩm của ông nhiều người 
phải phát ghen. Nhờ có nghệ thuật tính toán 
cao mà Gauxơ đã phát hiện ra một hành tỉnh 
mới, chỉ cẩn chịu khó gọt bút chỉ, chuyện đó 
thật thú vị : 

Vào đầu thế kỈ thứ XIX, một nhà thiên 
văn học người Ý đã phát hiện ra một hành 
tỉnh mới gọi là Xêrera. Ông quan sát được 
nó không lâu, sau đó nó dịch gần lại mát 
trời và lẫn vào những tia sáng mặt trời. 
Những thí nghiệm của chính nhà thiên văn 
này và các nhà thiên văn khác không đạt 
kết quả nữa. Họ không nhìn thấy được nó ở 
chỗ mà theo dự đoán nớ phải ở. Các viễn 
kính đều bất lực ! Sử dụng những số liệu 
quan sát ban đầu, Gauxơ đã tính được quỹ 
đạo của hành tỉnh mới này, chỉ ra vị trí của 
nó với một độ chính xác cao. Khi các nhà 
thiên văn hướng ống kính vào đó, quả thấy 
Xêrera. Về sau, theo cách này, người ta tìm 
ra rất nhiều hành tỉnh mới khác. 


Sau công trình thiên văn học kiệt xuất 
này Gauxơ bát đầu được xem như một nhà 
toán học vi đại của thế giới và được tôn là 
"cây đại thụ" của trường đại học tổng hợp 
Góttinghen, 

Gauxơ cũng là người đi tiên phong trong 
hình học phi Ócolit. Khơ cớ thể chỉ ra một 
ngành nào của toán học lí thuyết cũng như 
thực hành mà ở đớ lại không có những đóng 
góp của Gauxơ. 

Gauxơ không phải chỉ là biểu hiện của 
một thiên tài bẩm sinh mà là sự kết hợp chặt 
chẽ giữa thiên tài đó với tỉnh thần lao động 
cần cù, say mê, liên tục. 

ĐĂNG HẤN 
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ĐÔMINIC ARAGÔ 
(1786 - 1853) 


Đôminic, Aragô là nhà toán học, nhà vật 
lí, nhà thiên văn học nổi tiếng người Pháp. 
Thuở bé Aragô rất ham thích văn học, cậu 
say sưa đọc sách văn học. Nhưng một sự việc 
bất ngờ đã làm đảo lộn sở thích của cậu. Một 
hôm, dạo chơi ở ngoại ö thành phố, cậu gặp 
một viên sĩ quan đang chỉ huy một đội công 
binh sửa chữa pháo đài. 8ï quan rất trẻ. 
Trong bộ quân phục mới tỉnh viên sĩ quan 
trông đẹp như một người ở trong tranh vậy. 
Aragô dừng chân đứng xem đội công binh 
làm việc hết sức tấp nập đưới sự chỉ huy của 
viên sĩ quan trẻ tuổi trẻ này. Cậu rất thích. 

Lấy hết can đảm, Aragô bước lại gần viên 
sĩ quan và hỏi : 

~ Thưa ông, làm sao ông có thể trở thành 
sỉ quan sớm như vậy ? 

- Tôi tốt nghiệp trường Bách Khoa - viên 
sỉ quan vui vẻ trả lời. 

Aragô hỏi viên sỉ quan về trường Bách 
Khoa, về điều kiện vào trường này. 5au khí 
được biết trong thư viện của trường mình có 
bản quy chế tuyển sinh của trường Bách 
hoa, Aragô cảm ơn viên sỉ quan, rồi chạy 
thẳng một mạch đến thư viện trường. Ö đây 
cậu đã đọc ngấu nghiến bản quy chế ấy. 
Trong phần đầu bản quy chế nơi rằng 
Trường Bách Khoa do nhà bác học vi đại 
Pháp Mônggiơ tổ chức ra, và những giáo sư 
ưu tú nhất của nước Pháp giảng đậy ở đâyC), 

Từ đó Aragô mất ăn mất ngủ. Cậu đặt 
quyết tâm vào học ở trường Bách Khoa. 
Hứng thú say mê văn học không còn để lại 
một dấu vết gì nữa. Ở trường, Aragô chăm 
chú lắng nghe những giờ toán học. Song cậu 
Aragô trẻ tuổi biết rằng những bài học này 
hình như chưa được đầy đủ. Khối lượng kiến 
thức mà trường Bách Khoa yêu cầu còn rộng 
lớn hơn rất nhiều. Aragô quyết định tự học. 
Cậu tìm đọc những cuốn sách trong chương 
trình cớ nói tới và tự mỉnh nghiên cứu 
những sách đó, không có sự giúp đỡ của 
thầy. 

Khi đọc những tác phẩm của Lơgiăngđrơ, 
của Lacbroa và những tác giả khác, Aragô 
có lúc đã gặp khá nhiều khó khản. Những 
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lúc đó cậu chạy đến gặp Râynai - một người 
rất yêu thích toán học, bao giờ cũng giành 
thì giờ nhàn rối của mình để đọc sách toán 
Cậu nhờ Raynai giải đáp cho những thắc 
mắc những chỗ khó hiểu. "Con người tuyệt 
vời này bao giờ cũng giúp tôi bằng những lời 
chỉ bảo rất quý báu, - Aragô viết - nhưng 
thật ra người thầy giáo thực sự của tôi là tờ 
bìa cuốn "Dại số" của Garne. Đó là một tờ 
bìa màu xanh da trời, ở phía sau tờ bìa đơ 
tôi tìm thấy lời khuyên sau đây của 
Đalămbe, giành cho các bạn trẻ gặp những 
khó khăn trong khi học toán : "Bạn hãy tiến 
bước, hãy tiếp tục đi lên, rồi bạn sẽ có được 
niềm tỉn”. 

Những chữ này làm tôi nẩy ra ý nghỉ : 
Mình không bao giờ được chùn bước trước 
những khó khăn gặp phải, và tôi áp dụng nó 
như một chân lí bất đi bất dịch, tôi tiếp tục 
tiến bước, và thật kì lạ thay, ngày hôm sau 
tôi hoàn toàn hiểu được tất cả những gÌ mà 
ngày hôm trước đối với tôi còn mù mịt”. 

Sau một năm rưỡi Áragô đã nắm vững 
tất cả các môn mà điều kiện nhập học 
trường Bách Khoa yêu cầu. 


Cuối cùng, ngày thi đã đến. Aragô cùng 
đi thi với một người bạn, người này cũng rất 
khao khát được học ở trường Bách Khoa như 
Aragô. Bạn của Aragô được vào thi trước, 
song vì rút rát anh này đâm ra ấp úng, nhầm 
lẫn, phát biểu sai và thế là bị hỏng. Ngay 
sau đớ Aragô được gọi lên bảng. Aragô bình 
tỉnh, dũng cảm trả lời những câu hỏi của 
giám khảo. Giữa giám khảo và người thi đã 
xảy ra đoạn đối thoại kÌ lạ sau đây : 

Giám khảo ; Nếu anh sẽ trả lời như bạn 
của anh, thì tôi có hỏi anh cũng chỉ phí sức 
thôi. 


Aragô : Bạn tôi biết nhiều hơn những gì 
anh ta đã trà lời. Tôi bi vọng sẽ gặp may 
hơn và tôi sẽ trả lời được những câu hỏi của 
ông, nếu như tôi không bị mất tỉnh thần vÌ 
những câu hỏi đó, 


« Trường Bách Khoa lä trung tâm khoa học của nước 
Pháp lúc bấy giờ. 





Giớm khảo : Kẻ đốt nát bao giờ cũng vin 
vào cớ mất tỉnh thần. Để khỏi làm anh xấu 
hổ, tôi đề nghị anh sẽ không dự thi nữa. 


Aragô : Tôi lấy làm xấu hổ vì ý kiến của 
ông về tôi. Ông cứ hỏi tôi. Đơ là nghĩa vụ 
của ông. 


Giám khảo : Anh hơi làm cao quá đấy ! 
Dược, bây giờ chúng ta hãy xem anh có 
quyền đó không. 

Aragõ : Tôi sẵn sàng chờ đợi những câu 
hỏi của ông. 

Giám khảo đưa ra một câu hỏi hình học, 
Aragô trả lời rất tốt và đã làm thay đổi định 
kiến của giám khảo. Câu hỏi sau về đại số : 
giải một phương trình bằng số. Aragô đã đọc 
tác phẩm của Lagðrăng và nắm rất chắc. 
Anh phân tích tất cả những phương pháp đã 
biết và giải thích ưu điểm và nhược điểm 
của những phương pháp đó : phương pháp 
Niutơn, phương pháp đây số tăng, phương 
pháp Hên phân số. Ánh trả lời suốt một giờ. 

Thấy rõ sự chuẩn bị kỉ càng về toán của 
Aragô, giám khảo từ chỗ nghỉ ngờ chuyển 
sang có thiện cảm, ông lớn tiếng nói : 

¬ Bây giờ tôi có thể coi như việc hỏi thi 
đã xong, nhưng tôi muốn nghe anh trả lời 
câu hỏi nữa. 

Một câu lấy ở cuốn "Lí thuyết giải tích 
hàm số" của Lagòräng, còn câu hỏi kia lấy 
ở cuốn "Cơ khí giải tích" của cùng tác giả. 
Aragô đã trả lời cả hai câu hỏi rất xuất sắc. 

Aragô đứng trên bảng suốt hai giờ mười 
lăm phút. Giám khảo bước đến ôm chặt anh 
và trịnh trọng tuyên bố : 

-~ Tên anh sẽ được xếp hàng đầu trong 
danh sách trúng tuyển 


Aragô học tập ở trường Bách Khoa rất 
kết quả. Đặc biệt những kiến thức toán học 
của anh rất sâu sắc. Điều này có thể thấy 
rõ qua một kì thi cuối học kì. Lần này giám 
khảo là nhà hình học nổi tiếng Logiängdrơ, 
những bài giảng hình học của Lơgiăngdđrơ 
được phổ biến rộng rãi không những ở nước 
Pháp mà còn ở nhiều nước khác, riêng ở Nga 
cho đến tận nửa đầu thế kỉ XIX vẫn được 
dùng làm sách giáo khoa. 


Aragô bước vào phòng thi đúng lức người 
ta khiêng từ đó ra một sinh viên vừa bị ngất. 


Aragô đoán rằng tình hình này có lẽ phần 
nào sẽ làm giảm bớt nhiệt tình hỏi thi của 
ông Lơgiăngđrơ, song sự việc xẩy ra ngược 
lại. 

Cuộc thi bất đầu. Lơgiangdrơ đưa ra một 
câu hỏi đòi hỏi kiến thức về tích phân bội. 
Khi Aragô bát đầu trả lời câu hỏi này thì 
Lơgiăngđrơ liền ngất lời anh và nóới : 

- Anh dùng một phương pháp mà giáo sư 
của anh không nơi tới. Vậy anh đã đọc 
phương pháp đó ở đâu ? 

~ Ở một trong các cuốn sách của ông - 
Aragô bình tĩnh trả lời. 

- Ảnh hãy nói rõ tại sao anh chọn phương 
pháp đó ? Chác không phải để làm vui lòng 
tôi và đem lại lợi Ích cho anh chứ ? 

~ Không, tôi hoàn toàn không nghĩ như 
vậy. Tôi sử dụng phương pháp này, bởi vì tôi 
nghỉ đó là phương pháp tốt nhất. 

—- Nếu anh không giải thích rõ phương 
pháp đớ tốt ở chố nào, thì tôi sẽ cho anh 
điểm xấu, Ít nhất là vì tính nết của anh. 

Aragô đi vào chỉ tiết và chứng minh rằng 
phương pháp của Lơgiãngđrơ về mọi mặt rõ 
ràng hơn và hợp lí hơn phương pháp của 
Lacờroa trong bài giảng trên lớp. 

Lơgiăngđrơ rất hài lòng về câu trả lời của 
Aragô và cuối cùng Lơgiängđrơ đạt một câu 
hỏi về cơ khí. 

- Câu hỏi này tôi coi là dễ, Aragô tuyên 
bố. 

Được, tôi sẽ làm nó trở nên khó hơn. Anh 
hãy giải bài toán với những điều kiện bổ 
sung sau đây, 

Nhưng ngay cả với những điều kiện bổ 
sung, bài toán vẫn được giải tốt. Rốt cuộc 
Aragô đã giành được thiện cảm của vị giám 
khảo khó tính. 

Từ đó Løgiàngđrơ rất mến cậu học sinh 
dũng cảm và coi Aragô như một người bạn 
gần gũi. 

Cuộc đời hoạt động khoa học say mê liên 
tục, tác phong học tập nghiên cứu hết sức 
sâu sắc, tỉnh thần bền bỉ nhẫn nại vượt khớ 
của Aragô là một tấm gương sáng cho chúng 
ta học tập. 


LÊ PHONG 
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CÁC NHÀ NỮ TOÁN HỌC THẾ GIỚI 


Chúng ta được nghe kể chuyện về nhiều 
nhà toán học, nhưng riêng về các nhà nữ 
toán học thì chúng ta biết rất Ít. 

Nhân dịp kỈ niệm ngày phụ nữ quốc tế 
chúng tôi xin giới thiệu với các bạn tiểu sử, 
các công trình nghiên cứu, các hoạt động của 
một số nhà nữ toán học thế giới. 

Nếu tìm hiểu ki lịch sử toán học thì ta 
biết được : số nhà nữ toán học rất nhiều, ở 
nhiều nước, ở các thời đại. 

Có thể nơi nhà nữ toán học đầu tiên là 
Ghipachiaf), người Hy Lạp sống ở thành 
Alexandơri từ nam 370 đến năm 415, 
Chipachix là con nhà khoa học Zđôn 
Alexandoriixkii, Ghipachia nghiên cứu nhiều 
ngành : toán học, thiên văn học, y học, triết 
học. Bà đã viết bình luận về tác phẩm "Số 
học” của Điôphảngơ và tác phẩm "Thiết 
diện cônie" của Appolôniút. 

Nửa đầu thế kỉ 18, ở Pháp có Emilơ dơ 
Sátơ. Bà đã dịch từ tiếng La-tinh ra tiếng 
mẹ đẻ tác phẩm nổi tiếng của Niutơn 
"Những nguyên lí toán học của triết học tự 
nhiên". Túc phẩm này nghiên cứu về sự hấp 
đẫn của vũ trụ và những nguyên tắc về cơ 
học cổ điển. Bản dịch này rất được hoan 
nghênh và được bổ sung thêm lời bình luận 
của nhà toán học nổi tiếng người Pháp là 
A. Kierô. 

Người phụ nữ Pháp thứ bai nghiên cứu 
nhiều về toán ở thế kỉ 18 là Mf@ria 
Lanlando. Bà đã cộng tác với chồng và em 
mỉnh lập nên bảng lượng giác được mang 
tên là "Bảng Lanlando". 

Về phương pháp tính toán thì phải kể đến 
một người phụ nữ Pháp nữa là Góctendia 
Lopối. 

Ở Ý thì có Moria Goetana Anedi (1718 - 
1799) là người phụ nữ đầu tiên trên thế giới 
được phong là giáo sư toán ở trường đại học. 
Bà đã viết : "Giáo trình giải tích dùng cho 
thanh niên Ý", trong đó bà đưa phương pháp 
chứng minh độc đáo về nhiều định lí. Tên 
bà được vinh dự đặt tên cho một loại đường 
cong gọi là đường cong Anêdi. 
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Nhà nữ toán học người Anh là Äeri 
Xômecuin (1780 — 1872) vẫn thường liên lạc 
thư từ với các nhà toán học xuất sắc, trong 
đó có Galilẻ, Laplaxơ, Aragô, v.v... bà có viết 
một số sách về thiên văn, vật lí học và dịck 
ra tiếng mẹ đẻ tác phẩm nổi tiếng củ: 
Lapiaxơ về "Cơ học các thiên thể". Học trì 
của bà là Abø Bairón (1815 ~ 1852), con gá 
độc nhất của nhà thơ nổi tiếng người Anl 
Bairôn, cũng trờ thành nhà nữ toán học đặc 
biệt nghiên cứu về máy tính. 

Sang thế kỉ 19, ta chú ý đến ba nhà nữ 
toán học : Xôphia Giécmen (1776 - 1831) 
Äôphia Côuaiepxcoia (1850 — 1891) Emm 
Nête (1882 - 1985). 

Xôphia Côualepxcaia(*°), nhà nữ toán học 
người Nga đã có những công trình nghiêtr 
cứu quan trọng về lí thuyết các phương trình 
đạo hàm riêng, về việc đưa tích phân ABen 
loại ba về các tích phân Elíptíc, nghiên cứu 
và nhận xét bổ xung công trình của Lapiaxo 
về dạng của vành sao Thổ. Với các công 
trình này bà đã được trường Đại học 
Góttinghen cấp bằng tiến sỉ hạng ưu. Ngoài 
ra bà còn nghiên cứu cả vật lí và văn học. 

Emmi Nét sinh ngày 23-3-1882 ¿ 
Aclanghen và bảo vệ luận án tại đớ năm 
1907. Năm 1916, N#fe dời về Gottinghen, 
thành phố nổi tiếng của nước Đức, một thời 
kì được xem là trung tâm toán học. Nête 
nghiên cứu phương hướng mới về "Đại số đạ 
cương và Triu tượng" từ năm 1920. 

Năm 1922 - 1923 Nête là giáo sư của 
trường Đại học Gớttinghen. Nête là mội 
nhân vật có sức cảm hóa mọi người, giac 
thiệp rất rộng. Trong khoảng 10 năm NWêứ‹ 
đã cộng tác chặt chẽ, có quan hệ hữu nghị 
với các nhà toán học Xô-viết. Năm học 192£ 
đến 1929, bà viết giáo trình cho trường Đại 
học Matscơva. Đến năm 1933, dưới chính 
quyển phản động của Hítle, N#/e và một sể 
lớn nhà toán học có tiếng tam của Gớttinghen 
đã bị thải khỏi các trường Đại học và bị trục 
xuất ra nước ngoài. 


* Xem báo Toán học tuổi trẻ số 2ó, tháng 11- 1966. 
*s Xem Toán học tuổi trẻ số 4 tháng 1 - 1965. 


N¿te phải sang Mi và mất tại đấy ngày 
14-4-1985, 

Nữ toán học Pháp Xóphia Gieemen là ân 
nhân của nhà toán học Đức vỉ đại Gaoxơ 
(1777 - 1855) 

Xôphia hơn Gaoxơ một tuổi. Họ không 
gặp nhau bao giờ và Xóphia đã mất ở Pari 
trước khi trường Đại học Gớttinghen tặng 
Xôphia học vị tiến sĩ danh dự do Gaoxơ đề 
nghị cho bà. 

Xôphi¿ nghiên cứu nhiều về âm học, lí 
thuyết toán học về sự đàn hồi, số học cao 
cấp. Xóphia đều có công trình quan trọng về 
các linh vựe trên. 

Khâm phục tác phẩm "Nghiên cứu về số 
học" của Gœoxơ, Xôphia thường liên lạc với 
Gaoxơ bằng thư về những nhận xét của mình 
đối với môn số học. Vì "sợ" rằng Gœoxơ, nhà 
toán học ví đại có thành kiến của xã hội 
đương thời đối với người phụ nữ nghiên cứu 
toán chăng ( !), nên khi gửi thư cho Gaoxơ, 
Xóphia thường kí tên là người đàn ông (M, 
Lơbơ lăng). Gaoxơ nhận các thư này rất coi 
trọng M. Lơobơiäng mãi sau người ta mới biết 
rằng M. Loơboläng là tên giả của Xóphia, khi 
ÄXôphia có dịp sang Đức để cứu giúp cho 
Gaoxơ. 

Lúc ấy, quân Pháp đến chiếm Hanôvơrơ 
mà Gøozơ còn ở đấy, Bà không muốn lịch sử 
toán phải ghỉ một thảm họa thứ hai, bà 
không muốn Gaozơ bị giết khi quân Pháp 
chiếm Hanôvơrơ ; như trước đây, Acsiméi, 
nhà toán học cổ Hy Lạp bị quân La Mã giết 
ở Xiracuyt năm 212 trước công nguyên ; bà 
đã xin vị đại tướng Pháp tha cho Gaoxơ. 

Biết như vậy, Gøoxơ rất khâm phục về 
hành động của Xóphiœ và ghi nhớ sâu sắc 
mãi ân huệ ấy, 

Trong bức thư ngày 30-4-1807, Gaoxơ 
cám ơn Äóphiø vô cùng và đặc biệt ca ngợi 
lí thuyết số của Xóphia. 

Qua tiểu sử và cống hiến của Ghipachia' 
Côualepxcaia, Nete, Giécmen v.v... chúng ta 
thấy khả năng của phụ nữ trước đây cũng 
rất to lớn. 

Giai đoạn toán học hiện đại lại càng có 
rất nhiều nhà nữ toán học. Th có thể kể tên 
một số nhà nữ toán học ngày nay : Ở Ý có 
Maria Pácxtôri (nghiên cứu về giải tích 
tenxơ) và Maria Sicuini S@bdraeriô (về 
phương trình vi phân). 

Ö Pháp có Giacơlina Lêlông—Phecran (về 
lí thuyết hàm phức). 


Ở Thụy Điển có Xôphia Picaro (vẽ Ì\í 
thuyết. nhóm). 

Ở Anh có Ghang Nêiman (về lí thuyết 
nhóm). 

Ở Rumani có Vêrơ Léb@dep Minie (lí 
thuyết hàm) v.v... 

Ö Liên Xô gần đây và hiện nay có nhiều 
nhà nữ toán học nổi tiếng : Nữ giáo sư Bêrg 
Jôxiphốpna Sip và Ecatêrina Alereepna 
Narút-Kina (1895-1940), viện sĩ nghiên cứu 
các vấn để toán học thực nghiệm với các 
công trình liên quan đến thủy động học và 
sự thẩm thấu ; nữ giáo sư Niwø Caclôpna 
Bar: (1901 — 1961) nghiên cứu lí thuyết hàm 
thực và các chuối lượng giác. Liu¿miia 
Wxeuôlođôpnag Kendutaø nghiên cứu về lí 
thuyết hàm và tôpô. Onga Alexandơrôpna 
Ladưsenxcaia là nữ giáo sư trường đại học 
Lêningrat chuyên nghiên cứu về phương 
trình vi phân ; nữ giáo sư Ôngz Acxenepna 
Ôl@inic, nữ giáo sư Xôphia Alexandorôpna 
Jnôpxcaia có những công trình nghiên cứu 
về lịch sử và triết học trong toán học v.v... 

Như vậy, chúng ta thấy các nhà nữ toán 
học ở thế giới rất nhiều, ở nhiều thế kỉ. 
Ngoài toán học, họ còn hoạt động ở nhiều 
ngành khác nữa (vật lí, thiên văn, triết học, 
văn học v.v..). Riêng trong toán học, họ 
nghiên cứu nhiều ngành khác nhau, ngành 
nào cũng có phụ nữ nghiên cứu. Tất cả nói 
lên khả năng to lớn của phụ nữ trong việc 
nghiên cứu khoa học nói chung và toán học 
nói riêng. 

Dưới chế độ cổ xưa, chế độ phong kiến và 
tư bản, xã hội còn coi thường phụ nữ như 
cấm phụ nữ bọc và dạy ở các trường đại học, 
không tạo điều kiện cho phụ nữ làm công 
tác nghiên cứu khoa học. 

Nhưng dưới chế độ xã hội chủ nghĩa của 
chúng ta, nam nữ được hoàn toàn bình 
quyền, bình đẳng. Đảng và Chính phủ rất 
động viên phụ nữ đi sâu vào nghiên cứu khoa 
học kí thuật. 

Đó là những điều kiện rất thuận lợi cho 
phụ nữ chúng ta trong việc học tập, nghiên 
cứu, hoạt động cho khoa học nói chung và 
toán học nói riêng. 

Chỉ cần cớ một hoài bão lớn về toán học, 
có một quyết tâm cao, có sự tu dưỡng mạnh 
mẽ, các bạn nữ sinh có thể đạt được ước mơ 
trở thành người nghiên cứu toán học, góp 
phần phục vụ tích cực cho Tổ quốc, cho nền 
toán học nước ta. 


QUỐC TRINH 
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MỘT CHIẾN CÔNG 


CỦA Ý CHÍ 


Một cậu bé chưa biết đọc A, B, C, nhưng 
đã biết tính cộng, rồi vào trường, cậu say mê 
toán học, ao ước muốn được học nhiều toán, 
đọc nhiều sách toán. Nhưng bỗng một tai 
nạn đến với cậu, cậu bé bị mù cả hai mắt. 

Đó là vào năm 1922... và cậu bé đó là 
Pôntriagin, khi ấy mới 14 tuổi. Làm thế nào 
bấy giờ ? Cậu bé rất say mê và tha thiết 
muốn được tiếp tục học toán ? Chúng ta 
cũng đã từng biết có những người mù trở 
thành nhà văn, nhà thơ, trở thành nhạc sĩ, 
Nhưng còn trở thành một nhà toán học ? 

Thế rồi, với một nghị lực và ý chí phi 
thường, cậu thiếu niên Pôntriagin tiếp tục 
đến lớp nghe giảng, và về nhà tự học với sự 
giúp đỡ của mẹ. Năm 1925, sau 4 năm bị 
mù, Pôntriagin vào học khoa toán trường đại 
học Lômônôxốp. 

Trong thời kì sinh viên, Pôntriagin đã tô 
ra xuất sắc. Pôntriagin có thể nhớ được những 
bài giảng. những công thức phức tạp nhất. 
Tập trung tư tưởng nghe ở lớp, nhớ lấy, và 
nhớ lại một lần ở nhà vào buổi tối, đó là cách 
học của Pôntriagin. Trong thời gian này, bà 
mẹ của Pôntriagin đã hoàn toàn thay thế cho 
đôi mắt của con, đóng vai trò thư kí cho con. 
Với một giọng êm nhẹ, bà đọc các tài liệu, các 
tạp chí chuyên môn cho con nghe, viết hộ con, 
và chính bà, một người thợ may bình thường, 
để làm được công việc này, đã phải gian khổ 
trong nhiều năm, học nhiều tiếng nước ngoài 
để phục vụ con. 
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Vào năm 1927, khi mới 19 tuổi, Pôntriagin 
đã có 2 công trình nghiên cứu. Sau khi tốt 
nghiệp đại học. Pôntriagin về công tác tại 
Viện toán Stêklốp, đồng thời giảng dạy tại 
trường Đại học Lômônôxốp Sau đó 
ĐPôntriagin đã bảo vệ luạn án tiến sỉ toán lí 
của mình một cách xuất sắc. Năm 30 tuổi, 
Pôntriagin được bầu làm viện sĨ thông tấn 
của viện hàn lâm khoa học Liên-xô, và 20 
năm sau, Ông trở thành viện sỉ chính thức. 

Pôntriagin đã nghiên cứu rất nhiều lĩnh 
vực khác nhau của toán học và đã đặt nến 
móng cho nhiều phương hướng mới của toán 
học. Một đặc điểm nổi bật là viện sĩ 
Pôntriagin không chỉ bó hẹp hoạt động của 
mỉnh trong các vấn đề lí thuyết. Tất cả các 
công trình nghiên cứu của ông đều cớ liên 
quan chặt chẽ với sản xuất và những vấn đề 
do nó đặt ra. Chính các công trình của ông 
trong linh vực điều khiển tự động đã được 
sử dụng trong nhiều ngành kỉ thuật, trong 
việc điều khiển tên lửa. Năm 1962, do những 
thành tựu suất sắc của ông trong lĩnh vực 
điều khiển tự động, Pôntriagin đã được trao 
tặng giải thưởng Lênin, giải thưởng khoa 
học cao nhất hàng năm của Liên-xô. 

Trong 40 năm liền, Pôntriagin giảng dạy 
tại trường đại học Lômônôxốp, và đã đào tạo 
được một số lớn các nhà toán học trẻ tuổi, 
nhiều khả năng. 


Đã làm công tác nghiên cứu và giảng dạy, 
người ta thấy Pôntriagin ngồi suy nghĩ hàng 
buổi, bên cạnh máy đánh chữ nổi và máy ghi 
âm. Trong khi lên lớp, với một khả năng kì 
diệu, Pôntriagin đã giảng bài, nhấn mạnh 
các chỗ cần nhấn mạnh, đưa ra các lập luận 
táo bạo, và một cộng tác viên của ông giúp 
ông viết những điều cần viết lên bàng. 

Pôntriagin là một trong những nhà toán 
học suất sác nhất của Liên-xô. 


Các bạn trẻ ! các bạn là những người ham 
thích toán học, muốn được học nhiều, ao ước 
có nhiều điều kiện để học toán. Tất nhiên 
trong số các bạn, cũng có người gặp khó 
khăn này, gặp trở ngại khác : khó khăn vì 
phải mất nhiều thời giờ giúp đỡ gia đình, 
khơớ khăn vì thiếu sách, thiếu thầy, hoặc vì 





bệnh tật, đau ốm. Nhưng xin hỏi nhỏ các 
bạn : các bạn đã quyết tâm vượt qua các khó 
khăn đó chưa ? có bao giờ các bạn tự hỏi, 
các khó khăn của mình có thể so sánh với 
các khó khăn của Pôntriagin không nhỉ ? Và 
chúng ta đã cố gắng đến mức độ nào so với 
các cố gắng của Pôntriagin ? 


Các bạn trẻ, nếu các bạn thật sự ham 
thích toán học và có một quyết tâm thì các 
bạn sẽ cớ rất nhiều sáng kiến khắc phục mọi 
khó khăn, và không có trở ngại nào lại 
không thể vượt qua được. 


PHẠM TRÀ ÂN 
(Theo tạp chí Khoa học uà dời sống) 


GOTTRIT VINHEM LEPNIT 
(1646 - 1716) 


Hồi thế kỈ thứ 17, ở châu Âu có cuộc 
tranh luận lớn, vượt ra ngoài phạm ví một 
nước về một phát minh toán học. Ái là người 
đầu tiên phát minh ra phép tính vi phân và 
tích phân ? * Niutơn hay Lépnit ? Đó là vấn 
đề được tranh cãi hết sức sôi nổi trong nhiều 
năm và còn tiếp diễn trong những năm của 
thế kỉ sau nữa. Tham gia cuộc tranh cãi này 
không chỉ có các nhà khoa học, nhiều người 
thuộc các giới khác cũng nhiệt tình không 
kém. Ngày nay, người ta đều thống nhất 
rằng : Niutơn và LépníÍt - độc lập với nhau 
- đều là tác giả của phát minh nổi tiếng 
trên. Niutơn sớm hơn Lépnít, nhưng cách 
giải nhiều vấn đề của toán học cao cấp rõ 
ràng hơn, kÍ hiệu, ngôn ngữ sáng sủa hơn 
lại là công lao của Lépniít. Danh từ "vi phân", 
"tích phân", kí hiệu y` = ca (đạo hàm của 
y(x))... chính là do Lépnít nêu ra. 

LépníÍt sinh ở Lépdích (Đức) ngày 
1-7-1646 (trẻ hơn Niutơn 4 tuổi) và mất 
ngày 14-11-1716 ở Hanôvrd. 


Lépnit là con một giáo sư trường Đại học 
Lépdích, nhưng mồ côi cha từ năm lên 6. Mẹ 
ông, một người đàn bà thông minh tháo vát 
đã đảm nhận việc nuôi dạy ông với ý chí 
quyết tâm nuôi dạy con thành bác học. Ngay 
sau khi chồng chết bà xin cho con học ở một 
trong những trường tốt nhất ở Lépdích. 
Chính ở đây, khả năng sáng tạo-xuất hiện 
khá sớm ở Lépnít - đã được bồi dưỡng phát 
huy đẩy đủ. 





Mặc dù mồ côi cha từ nhỏ, Lépnít cũng 
đã kịp thừa hưởng ở cha lòng ham học. Ngay 
từ nhỏ, ngoài giờ học ở trường cậu bé LépnÍt 
miệt mài đọc sách trong thư viện của cha. 
Lópnít tự học tiếng Latinh đến năm 12 tuổi 
thì làm được thơ bằng thứ tiếng "hóc búa" 
này. Và cũng từ đó chuyển sang tự học tiếng 
Hylạp. Khi còn là một cậu bé 14 tuổi LépníÍt 
đã suy nghỉ liên miên về những vấn đề của 
lôgich, và ngay từ bồi đó đã đi đến kết luận 
rằng bài toán chân thực nhất của lôgich là 
phân loại tư duy của con người. Trong những 
năm còn ngồi trên ghế trường phổ thông 
LépnÍt đã mơ ước xây dựng một "ngôn ngữ" 
chung cho mọi khoa học. Ước mơ táo bạo 
này đã đưa LépnÍt sống vượt thời đại mỉnh 
hai thế kl, Ông đã đặt những viên gạch đầu 
tiên cho lôgich toán hiện đại, 


LépnÍt vốn là một nhà luật học. Năm 
1666 khi Niutơn đang đấm chỉm trong 


+ Tính vi phân và tính tích phân là hai phần chủ yếu 
của bộ môn giải tích toán học - một trong các bộ phận cơ 
bản của toán học cao cấp. Để các bạn có thể hình dung 
được môn này xin giới thiệu các khái niệm sau đây : 

Định nghĩa 1 — Vì phân của một hàm số là tích của đạo 
hàm của hàm số đó với số gia của biến số độc lập. Tức là 

đy = yˆ Áx 

Trong 4y kí hiệu vi phân của hàm số y. Vì đạo hàm của 


d 
x bằng 1 nên dx = Ax. và do đó dy = y'dx hay y` = 


Dịnh nghĩa 2~- Tích phân là phép tính ngược của phép 
tính vi phân. 

Tính vi phân và tính tích phân nghiên cứu cách tính. 
các tính chất và ứng dụng của vi phân và tích phân của các 
loại hàm số. 
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những suy nghỉ không dứt, thai nghén cho 
sự ra đời của phép tính vi tích phân và định 
luật vạn vật hấp dẫn thì Lépnít viết luận án 
chuẩn bị thi tiến sĩ luật. Nhưng ông còn trẻ 
quá : Đó là lí do người ta nêu ra để từ chối 
cấp học vị tiến sĩ cho Lépnít. Song nguyên 
nhân thực sự của việc thi trượt lại chính vì 
ông biết luật nhiều hơn một số đông giáo sư 
luật của trường Đại học Lápdích. 

Trong những năm đầu của thời kì sinh 
viên, Lépnít đọc rất nhiều sách triết, và ông 
nhận ra rằng để hiểu triết học "tự nhiên" 
của Eêple, Galilê và Ðáecác thì không thể 
không biết toán học. Cho nên ông đã nghe 
giảng toán. Song ông chỉ thật sự học toán 
từ năm 1672, dưới sự hướng dẫn của 
Huyghen (1629 - 1695)**, và cũng từ đó 
thiên tài của LépnÍt mới bát đầu thật sự biểu 
lộ trong toán học. Ngay trong những năm 
đầu sáng tạo toán học, LépnÍt đã làm ra máy 
tính và máy tích phân gần đúng""*. 

Phép tính vi tích phân là công trình lớn 
nhất của Lépnít. Chính bàng các phương 
pháp của phép tính này Lépnít đã giải quyết 
hàng loạt vấn đề mà các bác học khác cùng 
thời không làm nổi. 

Những người cùng thời kể lại rằng, 
Lápnít người tầm thước gầy và xấu trai. Ông 
thường đeo bộ tóc giả mầu đen, và vì vậy đã 
xanh càng thêm xanh. Và, nhự người ta 
thường nói, ông không có "tướng" bác học. 
Một lần, lúc còn ở Pari, khi Lépnít hỏi mua 


một tác phẩm triết ở một hiệu sách thì người 
bán hàng ngắm ông từ đầu đến chân rồi hỏi : 
"Ông mua để làm gì ? Phải chăng ông đọc 
được sách này ?". LépnÍt chưa kịp trà lời thì, 
ngẫu nhiên, tác giả quyển sách ấy bước vào 
và lớn tiếng : "Kính chào Lépnít vi đại !". 
Người bán sách vô cùng ngạc nhiên. Anh ta 
không sao ngờ được rằng người đàn ông gầy 
gò xấu xí này lại chính là Lépnít, người được 
các bác học Pari hết lòng khâm phục. 

Có thể nơi, nhiệt tỉnh tự học và lòng say 
mê phát minh là những nét đặc trưng lớn 
của Lépnít. Chính ông đã viết "Có hai điều 
đem lại cho tôi lợi ích nhất. Trước hết, thẳng 
thắn mà nói, tôi đã tự học mọi khoa học. 
Điều thứ hai là tôi luôn luôn lao vào tìm 
kiếm những điều mới mẻ ngay lúc vừa mới 
hiểu được những khái niệm đầu tiên của mỗi 
khoa học...", 

Bất kì ở đâu, bất kỉ lúc nào và bất kể 
trong những điều kiện như thế nào Lépnít 
cũng vẫn đọc, viết và suy nghĩ sáng tạo 
không ngừng. Ông đã viết phần lớn tác 
phẩm toán học ngay trên chiếc xe ngựa chạy 
dọc những con đường "bò đi" của châu Âu ở 
thế kỈ thứ 17. Và kết quả của sự lao động 
không ngừng ấy để lại cho đời sau những 
công trình bất hủ. 

Lépnít không chỉ là một nhà toán học vĩ 
đại. Ống còn là luật gia, nhà thơ, nhà văn, 
sử gia... 

VŨ TUẤN 


CĂNGTO (1845 - 1918) 
(Ferdinand louis Philippe Cantor) 


Cangto là nhà toán học cuối thế kỉ thứ 
19 đã có nhiều cống hiến trong việc xây dựng 
cơ sở cho toán học hiện đại. 

Căngto sinh ngày 3 tháng 3 năm 1845 tại 
tỉnh Xanh Pêtexbua (Nga). 

Gia đỉnh Căngto là một gia đình nghệ sĩ - 
Bà mẹ là nghệ sĩ, em trai Căngto chơi đương 
cầm có tiếng, em gái Cangto là hoạ sĩ. Căngto 
có chịu ảnh hưởng của gia đình nhưng vẫn cớ 
nhiều ước mơ về môn toán và triết học. 
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Thuở bé, Căngto say sưa học tập nên tiến 
bộ rất chóng và rất giỏi toán. Thi năng và 
lòng say mê toán học ở Càngto phát triển 
rất sớm. 


** Christian Huyghens (1629 - 1695) — Nhà vật lí hòa 
lan lớn nhất thời bấy giở. Công trình nổi tiếng của ông là 
lỉ thuyết về sự truyền sóng của ánh sáng và lí thuyết về con 
lắc. Ông cũng là một nhà toán học. 

*++ Chiếc máy tính đầu tiên, đo Dềcác chế tạo năm 
1614, chỉ cộng trử được các số. Năm 1694 Lépnit làm ra 
máy Lính, thực hiện được cả 4 phép tính số học. 


Sau khi học riêng với một thầy giáo dạy 
tư thì Căngto theo học một trường tiểu học 
ở Pêtexbua. Khi gia đình rời sang Đức, 
Căngto theo học các trường tư thục ở 
Franfo, Đacxtat rồi ở Vâayecbađen. 


Căngto ôm ấp hoài bão sẽ đi sâu vào toán 
học. Nhưng cha Căngto biết vậy bèn can 
ngăn và ép buộc Căngto phải hướng học tập 
để sau này trở thành kỉ sư, vì theo ý ông 
(một thương gia) nếu con mình là ki sư thì 
ông sẽ thu được nhiều lợi nhuận hơn. 


Năm 1860, ông viết thư cho Căngto nhác 
lại với Cangto hi vọng lớn lao của ông và 
của tất cả cô, bác, nội, ngoại của Căngto ở 
Đức, ở Đan Mạch và ở Nga ý như sau : "... 
Họ hàng ta không mong gì hơn là mong con 
trở thành một ki sư, và cớ thể về Sau, nếu 
chúa ban phước lành, con sẽ là ngôi sao sáng 
trên bầu trời sán lạn đành cho các kỉ sư”, 
Căngto không đồng ý với tham vọng của gia 
đình. 

Năm 17 tuổi, Căngto học xong bậc trung 
học và tỏ ra rất xuất sắc, đặc biệt là về môn 
toán. 


Bấy giờ thì cha Căngto đã suy nghỉ kỉ hơn 
và bằng lòng cho Căngto tiếp tục học sâu về 
toán. Căngto viết thư cho cha ý như sau : 
"Con rất sung sướng với cha đồng ý cho con 
theo đuổi hoài bão của con. Tâm hồn con, cơ 
thể con sống theo hoài bão ấy. 


Cha ạ khi người ta đã muốn thực hiện 
một điều gÌ và đã có sự thúc giục ở nội tâm 
thì người ta sẽ đạt được điều đó - con hứa 
với cha như vậy !". 

Căngto bắt đầu học đại học tại trường đại 
học Durich năm 1862. Rồi năm sau, Căngto 
về học ở Beclin. Tại đây, Căngto chuyên đi 
sầu về toán học, triết học và vật lí học, 
Căngto học toán với các giáo sư tumme, 
Vâyextrat và Krônecke. 

Ö Beclin, lúc ấy khuynh hướng toán học 
thiên về số học nên Căngto cũng làm luận 
án tiến sỈ về môn số học. 

Luận án này rất xuất sắc. Lúc ấy Căngto 
mới 22 tuổi. 

Năm 24 tuổi, Cangto dạy ở trường Đại 
học Halơ. Ba năm sau ông được phong làm 
phụ giảng và đến năm 1879 thì ông được 
nhận là giáo sư chính thức. 

-Căngto bắt đầu công bố các công trình 
của mỉnh năm 29 tuổi. 


Trước tiên, Căngto rất say sưa về lí 
thuyết số của Gaoxơ và nghiên cứu lÍ thuyết 
về các chuỗi lượng giác, 


Năm 1874, Căngto công bố công trình của 
mỉnh về lÍ thuyết các nhớm vô hạn. Nhờ kết 
quả này, người ta thấy ở Căngto một nhà 
toán học có tài. 

Căngto có công nhiều trong việc xây dựng 
nên lí thuyết tập hợp, một HÍ thuyết rất quan 
trọng đối với cơ sở của toán học. 

Chính sự ra đời của lí thuyết tập hợp và 
phương pháp tiên đề trừu tượng( đánh dấu 
thời kì đầu của giai đoạn toán học hiện đại. 

Môlôtsi đã nhận định như sau : "Dẻ ra do 
nhu cầu cớ tính chất nội bộ của toán học là 
xây dựng cơ sở cho môn giải tích lí thuyết 
tập hợp đã tỏ ra là một phương pháp nghiên 
cứu có hiệu lực và dẩn dần xâm nhập vào 
tất cả các lĩnh vực của toán học. Cũng nhờ 
lí thuyết tập hợp người ta đã xây dựng được 
một phương pháp xử lí mới đối với toán học 
là phương pháp tiên để trừu tượng"), 

Cũng chính lí thuyết tập hợp là mầm 
mống nẩy nở mạnh mẽ sự phát triển của 
môn lôgic toán (đã có tấm quan trọng về lí 
thuyết và thực tiễn trong mấy chục năm 
nay). 

Các công trình nghiên cứu của Căngto 
cũng thể hiện sự đấu tranh tích cực của 
Căngto cho sự phát triển của toán học. 


Nửa cuối thế kỈ thứ 19, những học thuyết 
của nhà thờ và của những nhà toán học đi 
theo những lí luận đó đã tìm cách ngăn cản 
Căngto hoàn thiện lÍ thuyết tổng quát về tập 
hợp. Họ đã cố gắng làm tạm ngừng lại 
những công trình nghiên cứu của Căngto mà 
họ cho là rất "có hại" đối với họ. Nhưng thấy 
rằng lí thuyết tập hợp của mình rất cần thiết 
cho sự phát triển sau này của toán học, 
Căngto cương quyết phản đối "những lời 
khuyên"của các nhà thần học ấy để đi sâu 
vào lí thuyết của mình. 


Chính Căngto vẫn nói "Đặc tính của toán 
học thể hiện ở sự tự do của nở”, Căngto đã 
đấu tranh cho sự tự do phát triển của toán 
học. Căngto đã thành công mi mãn, 


(1) Muốn hiểu thêm thì xem sách "Phương pháp tiên để 
là gì" của Nguyễn Cảnh Toàn - Nhà xuất bản Giáo dục. 

(2) Một số vấn đề triết học về cơ sỏ của toán học 
(Môlôtsi). 
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Từ năm 40 tuổi (1884), Căngto bị bệnh 
tỉnh thần nên có những thời kì phải điều 
dưỡng. Nhưng Căngto vẫn tiếp tục sáng tạo 
- Một trong những công trình quan trọng 
của ông về lí thuyết của vô hạn đã thành 
công giữa thời gian của hai cơn đau. 

Căngto mất ngày 6 tháng 1 năm 1918 tại 
bệnh viện điều dưỡng về bệnh tỉnh thần ở 
Halơ, thọ 78 tuổi. 

Chúng ta học tập ở Căngto rất nhiều 
điều. 

Căngto rất ham bọc, say sưa với hoài 
bão về toán của mình từ bé và quyết tâm 


thực hiện hoài bão ấy. 

Mặc dù lúc đầu không được gia đình đồng 
ý cho mình đi sâu học toán và sau này bị 
những kẻ tôn sùng tôn giáo cản trở, bệnh 
tật dày vò, Căngto vẫn đấu tranh và vượt 
tất cả để đạt tới những kết quả lớn trong 
những công trình sáng tạo. 

Lịch sử toán học ghi nhớ mãi những cống 
hiến quan trọng đặc biệt của Căngto về lí 
thuyết tập hợp, một lí thuyết sáng tạo và lÍ 
thuyết cơ sở cho toán học hiện đại. 


QUỐC TRINH 


ACSIMET 


Ở thế kỉ thứ 3 trước công nguyên, trên 
đảo Xixin (bây giờ thuộc nước Ý), có một 
nhà toán học thiên tài. Ngày nay, đã hơn hai 
nghìn năm rồi, mà bất cứ bạn học sinh nào 
cũng biết tên tuổi của ông. Đớ là Acsimet, 
nhà hình học, nhà cơ học, nhà kĩ sư quân sự 
lỗi lạc. 

Cha Acsimet là một nhà thiên văn và nhà 
toán học nổi tiếng thời bấy giờ. Thời đó các 
gia đỉnh giàu sang thường chăm lo cho con 
cái có một nền học vấn toàn diện, mà trọng 
tâm là triết học và văn chương, còn toán học 
thì được coi là môn phụ. Thường họ chỉ học 
toán vì cần toán để học triết học. Song 
Acsimet lại được giáo đục một cách đặc biệt, 
cha ông đã đưa ông đi sâu vào toán và thiên 
văn, là những lĩnh vực mà sau này ông có 
những sáng tạo ví đại nhất. 

Acsimet đã đến Alếcxangđdri - một thành 
phố nổi tiếng nhất thời ấy của Hi-lạp, một 
trung tâm kinh tế, chính trị và văn hóa, nơi 
tập trung các nhà bác học nổi tiếng nhất. Ö 
đây Acsimet tiếp tục được bồi dưỡng về toán, 
thiên văn, đồng thời ông cũng chú ý nhiều 
đến cơ học. Sau một thời gian ở Alếcxangdri, 
khi tài năng đang độ phát triển , ông quay 
về Xiracudơ, thành phố quê hương, để phục 
vụ Tổ quốc cho đến lúc chết. 


Acsimet đã có nhiều phát minh lớn về 
toán học. Ông để lại nhiều tác phẩm như : 
"Về hình cầu và hình trụ", "Về độ đo các 
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cung”, “Về việc cầu phương parabon", "Về các 
đường xoán"... Học hình học ở lớp 8, chúng 
ta đã biết tiên đề lên tục để đo đoạn thẳng 
(tiên để Acsimet). Acsimet là một trong 
những người đầu tiên đã chứng minh rằng 
số liệt tự nhiên là vô hạn, và tìm ra phương 
pháp viết, đọc bất cứ số nào dù lớn bao 
nhiêu. Acsimet đã tính được diện tích nhiều 
hình, thể tích nhiều vật thể, bằng một 
phương pháp đặc biệt, chứng tỏ rằng 
Acsimet đã có khái niệm khá rõ về phép tính 
vị tích phân, một bộ phận quan trọng của 
toán học hiện đại. Về mặt này, Ácsimet đã 
đi trước thời đại hàng 20 thế kỉ : mãi đến 
thế kỈ 17, phép tính vi tích phân mới thực 
sự hình thành và phát triển với Lepnit và 
Niutơn. Chính vì vậy, mà có nhà toán học 
nổi tiếng đã nơi : "Nếu ai bảo tôi kể tên một 
nhà toán học vi đại nhất của tất cả các thời 
đại, thì tôi không do dự mà trả lời rằng 
người đó là Acsimét". 


Ácsimet còn là một nhà cơ học ví đại. Rất 
nhiều sáng chế và phát minh cơ học của 
Acaimet nổi tiếng khắp nơi. Chẳng hạn : cái 
vít Acsimet, hệ thống đòn bẩy, ròng rọc và 
đỉnh vít để nâng và chuyển các vật có trọng 
lượng lớn, xác định thành phần bợp kim 
bằng cách nhúng vật vào nước, v.v... Học vật 
lí ở lớp 6, chúng ta đã biết nguyên lÍ Acsimet 
về vật nổi. Các công trình lí thuyết về cơ 
học được nhiều người biết đến là : "Về sự 


cân bằng của các hình phẳng", "Về các vật 
nổi", "Sách về điểm tựa"... Các công trình 
sáng tạo của Acsimet đều gắn liền với yêu 
cầu của công cuộc xây dựng, bảo vệ tố quốc, 
với yêu cầu của thực tiễn. Ông đã giải quyết 
được nhiều vấn đề khó nhất của thời đó về 
khoa học và kỹ thuật. 

Nhiều câu chuyện lí thú về ông đã được 
truyền lại tới ngày nay. "Cho tôi một điểm 
tựa, tôi sẽ nâng cả quả đất lên". Câu nơi 
đượm hương vị truyền thuyết đó mà người 
ta kể lại là của Acsimet khi ông phát mỉnh 
ra đòn bẩy. Người ta thường kể lại câu 
chuyện về việc Acsimet tÌm ra định luật về 
vật nổi : Có một quốc vương yêu cầu Acsimet 
tìm cách kiểm tra lại một chiếc đồ vàng mà 
nhà vua thuê đúc có thật là nguyên chất hay 
không. Ông suy nghỉ đã nhiều mà chưa tìm 
được cách kiểm tra. Một lần đang tắm ông 
chú ý đến sức đẩy của nước lên người mình. 
Thế là quên cả mặc quẩn áo, ông vùng chạy 
lên và kêu : "Ó rê ca" (có nghỉa là tìm ra rồi). 
Sức đẩy của nước lên người ông đã gợi cho 
ông cách giải bài toán, và từ đó ông đã tìm ra 
định luật mang tên ông. 

Bên cạnh những phát minh về toán và cơ 
học, ông cũng đã có nhiều phát minh lớn về 
thiên văn. 

Acsimet là người yêu nước thiết tha. 
Trong giai đoạn cuối đời mình, ông đã tham 
gia bảo vệ quê hương chống bọn xâm lược 
La Mã. Ông đã lãnh đạo việc xây dựng các 
công trình kỉ thuật phức tạp và sáng chế vũ 
khí kháng chiến. Nhà văn cổ Hi-lạp Piutarơ 
đã tả lại việc quân đội La Mã bị đánh trả ở 
thành phố Xiracudơ như sau : "Khi quân 
La Mã bắt đầu những cuộc tiến công từ trên 
đất liền cũng như trên biển, nhiều người dân 
Xiracudơ cho rằng khó có thể chống lại một 
đội quân hùng mạnh như vậy. Acsimet liền 
cho mở các máy móc và vũ khí đủ các loại 
do ông sáng tạo ra. Thế là những tảng đá 
lớn bay đi với tốc độ nhanh phi thường, phát 
ra những tiếng động khủng khiếp, tới tấp 
giáng xuống đầu các đội quân đi bằng đường 
bộ. Cùng lúc đó có những thanh xà nặng uốn 
cong giống hình chiếc sừng được phóng từ 
pháo đài ra, liên tiếp rơi xuống tàu địch... 
Tướng La Mã phải ra lệnh rút lui. Nhưng 
bọn xâm lược vẫn không thoát khỏi tai họa. 
Khi các đoàn tàu địch chạy gắn đến khoảng 
cách một mũi tên bay, thì ông già Acsimet 


ra lệnh mang đến tấm gương sáu mặt, cách 
tấm gương này một khoảng ông đặt các tấm 
gương khác nhỏ hơn, quay trên các bản lề. 
Ông đặt tấm gương giữa các tỉa sáng của 
mặt trời mùa hè. Các tia sáng từ gương 
chiếu ra đã gây nên một đám cháy khủng 
khiếp trên các con tầu. Đoàn tấu biến thành 
đám tro tàn...". 


Câu chuyện này trước đây vẫn bị coi là 
câu chuyện hoang đường, cho mãi đến năm 
1777 nhà toán học nổi tiếng Bu-phông mới 
chứng minh được rằng điều đó rất có thể 
xảy ra. Bàng 168 chiếc gương, trong ngày 
nắng tháng tư, ông đã đốt cháy một cây to 
và làm nóng chảy chì ở cách xa 4ð mét. 


Acsimet còn là một công trình sư, một 
người đóng tàu thủy đầy sáng tạo. Nhà văn 
cổ Hy-lạp Aphi-nê đã tả quang cảnh công 
trường đóng tàu thủy của Acsimet như sau : 
"Nhà hình học Acsimet được giao đóng một 
chiếc tàu to bằng 64 chiếc tàu thường. Tất 
cả mọi thứ cần thiết, các loại gỗ quý được 
chở từ khấp nơi đến. Nhiều thợ đóng tàu 
cũng được triệu đến đây. Mọi việc được tiến 
hành rất nhanh chóng, có quy củ, nên chỉ 
sau sáu tháng đã làm xong một nửa tàu... 
Riêng việc hạ thủy phần tàu này cũng làm 
cho mọi người bàn cãi rất nhiều : "Làm sao 
có thể đưa một con tàu lớn như vậy xuống 
nước ?" Nhưng Acsimet đã dùng trục quay 
để kéo con tàu, với rất ít người giúp việc... 
Chiếc tàu khổng lồ này có đầy đủ tiện nghỉ, 
như nhà bếp, nhà ăn, chỗ đạo chơi, kho 
lương thực, thư viện...". 

Acsimet vẫn tiếp tục xây dựng sáng tạo 
và tham gia bảo vệ thành phố quê hương. 
Quân xâm lược hung hãn cố đánh phá, 
nhưng không thể tiến lên được. Chúng bèn 
dùng cách vây thành để triệt hết mọi đường 
tiếp tế. Đến mùa thu năm 212 trước Công 
nguyên, thành Xiracudơ bị hạ, sau hai năm bị 
vây hăm. Quân La Mã xông vào tàn sát nhân 
dân rất dã man. Một tên lính La Mã đã cầm 
giáo đâm chết Acsimet trong lúc ông đang 
ngồi trên bãi cát mải mê tính và vẽ hình. 

Hơn hai nghìn năm đã trôi qua từ khi 
Acsimet bị quân La Mã giết hại, song người 
đời sau vẫn còn ghi nhớ mãi hình ảnh một 
nhà bác học thiết tha yêu nước, đầy sáng 
kiến phát minh về lí thuyết cũng như về 
thực hành, hình ảnh một con người đã hiến 
dâng cả đời mình cho khoa học, cho tổ quốc, 
đến tận giờ phút cuối cùng. 

LÊ PHONG uờ QUỐC TRÌNH 
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VÀI MẨU CHUYỆN NHÀ TOÁN HỌC VIỆT NAM THẾ KỈ XV 
LƯƠNG THẺ VINH 


Lương Thế Vinh, tên tự là Cảnh Nghị, 
tên hiệu là Thụy Hiên, dân gian thường gọi 
thân mật là "Ông trạng Lường. Ông 
người Cao Hương, huyện Thiên Bản (nay là 
huyện Vụ Bản, tỉnh Nam Định), sinh năm 
1441, mất năm nào không rõ (khoảng trước 
năm 1497). 


Từ bé Lương đã nổi tiếng "+hần đồng" học 
giỏi uà học một cách thông minh. Ngày xưa, 
dưới chế độ phong kiến, các cụ ta thường 
học gạo, học vẹt cốt đi thi đỗ : 

Dùi mài kinh sử để chờ kịp khoa... 

Vì vậy thường chỉ học thuộc lòng "kinh 
sử" của thánh hiền, Ít ai chịu học những môn 
khoa học chính xác có tính chất thực hành 
như toán học chẳng hạn. Lương Thế Vinh 
không học như vậy. Một mặt ông cũng đọc 
"kinh sử", mặt khác ông còn thích học toán. 
Ông học chăm, đồng thời cũng rốt yêu thích 
uăn nghệ. Ông rất thích cùng trẻ con trong 
làng vừa chăn trâu, vừa chơi sóo điều trong 
những chiều mùa hạ. Trong lúc giai cấp 
phong kiến cớ thái độ coi khinh nghệ sỉ 
Cxướng ca vô loài") thì ông rất mê hót chèo 
và là một nghệ sỉ dân gian về hát chèo nổi 
tiếng, hơn nữa ông còn là một nhà lí luận 
về môn nghệ thuật sân khấu đân tộc đó. 


Chính vì vừa biết học một cách thông 
minh, vừa biết chơi bời giải trí đúng mức, 
biết thưởng thức nghệ thuật dân gian tỉnh 
tế nên Lương học rất giỏi. Sử sách và đân 
gian còn truyền lại câu chuyện sau đây : 

Quách Đỉnh Bảo và Lương Thế Vinh đều 
nổi tiếng là học sinh giỏi của xứ Sơn Nam 
(Nam Định, Hà Nam - Thái Bình). Ba tháng 
trước khi lên kinh đô Thăng Long (Hà Nội) 
thi hội, Thế Vinh sang thăm Đình Bảo. Khi 
đến một quán nước đầu làng Phúc Khê, hỏi 
thăm dân làng, biết Dinh Bảo đương miệt 
mài "mọt sách" Thế Vinh cười và nói "Kì thi 
gần đến nơi rồi mà còn cố sức học, chắc anh 
chàng này, chỉ có tiếng hão thôi, chứ trong 
bụng chẳng cớ uẩn súc gì cả" nói rồi ông bỏ 
về, không đến thăm Đình Bảo nữa. 

Mấy hôm sau Đỉnh Bảo ra quán nước, bà 
hàng nơi cho Đình Bảo biết chuyện ấy. Đình 
Bảo giật mình nơi : Người ấy tất là Thế Vinh 
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liền sửa soạn hành trang đến thăm Thế Vinh 
ngay. Khi đến nơi, Thế Vinh vắng nhà, hỏi 
đi đâu, người mẹ Thế Vinh bảo : "Em nó 
đang cùng lũ trẻ trong làng chăn trâu và thả 
diều ở ngoài đồng ấy !". Đỉnh Bảo bối rối nơi 
"Tài học và cách học của người nây là không 
thể nào sánh kịp được. Trở về nhà, Đình Bảo 
cũng bắt chước Thế Vinh không đùi mài khổ 
sở nữa mà cũng vừa biết học vừa biết chơi 
đúng mức. KÌ thi đỉnh năm 1468. Lương Thế 
Vinh đỗ trạng nguyên còn Quách Đình Bảo 
đỗ thám hoa, dưới ông hai bậc. Bấy giờ Thế 
Vinh mới 22 tuổi. 


Sau khi mất Lương Thế Vinh được dân 
gian thờ làm phúc thần, được coi là tổ sư 
nghề toón ở Việt Nam (xem thần tích còn ở 
đình làng ông). Dân gian tương truyền là 
chính ông đã làm ra và ra sức phổ biến nhiều 
bàn tính hiện nay còn thông dụng. Sách vở 
còn lại chưa xác nhận và tôi cũng không cho 
rằng Lương Thế Vinh là một nhà toán học 
vi đại của Việt Nam, nhưng công lao lịch sử 
của Lương Thế Vinh là đã ra sức phổ biến 
những kiến thức phổ thông về toán học. 
Hiện còn truyền lại cuốn Đợi thành toán 
pháp của Lương Thế Vinh), Dây không 
phải là một công trình toán học của Lương 
mà là một cuốn giáo khoa phổ thông về toán 
học. Cần lưu ý rằng cuốn sách đớ viết từ thế 
kỷ XV mà cho đến nửa đầu thế kỉ XIX nó 
vẫn còn được sử dụng làm sách giáo khoa 
phổ thông về toán. Mở đầu cuốn sách, Lương 
Thế Vinh viết một bài thơ nôm nhan đề "Bài 
thơ khuyên học toán" : 


Trước thời cho biết phép thương lường, 
Tính toán bình phân ỏ cừu chương. 
Thông hay mọi nhẽ diều Dinh hiển 

Suy biết trăm dường?) giúp thénh ương ! 


(1) Vừa có nghĩa là ông trạng nguyên (đỗ đầu kì thi 
tiến sĩ) họ Lương (đọc trạnh vì kính trọng, đân gian chỉ gọi 
ông bằng họ, không gọi bằng tên tục) , vừa có nghĩa là ông 
trạng giỏi toán (ngày xưa người ta không nỏi là giỏi toán mà 
nói là giỏi lưòng, chẳng hạn đo lưỡng, lường công liệu việc). 

(2) Sách tàng trữ ở thư viện khoa học Trung ương, ki 
hiệu VHv 1152 ngoài ra còn một cuốn khác nhan đề Tập 
thanh toán pháp (kí hiệu VHv 497) nội dung đại để cũng 
như cuốn Đại thành toán pháp. 

(3) Có sách chép : "Học lấy cho tỉnh... 





Ông dạy cho người đương thời từ phép 
cửu chương (tính nhân) tiến lên các phép 
bình phương, khai phương bình phân, sai 
phân, phân số, cách đo bóng (do bóng cây 
tính chiều cao của cây...) hệ thống đo lượng 
đương thời (tiền, vải, thớc, gạo...) toán đạc 
điển (phương pháp đo đạc diện tích ruộng 
đất, từ hÌnh vuông, hình chữ nhật, hình tam 
giác, hình tròn, hình viên phân... đến một 
số hình phức tạp hơn như ; 


Điều đặc biệt là sau khi dạy người ta một 
phương pháp tính nào đơ ông lại làm một 
bài thơ nôm tớm tất một cách ngắn gọn dễ 
nhớ từng công thức toán học. Đây là một nét 
rất tiến bộ của ông vì thời đó các nhà nho 
thường thích làm thơ chữ Hán coi thường 
chữ nôm ("nôm na mách qué”). Đầu đề các 
bài toán đưa ra cũng rất Việt Nam, rút ra 
từ thực tế cuộc sống. Đớ là cuốn sách giáo 


khoa toán học Việt Nam, cớ lẽ là xưa nhất 
còn lại đến nay. 


Ôn lại cuộc đời và sự nghiệp của Lương 
Thế Vinh, chúng ta có thể rút ra mấy kết 
luận sau đây : 

1) Thuở bé, Lương Thế Vinh là một học 
sinh học chàm, học một cách thông minh, 
học giỏi, giỏi cả toán cả văn, rất yêu thích 
nghệ thuật, biết cách bố trí thời gian học tập 
và giải trí một cách khoa học. 

2) Lớn lên Lương Thế Vinh trở thành một 
nhà bác học khá toàn điện. 

Ông rất cớ công phổ biến các kiến thức 
phổ thông về toán học phổ biến việc dùng 
chiếc bàn tính. Ông có đầu óc thực hành. 

3) Lương Thế Vinh là một nhà trí thức 
rất yêu nước, là một người gần gũi nhân 
dân, yêu thích những sáng tạo của dân gian, 
chê ghét những thới hư tật xấu của giai cấp 
địa chủ phong kiến. 

Tớm lại ông là một nhà bác học vừa có 
tài cao học rộng, vừa có đức độ hơn người. 
Cuộc đời của ông rất đáng cho thế hệ trẻ 
hiện nay của chúng ta học tập và noi gương. 

TRẦN QUỐC VƯỢNG 


TIỂU SỬ GIOÓC BUN 
(Georges Boole, 1815 - 1864) 


Gioóc Bun là một nhà toán học Ảnh, sinh 
ngày 2 tháng I1 năm 1815 ở Lanhcôn. Bun 
là con một người bán tạp hóa thuộc tầng lớp 
bị xã hội khinh rẻ. Vì vậy Bun chỉ được học 
trong trường học của con nhà nghèo, loại 
trường học bị kìm hãm trong tình trạng 
nghèo nàn, lạc hậu. Thời bấy giờ người ta 
coi sự hiểu biết tiếng la tỉnh và Hy Lạp là 
một tiêu chuẩn của người quyền quý. Đương 
nhiên người ta không dạy thứ "của quý" này 
trong trường của Bun. Hiểu nhầm một cách 
ngây thơ rằng muốn thoát cảnh nghèo nàn 
chỉ cẩn ra sức học cho được hai thứ tiếng 
ấy. Bun đã bỏ rất nhiều công sức tự học và 
trở nên rất giỏi hai thứ tiếng này. Mới 12 


26 -TCTH 





tuổi Bun đã địch được những bài trường ca 
tiếng la tỉnh ra tiếng Anh. Ông còn học giỏi 
các thứ tiếng Pháp, Đức và Ý nữa, 

VÌ nhà nghèo, từ năm 16 tuổi, Bun đã 
phải tìm việc làm để kiếm tiền đỡ đần cha 
mẹ. Ông dạy học từ đó và vừa dạy học vừa 
ra sức tự học. Do hoàn cảnh xã hội. Bun phải 
sống nhiều năm lúng túng, quẩn quanh, 
không lối thoát và mặc dù đã tốn nhiều sức 
lực, ông vấn không sao thoát khỏi cảnh 
nghèo khó, bẩn cùng. 

Những hiểu biết đầu tiên của Bun về toán 
do chính cha ông truyền cho, vì cần cho công 
việc buôn bán của gia đỉnh. Từ năm 20 tuổi, 
Bun mở trường tư dạy toán, và những bài 
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vỡ lòng về toán của cha ông đã được kết 
quả : toán học đã thức tỉnh Bun và ông bát 
đầu để tâm đến toán học. Đầu tiên Bun 
nghiên cứu các phép toán đại số, quy luật 
của từng phép toán và mối liên hệ giữa 
chúng. Công trình theo hướng này của Bun 
rất lí thú, hấp dẫn. Nhưng ông đã bị lôi cuốn 
vào một công trình khác to lớn hơn. Đó là sự 
phát mình ra một hệ thống tỉnh giản, thực 
dụng về lôgic hình thức (hay là lôgic toán). 
Để tích lũy vốn, chuẩn bị cho công việc 
nghiên cứu Bun phải ra công tự học toán 
học, ông đã tự học những bộ sách rất khó : 
cơ học vũ trụ cổ điển của Laplaxơ, cơ học 
giải tích của Lagrang.. hoàn toàn bằng 
những kiến thức tự học được, Bun bát tay 
vào nghiên cứu, và chẳng bao lâu những 
công trình đầu tiên đã ra đời : bài viết về 
tính biến phân, bài viết về sự phát hiện ra 
những bất biến. Phát mỉnh về bất biến có tầm 
quan trọng rất lớn : không cớ lí thuyết về bất 
biến thì không thể cớ lí thuyết tương đối. 


Ở Anh lúc bấy giờ muốn công bố những 
công trình khoa học, tác giả phải có chân 
trong vài hội Bác bọc, có tạp chí xuất bản 
thường xuyên. Mặc dù không có chân trong 
một hội Bác học nào, Bun vẫn công bố được 
những công trình của mình, vÌ ông có quan 
hệ giao thiệp mật thiết với nhiều nhà bác 
học lớn. Năm 1848 Bun cho xuất bản tập 
"Giải tích toán học của lôgic". Đây là cống 
hiến đầu tiên của Bun về lôgic và từ đó ông 
bắt đầu nổi tiếng do sự mạnh dạn và minh 
mẫn trong quan điểm của ông. Quyển sách 
nhỏ ấy làm cho Đờ Moócgăng (1806 ¬ 1871) 
nhà toán học nổi tiếng bấy giờ, tác giả của 
quy tắc ba đoạn (tam đoạn luận) và nhiều 
công trình có giá trị về lôgic - khâm phục. 


Đờ Moócgăng cho rằng "Giải tích toán học 
của lôgic" là một công trình của một nhà 
toán học bậc thẩy. Lúc này nhiều bạn bè 
khuyên Bun theo học lớp toán cơ đốc giáo 
của trường đại học Kembritgiơ, nhưng ông 
không nghe. Ông vẫn cặm cụi dạy học để 
kiếm sống, phụng dưỡng cha mẹ và vấn tiếp 
tục học tập, nghiên cứu say sưa trong hoàn 
cảnh khó khăn thiếu thốn. 

Nhờ nổi tiếng bởi những công trình 
nghiên cứu độc đáo và sự hiểu biết uyên bác, 
năm 1849, Bun được chỉ định làm giáo sư 
toán tại trường đại học của nữ hoàng 
(Queens College). Cuộc đời Bun chuyển sang 
giai đoạn mới đễ chịu hơn nhiều so với thời 
kì đạy học tư. Từ thời gian này Bun bát đầu 
cho xuất bản nhiều công trình và dành nhiều 
công sức cho tác phẩm chủ yếu của mình 
"các định luật của tư duy" (là nguồn gốc của 
"đại số Bun" bấy giờ) xuất bản năm 1854, 
Một năm sau khi xuất bản tác phẩm lớn của 
mình, Bun kết hôn với Mari Evơrét, cháu gái 
giáo sư tiếng Hy Lạp của trường đại học. Về 
sau vợ ông trở thành học trò trung thành 
của ông. Sau khi Bun mất chính bà đã vận 
dụng một số quan điểm của chồng vào 
những tác phẩm về giáo dục của mình. Con 
gái Bun là nữ văn sỉ Êten Lilian Bun" tác 
giả của "Ruổi trâu" rất quen thuộc đối với 
chúng ta. 

Bun mất ngày 8-12-1864 thọ 49 tuổi. 
Cuộc đời và sự nghiệp của Bun là một tấm 
gương sáng về tỉnh thần khắc phục khó 
khăn, lao động cần cù, kiên nhẫn học tập và 
say mê nghiên cứu sáng tạo. 


VŨ TUẤN 


GA-LOA (I6§II - 1832) 


Trong lịch sử khoa học, cuộc đời ngắn 
ngủi của nhà toán học thiên tài Ga-loa 
(Evarist Galois) mãi mãi lên án một chế độ 
xã hội đã kìm hãm, vùi dập khả năng của 
con người. 

Ga-loa sinh ngày 25-10-1811 ở ngoại ô 
thành phố Pa-ri, người Pháp. Từ bé cho đến 
năm 11 tuổi, Ga-loa chỉ học ở nhà với mẹ, 
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12 tuổi mới đến trường. Lối học nhồi sọ, kinh 
điển, tu viện của trường học thời bấy giờ 
không hợp với Ga-loa ; Ga-loa tự mình 
chuyển qua học toán. Cuốn sách "Hình học" 
của Lơ-giăng viết cho học sinh giỏi toán, học 


(*) Người ta quen gọi bà Êten Lilian Vôinitxơ vì chồng 
bà là M. Vôinítxơ, nhà cách mạng người Ba Lan. 





trong 2 năm thì Ga-loa đã đọc dễ đàng từ 
đầu đến cuối, lòng Say rnê toán học đã lôi cuốn 
chàng thiếu niên ấy đọc những sách toán khó 
hơn, viết riêng cho các nhà toán học. 


Năm lô tuổi, quá tin tưởng ở khả năng 
của mỉnh, Ga-loa thi vào trường Bách khoa, 
hí vọng sẽ được giúp đỡ nhiều hơn để phát 
triển khả năng của mình, vì trường Đại học 
này, lúc bấy giờ, là trung tâm khoa học của 
nước Pháp và của cả châu Âu. Nhưng không 
may, Ga-loa bị trượt. Thất vọng này làm cho 
Ga-loa có ý nghĩ : mọi người không hiểu 
được mình. 

Năm 17 tuổi, lần đầu tiên Ga-loa được 
một thầy toán là giáo sư Risa hiểu tài năng 
và tận tình giúp đỡ. Nhờ thế, ngay năm ấy, 
Ga-loa đã có một công trình sáng tạo quan 
trọng về 'lý thuyết hàm số". 

Năm l8 tuổi, Ga-loa công bố một công 
trỉnh mới của mình về "phân số liên tục" và 
hệ thống lại những công trình nghiên cứu 
của mỉnh, đưa nhờ Cô~-si xem và trình bày 
ở Viện Hàn-lâm. Cô-si là một trong những 
nhà toán học lôi lạc nhất thời bấy giờ ở nước 
Pháp. Thường thường những công trình 
nghiên cứu gửi đến Cô-si đều được Ông ta 
xem, phê bỉnh sâu sắc và đúng đắn. Nhưng 
tai hại thay, lần này ông quên đi ; và đã để 
lạc mất bản thảo ! Câu chuyện vô lí đó làm 
cho Ga-loa thêm ác cảm với xã hội mình 
đang sống. 

Nhưng Ga-loa không tiêu cực và vẫn say 
sưa nghiên cứu khoa học. Năm 19 tuổi, 
Ga-loa hoàn thành thêm một công trình về 
"phương trình đại số" và gửi lên Viện 
Hàn-lâm để dự một kì thi giành riêng cho 
các nhà toán học. Ông thư kí của Viện mang 
bản thảo về nhà xem, nhưng chưa kịp xem 
thì chết. Về sau, người ta không tÌm thấy 
dấu vết của bản thảo đó nữa. Ga-loa cũng 
đã viết lại và gửi tiếp lên Viện Hàn-lâm một 
công trình về "cách giải tổng quát các phương 
trình" (ngày nay gọi là lí thuyết Ga-loa) nhưng 
tài liệu viết quá cô đặc, và sự nghiên cứu của 
giáo sư Poát-xông không được kĩ lưỡng nên 
sự đánh giá không đúng mức. 

Hy vọng cuối cùng thế là hết. Ga-loa 
tham gia phong trào cách mạng. Tháng 
5-1831, Ga-loa tham gia một cuộc biểu tình 
phản đối một đạo luật của chính phủ. Tất 
nhiên, Ga-loa bị bắt. Trong tù, Ga-loa vẫn 
tiếp tục làm toán. 


Ngày 25-5-1832, Ga-loa được thả và 4 
ngày sau đó, sự việc xây ra thế nào, không 
ai biết thật rõ. Người ta chỉ đoán qua bức 
thư mà Ga-loa viết lại. Trong "Thư gửi tất 
cả những người cách mạng” đề ngày 
29-5-1832, Ga-loa viết : "TBị mong rằng 
các bạn đừng trách tôi đã không chết vì Tổ 
quốc... Tôi bị hai ké thù địch khiêu khích, 
tôi đã nhận đấu kiếm với chúng và đanh dự 
không cho phép tôi báo trước điều đớ với các 
bạn... Vinh biệt các bạn ! Tôi vẫn rất muốn 
sống vì lợi ích chung của chúng ta", 

Biết mình sắp chết, Ga-loa đã thức suốt 
đêm để viết nốt những công trình nghiên 
cứu của mình. Thỉnh thoảng, Ga-loa lại 
ngừng lại và viết vội vàng, run run bên rìa 
trang giấy : "Tôi không cớ thì giờ, không có 
thÌ giờ nữa... !" Những trang giấy mà Ga-loa 
viết lúc rạng đông, trong khoảng mấy giờ 
đồng hồ tuyệt vọng, đã đưa Ga-loa lên địa 
vị các nhà toán học hàng đầu của thế giới. 
Ga-loa đã giải quyết trọn vẹn vấn đề đã làm 
băn khoăn các nhà toán học trong hàng bao 
thế kỉ : "Trong những điều kiện nào thì một 
phương trÌnh có thể giải được ? " Trong công 
trình này, Ga-loa đã vận dụng tài tỉnh lí 
thuyết nhóm, và vì thế, ngày nay người ta 
xem Ga-loa như một người tiên phong trong 
lí thuyết đơ, một lí thuyết đã chiếm một địa 
vị đặc biệt quan trọng trong toán học và vật 
lí hiện đại. 

Ga-loa đã gửi công trình trên đây cho 
một người bạn thân nhờ trình lên Viện Hàn 
lâm. Ga-loa viết : "Anh gửi hộ công trÌnh 
này cho đacôbi hay Œaoxơ và yêu cầu các 
ông ấy cho biết ý kiến - không phải là ý kiến 
về công trình của tôi đúng hay sai, mà là ý 
kiến về tầm quan trọng của nó đối với toán 
học". 

Mờ sáng 30-5-1832, Ga-loa gặp kẻ thù 
và đã ngã. Biết mình sắp tắt thở, Ga-loa từ 
chối không nhận sự cầu kinh. 

Ngày 31-5-1832, Ga-loa mất khi tuổi đời 
mới vừa 21 ! Thi hài Ga-loa được chôn trong 
nghĩa địa chung nên đến nay không còn đấu 
vết gì nữa. Nhưng 60 trang giấy mà Ga-loa 
để lại trong đêm cuối cùng ; mãi mãi là một 
đài kỈ niệm bất tử của một thiên tài trẻ tuổi, 
mà cuộc đời là một bản cáo trạng chế độ xã 
hội cũ đã vùi đập tài năng của con người. 


PHẠM GIÁ ĐỨC uờ LƯU NGỌC KIỀU 
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VŨ HỮU, NHÀ TOÁN HỌC 
VIỆT NAM THỜI TRƯỚC 


Vũ Hữu sinh năm 1441 người Mộ-trạch, 
yên Đường-an (nay là huyện BÌnh-giang 
th Hải-dương), con ông Vũ Bá Khiêm, một 
à nho thanh bạch. 

Ông học rộng, biết nhiều, rất trọng lễ 
ép. Đỗ hoàng giáp khoa Quý-mùi, niên 
u Quang-thuận thứ 4 thời Lê Thánh 
ng (1463), ông làm quan đến thượng thư 
m bộ. Tuy làm quan to, nhưng vốn tính 
m khiết, chính trực nên cảnh nhà vẫn 
hèo. Ông làm việc rất cần cù, cẩn thận. 
\g đặc biệt rất tỉnh thông toán học. Ông 
› ra các phép "Đại thành toán pháp" và 
hép đo đạc ruộng đất" để dạy người trong 
ớc. Rất tiếc vì tài liệu thiếu thốn, nay 
ông rõ nội dung các phương pháp toán học 
a Vũ Hữu ra sao. Tài liệu lịch sử cũ chỉ 
n ghỉ lại được một sự việc sau đây : 

Bấy giờ các cửa Đoan-môn, Đại-hưng và 
ng-hoa của thành Thăng-long (Hà-nội), 
y dựng từ thời Lí (XI-XIII) lâu ngày đổ 


nát. Lê Thánh Tông sai sửa chữa lại, cho 
triệu Vũ Hữu vào phán rằng : Trẫm nghe 
nói người rất giỏi toán. Nay trẫm cho trùng 
tu các cửa thành, vậy ngươi thử tính xem 
phải dùng hết bao nhiêu gạch đá, 

Vâng lời vua, ông liền đo chiều rộng, 
chiều cao các cửa, rồi tính ra số gạch cẩn 
dùng đem trình vua. Vua sai thợ cứ y theo 
số dự toán của Vũ Hữu mà làm gạch và đem 
xây cửa thì vừa đủ, không sai một tấc, không 
thừa một viên gạch ! 

Lê Thánh Tông vô cùng ngợi khen Vũ 
Hữu và ban thưởng cho ông rất hậu. 

Từ thế kỈ XV, trong "đêm trường trung 
cổ", mà nước Việt Nam ta đã có một nhà 
toán học giỏi như vậy đấy ! 

TRẦN QUỐC VƯỢNG 
(Khoa Sử - Đại học Tổng hợp) 
Sưu tầm 


NHINA KALOPNA BARI 
(1901 - 1961) 


Nhina Kalopna Bari là một nhà toán học 
› viết nổi tiếng và là một nữ giáo sư đầu 
n ở trường đại bọc Matscơva. Bà sinh 
ày 6 tháng l1 năm 1901 trong một gia 
nh làm nghề thầy thuốc. 

Năm 1918 - năm đầu tiên trong lịch sử 
tớc Nga - phụ nữ được vào học ở trường 
i học, cùng năm ấy bà vào học ở Ban toán 
của trường đại học Matscơva. 

Nhưng năm 1918 cũng là năm nước Nga 
p nhiều khó khăn nhất của thời kì đầu 
¡ch mạng. Nội chiến bắt đầu, nạn đói, nạn 
t hoành hành dữ dội khắp nước Nga. 
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Matscova thiếu bánh ăn và củi để sưởi. Các 
phương tiện giao thông gần như bị đình trệ. 
Sinh viên và các giáo sư ở trường đại học 
Matscơva cùng chịu chung những khó khãn 
ấy. Học bổng không có họ vừa làm vừa học, 
Nhina Kalopna Bari làm việc vất vả để theo 
học. 

Trong những khó khăn đớ, sinh hoạt ở 
trường đại học Matscơva vẫn sôi nổi, Giáo 
sư, sinh viên vẫn say sưa nghiên cứu khoa 
học. Lúc bấy giờ một số lớn các sinh viên và 
giảng viên trẻ nhiệt tình và say mê nghiên 
cứu tập trung chung quanh trường phái 


Matscova về "lí thuyết hàm” do nhà toán học 
nổi tiếng Ludin lãnh đạo, 


Trong những năm này Nhina Jalopna 
Bari đang học tại trường, từ những năm đầu 
tiên bà đã được Ludin giảng và đã hàng say 
hoạt động trong các nhớm nghiên cứu của 
ông. Công trình nghiên cứu khoa học đầu 
tay của bà thuộc về lí thuyết các chuỗi lượng 
giác đã hoàn thành khi bà còn là sinh viên 
và đã được trình bày trong một cuộc họp của 
hội toán học Matscơva mà mãi đến năm 
1926 bà mới được công nhận là hội viên 
chính thức. Năm 1921 bà tốt nghiệp đại học 
và đã được giữ lại nghiên cứu dưới sự hướng 
dẫn của Ludin. Năm 1925 bà đã hoàn thành 
chương trình nghiên cứu và đã bảo vệ luận 
án : "Tính duy nhất của sự phân tích lượng 
giác". Với công trình này bà đã giải quyết 
một loạt các vấn để khó khăn về lí thuyết 
chuỗi lượng giác và đã được nhận giải 
thưởng khoa học. 

Trong đời hoạt động khoa học của mình, 
Nhina Kalopna Bari đã đóng gớp rất nhiều 
công trình vào các vấn đề : lí thuyết hàm 
mêtric, lí thuyết chuỗi lượng giác, biểu diễn 
hàm liên tục tùy ý qua các hàm số hợp liên 
tục, lí thuyết về các hệ thống hàm trực 
giao v.v... 

Bà đã dành phần lớn cuộc đời của mình 
cho khoa sư phạm. Năm 1928 sau khi được 
nhận chức phớ giáo sư bà bất đầu giảng ở 
khoa Toán cơ của trường đại học Matscơva. 
Bốn năm sau bà được nhận chức giáo sư 
chính thức. Các bài giảng của bà rất sinh 
động và hấp dẫn. Ngoài các công tác giảng 
dạy ra, bà đã hướng dẫn nhiều nhóm nghiên 
cứu về các vấn đề : tổng quát của lí thuyết 
hàm, chuỗi lượng giác, chuỗi trực giao, v.v... 
Nhiều nhà toán học nổi tiếng Liên Xô như 
Kazalop, Ulyanop, Kadan, v.v... đã được bà 
hướng dẫn, dìu dắt. 


. — 


Nghiên cứu toán học của bà không những 
có ảnh hưởng trong nước mà còn cớ tiếng 
vang ở quốc tế. Năm 1927 bà đến Pari và 
làm việc hãng say trong nhớm nghiên cứu 
Hadama. Đầu năm 1928 và 1929 bà hai lần 
đến Pari để nhận giải thưởng Rokfelơ. Nhina 
Kalopna Bari đã từng tham dự các cuộc hội 
nghị toán học quốc tế ở Ba Lan (1928), ở 
Êđinbớc (1958) và là hội viên của các hội 
toán học Pháp, Ba Lan. 


Ngoài hoạt động khoa học ra, bà rất tích 
cực tham gia vào các công tác xã hội, bà đã 
từng giữ chức phụ thẩm nhân dân và đã 
hoàn thành tốt đẹp trách nhiệm của mình. 
Bà còn là biên tập viên chính của phần toán 
trong tạp chí "Công trình nghiên cứu" và tạp 
chí "Tin tức" của trường đại học Matscơva, 


Nhina Kalopna Bari là một người tràn 
đầy sức sống và yêu đời. Khi còn thanh niên, 
cô thiếu nữ Nhina thường là người thủ 
xướng của các trò vui nhộn. Bà thích làm 
thơ trào phúng, say mê đọc sách, yêu âm 
nhạc, kịch, và thường Ít khi vắng mặt trong 
các cuộc triển lãm. Bà là một người nguyên 
tắc và chân thật. Khi đã biết bà, bất kÌ ai : 
sinh viên, bạn, đồng chí cũng đều kính trọng 
và yêu quý bà. Ngày 15 tháng 7 năm 1961 
Nhina Kalopna Bari đã mất đi đột ngột vÌ 
một tai nạn xe cộ. 

Các bạn trẻ yêu toán thân mến ! Chúng 
tôi giới thiệu với các bạn tiểu sử của một 
nhà nữ toán học trong số nhiều nhà nữ toán 
học khác trên thế giới để các bạn thấy khả 
năng to lớn của phụ nữ trong mọi lĩnh vực 
đồng thời đã phá quan niệm cho rằng phụ 
nữ không có năng khiếu toán học. Chỉ cần 
có một quyết tâm cao, một hoài bão lớn các 
bạn nữ sinh cũng có thể thực hiện ước mơ 
trở thành một nhà toán học góp phần phục 
vụ cho Tổ quốc xã hội chủ nghĩa của 
chúng ta. 


HỒNG MINH 
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ABEN 
(Abel 1802-1829) 


Aben (Niels Henrik Abel) là một nhà toán 
học người Na-uy hồi đấu thế kỉ thứ 19, 
người mà cuộc đời ngắn ngủi có thể tớm tắt 
là "thiên tài và nghèo túng". 

Sinh ngày mồng õ tháng 8 năm 1802, 
Aben là con trai thứ hai của một mục sư. 
Cha, ông của Aben đêu có học thức cao ; mẹ 
Aben rất đẹp và Aben cũng rất đẹp trai. Tài 
năng của Aben phát triển khá nhanh : bát 
đầu từ khi 16 tuổi, Aben đã tự học và nghiền 
ngâm các tác phẩm lớn của các bậc thẩy như 
Niutơn (Newton), Ole (Euler) và 
Lagơranggiơ (Lagrange). Với cách nhìn sâu 
sác, Aben thường phát hiện ra những thiếu 
sót trong lí luận của các bậc tiền bối và đã 
dành nhiều thời gian để chính xác hóa 
những phần thiếu chặt chẽ. Chính theo 
phương hướng đó Aben đã chứng minh 
thành công định lí nhị thức tổng quát mà 
Niutơn và le mới giải quyết trong trường 
hợp đặc biệt. 

Cha của Aben mất năm 1820, lúc Aben 
còn là một thanh niên 18 tuổi, hai vai gánh 
nặng gia đình thay cha, phải đạy học tư lấy 
tiền nuôi bẩy miệng ăn. Đất nước Na-uy hồi 
đó nghèo xác xơ, gia đình túng bấn nhưng 
Aben không hề phàn nàn, trái lại rất yêu đời 
và say sưa làm việc, học tập, nghiên cứu. 
Aben dạy học rất hay và tận tụy. 

Trong những năm khó khăn nhất của đời 
mỉnh, Aben đã may mắn gặp được một ông 
thầy rất tốt là Homboe (Holmboẻ) và về sau 
hai người trở thành bạn thân thiết. Tình bạn 
giữa Homboê và Aben thật đáng ca ngợi. 
Homboê đã tạo mọi điều kiện về vật chất và 
tỉnh thần giúp Aben theo đuổi sự nghiệp vì 
sớm nhìn thấy tuiên tài của Aben. Nhờ sự 
gợi ý của Homboê mà Aben đã đọc những 
tác phẩm cổ điển thuộc loại khó nhất kể cả 
cuốn "Nghiên cứu số học" của Gaoxơ (Gauss). 
Cũng nhờ Homboê mà một số công trÌnh 
nghiên cứu của Aben được gửi đến tay các 
nhà toán học có uy tín hồi đó. 
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Năm 19 tuổi Aben đã có cao vọng tÌm lời 
giải bằng căn thức của phương trình đại số 
bậc năm tổng quát. Như đều biết, hồi đó 
người ta đã tỉm được công thức cho biết 
nghiệm của các phương trình đại số từ bậc 
nhất cho đến bậc bốn ; thí dụ như với 
phương trình øx” + bx + e = 0 ta có công 
{b? — 4ac 

2a 

Nhiều nhà toán học có uy tín đã mất bao 
nhiêu công sức tỉm tòi mà không đến kết 
quả gì. Lúc đầu Aben cũng đi theo con 
đường đó và đã có lúc rất phấn khởi vì tưởng 
ràng đi đến kết quả. Nhưng về sau chính 
Aben đã tự phát hiện được sai lầm trong lí 
luận của mình và đã đặt lại bài toán là liệu 
có tổn tại một hệ thức cho phép tÌm nghiệm 
của một phương trình đại số bậc năm tổng 
quát hay không ? Chính vì đặt bài toán như 
vậy nên Aben đã viết được một luận văn nổi 
tiếng để chứng minh rằng phương trình đại 
số bậc năm tổng quát không thể cớ lời giải 
(bằng căn thức). 


Tiếp sau đó Aben còn nêu lên hai bài toán 
tổng quát có liên hệ chặt chẽ với nhau : 

1) Hãy tÌm tất cả các phương trình bậc 
tùy ý có thể giải được bàng các phép tính 
đại số. 

2) Quyết định xem một phương trình cho 
trước có thể giải được bằng các phép tính 
đại số hay không ? 

Cho đến 1828 Aben mới công bố công 
trình này và bằng số tiền eo hẹp trong túi 
của. mình để hi vọng có điều kiện tiếp xúc 
được với các nhà toán học lớn ở Âu châu để 
học tập, nghiên cứu. Lúc đó nhà toán học 
người Pháp là Galoa (Evariste Galois) mới 
có 16 tuổi. Về sau Galoa có dịp đọc và thán 
phục công trình của Aben ; nhờ đó Galoa đã 
có những gợi ý để xây dựng lí thuyết về phép 
giải tổng quát các phương trình. 

Phong cách suy nghỉ của Aben rất sâu sắc 
và độc đáo. Chính vì thế mà Aben đã tránh 


thức quen thuộc #„=-b+ 





được các thất bại của nhiều nhà toán học 
tiền bối. Sau đây là một vài ý kiến của Aben : 
“Tôi đã nghiên cứu nhiều ngành của giải tích 
theo cách ấy (theo cách đặt bài toán về 
phương trình đại số bậc 5) và mặc dù tôi 
thường tự đặt ra cho mình những bài toán 
vượt quá sức, tôi cũng đã tìm được nhiều kết 
quả tổng quát". 

Aben nuôi ý định sang Pháp và Đức để 
được tiếp xúc với các nhà toán học phương 
Tây cớ uy tín lớn hồi đớ. Nhờ sự vận động 
kiên trì của Homboe và các bạn của Aben, 
đến năm 23 tuổi, Aben được chính phủ Nauy 
cấp học bổng cho sang nghiên cứu ở nước 
ngoài, chủ yếu là ở Pháp và Đức. Để chuẩn 
bị cho chuyến đi này, Aben đã dành gần hai 
năm học ngoại ngữ và nghiên cứu toán học. 
Và cũng trong thời gian đó nhà toán học trẻ 
tuổi đã hứa hôn với một thiếu nữ tên là 
Cờrenli Kem (Crelly Eemp). Aben cũng đã 


để một tháng để thu xếp việc nhà trước khi 


lên đường cho yên tâm. 


Nhà toán học Đức Gaoxơ (Gauss) có nhận 
được công trình của Aben về phương trình 
đại số bậc 4 nhưng ông ta không đọc rà đem 
xếp lại một xó vì hồi đó bài toán này giống 
như bài toán cầu phương hình tròn, đã làm 
tốn bao nhiêu giấy mực, thời giờ và công sức 
mà chẳng đi đến kết quả gì. Œaoxơ cứ đỉnh 
ninh là Aben đã làm công việc của dã tràng 
xe cát nên cũng chẳng lên tiếng ủng hộ. Thật 
là đáng tiếc ! Vì một lời ủng hộ của Gaoxơ, 
nhà toán học có uy tín nhất thì châu Âu hồi 
đó, có lẽ cũng giúp Aben thoát khỏi tình 
trạng túng thiếu đã khiến anh mắc bệnh lao 
và chết rất trẻ, trước khi thực hiện chỉ mới 
được một nửa sự nghiệp khoa học của đời 
mình. Ở bên Đức, Aben có một người bạn 
rất tốt là Coren (Crelle). Hai người đã giúp 
đỡ nhau rất nhiều trong nghiên cứu khoa 
học. Cơren đã xuất bản công trình của Aben 
trong tạp chí của mình và thường dẫn Aben 
đi chơi để giới thiệu tài năng trẻ đó với các 
giới khoa học ở bên Đức. 

Sang Pháp, Aben sống ở Pari (Paris) để 
có dịp tiếp xúc với Lơgiängdơrơ (Legendre), 
Côsi (cau-chy) và một số nhà toán học có 
tên tuổi khác. Trong thời kì này Aben có trao 
đổi tin tức với Homboe và viết : 


".. Nói thật với anh rằng thủ đô ồn ào 
nhất của lục địa này hiện nay đối với tôi như 
một bãi sa mạc... Cho đến nay tôi chỉ quen 
biết một số ít người. 

.. Ông Đirichlê (Leeune Dirichlet) đã 
cùng chứng minh với Lơgiãngđơrơ là phương 
trình 

xỔ +uỗŠ = zŠ 

không có lời giải bằng nghiệm nguyên và 
nhiều điều lí thú khác. Lơgiăngđơrơ rất vui 
tính nhưng tiếc thay ông ta già quá. Côsi thì 
gần như điên... ; điều mà ông ta nghiên cứu 
thật là tuyệt diệu nhưng rất rắc rối. Thoạt 
tiên tôi chẳng hiểu gì cà, đến nay tôi đã thấy 
sáng tỏ. Poátxông, Phuriê, Ămpe chỉ quan 
tâm đến vấn để từ tính và các đề tài vật lí 
khác. Tôi đoán rằng hiện nay ông Lapờlátxơ 
(Laplace) không viết lách gÌ nữa : công trình 
cuối cùng của ông ta là một bản phụ lụe về 
lý thuyết xác suất. 

-- Người Pháp họ Ít cời mở với người 
ngoại quốc hơn so với người Đức". 

Thực vậy hy vọng bồng bột của Aben lúc 
sang Pari chỉ được đáp lại bằng những nụ 
cười hoặc lời chào lịch sự. Aben có gửi đến 
Viện Hàn lâm Khoa học Pháp một luận văn 
về "Tính chất tổng quát của một lớp rất rộng 
các hàm siêu việt", một công trình nghiên 
cứu vi đại về giải tích toán học mà Écmít 
(Hermite) đã phát biểu là nó nêu lên đề tài 
cho các thế hệ đến 500 năm sau. 


Lơgiăngđơrơ và Côsi có trách nhiệm giới 
thiệu với Viện Hàn lâm nhưng ông già 
Loøgiänđơrơ 76 tuổi thì chê là viết mờ quá 
khó đọc còn Côsi thì bận việc riêng, xếp xó 
mãi đến khi lãnh sự quán Na-uy vận động 
tỉm lại bản thảo, Côsi mới giới thiệu ở Viện 
Hàn lâm, một năm sau khi Aben mất. Aben 
có viết thư cho nhà thiên văn học Hăngxten 
€Hansteen) nới rõ ý định của mình muốn xây 
dựng lại ngành giải tích toán học vì lí luận 
trước đây có nhiều chỗ sơ hở. Người thanh 
niên đó đã quyết tâm thực hiện hoài bão lớn 
lao trong cảnh nghèo nàn và bệnh tật, bệnh 
lao phổi mà Aben đã bị nhiễm ở Pari. Cho 
đến 1827 lúc hết hạn du học, Aben phải vay 
tiền của Homboe để trở về nước và vẫn rất 
lạc quan, yêu đời. Một năm sau, Aben bát 
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đầu ho ra máu và cảm thấy đời mình có thể 
đếm từng ngày. Cô Cðờrenly, vợ chưa cưới 
của Aben đến chăm sóc anh bên giường 
bệnh. Aben vẫn yêu cuộc sống, vẫn gượng 
dậy để theo đuổi sự nghiệp khoa học lớn lao 
nhưng anh giống như một con đại bàng bị 
thương nặng đã đến lúc kiệt sức. Trong cơn 
mê sảng, có lúc anh đã hét lên "Tôi muốn 
phấn đấu để sống thêm". Aben mất ngày 6 
tháng 4 năm 1829 chưa tròn 27 tuổi. 

Nhà toán học Pháp Jacôbi đã phàn nàn 
rằng "Phát mình của ông Aben thật là vĩ 
đại !.. Nhưng không biểu tại sao phát minh 
toán học quan trọng nhất của thế kỉ này đã 
gửi tới quý viện (Viện Hàn lâm khoa học 


Pháp) hai năm trước đây lại không được ai 
chú ý tới ?". 

Hai ngày sau khi Aben mất thì người ta 
nhận được một bức thư từ bên Đức của 
Cðờrenlơ, bạn thân của Aben, báo rằng ông 
ta đã vận động thành công để Aben được giữ 
chức giáo sư toán học tại trường Đại học 
Bá-linh. 

.. Và một năm sau. (1830), Viện Hàn lâm 
khoa học Pháp đã tặng Aben Giải Toán học 
lớn với ý định đền bù xứng đáng công lao 
của tác giả nhưng tiếc thay, tác già không 
còn nữa Ì 


DOÁN CHÂU LƠNG 


HAI NHÀ TOÁN HỌC BÔYOT" 


Bôyoi Forơcosơ và Bôyoi Yanôsơ là hai 
cha con, hai nhà toán học thiên tài của 
Hungari. Cuộc đời của họ buồn tẻ, cay đắng 
nhưng những thành tích khoa học đã làm 
cho tên tuổi họ trở thành bất diệt. 

Fordeosơ sinh năm 1775. Ông theo học ở 
trường đại học Gơttingen và bát đầu nghiên 
cứu về hình học ở đó. Và cũng ở đó ông quen 
thân với anh sinh viên Dức Gaoxơ, người sau 
này trở thành nhà toán học nổi tiếng thế 
giới. 

Trở về nước, Fordcosơ dạy toán, lí, hóa 
trong 47 năm liền. Ông rất ham thích toán 
học và đặc biệt trong bao năm ròng tìm mọi 
cách để chứng minh tiên đề về đường song 
song của Óclit cũng như bao người khác, ông 
không thành công, nhưng sự bền bỉ kiên 
nhẫn của ông ít người sánh kịp. Ngoài ra 
ông còn nghiên cứu thành công nhiều vấn 
để kỉ thuật thực tế, viết kịch, tìm hiểu ngôn 
ngữ, họa và nhạc. Nhờ lòng say mê khoa học 
và tài năng của mình ông đạt được nhiều 
kết quả khoa học. Nhưng gặp nhiều rủi ro, 
mãi đến năm Bð tuổi tác phẩm toán học đầu 
tiên của ông mới được xuất bản. Trong cuốn 
sách đó ông trình bày những nhận xét rất 
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sâu sắc, độc đáo và thận trọng, được Gaoxơ 
đánh giá cao. 

Bôyoi Yanôsơ sinh năm 1802. Thừa hưởng 
trí thông minh và lòng ham thích toán học 
của cha, năm 4 tuổi cậu bé đã biết nhiều 
hình hình học. Năm lên 6 tuổi cậu bé đã học 
tiếng latinh và hiểu biết ít nhiều về thiên 
văn, năm 7 tuổi đã học tiếng Đức. Cậu bé 
rất thích chơi vĩ cầm, nhưng toán học vẫn 
hấp dẫn hơn cả. 


Năm 16 tuổi Yanôsơ xin vào học viện kỉ 
thuật quân sự Viên. Bốn năm sau anh tốt 
nghiệp với thành tích xuất sác. Một năm sau 
anh được phong hàm thiếu úy. Nhưng anh 
không màng tới chức vụ, danh vọng mà chỉ 
chuyên tâm về toán học. 

Từ khi còn nhỏ Yanôsơ đã nghe cha nới 
về tiên đề đường song song. Anh cố gắng tÌm 
cách chứng minh trực tiếp hoặc gián tiếp 
tiên để đớ. Đầu tiên anh giới hạn trong hình 
học phẳng, sau mở rộng ra hÌình học không 
gian. Vấn đề ngày càng rõ ràng hơn, và cuối 


+ Đọc là Bô~i~oi theo đủng âm tiếng Hung. Trước đây 
ta thường phiên âm theo tiếng Pháp, nên viết Bô-li-ai. 


cùng anh đi đến kết luận rằng không thể 
chứng minh được tiên đề đớ. 

Trong một đêm thức trắng Bôyoi Yanôsơ 
tìm ra được mối liên hệ giữa khoảng cách 
các đường song song và "góc song song". Từ 
kết quả này anh nghiên cứu sâu thêm và xây 
dựng nên hình học phi Óclit (hình học 
hypebôlic). Trong hình học này Yanôsơ nêu 
lên nhiều định lí mới. Anh xác định rằng nếu 
tổng các góc trong của một tam giác nhỏ 
hơn hai góc vuông thÌ qua một điểm ngoài 
một đường thẳng có thể kẻ được hai đường 
song song và vô sô đường thẳng không cát 
đường thẳng đã cho. Tổng các gớc của tam 
giác phụ thuộc vào diện tích tam giác, và có 
một tam giác giới hạn là tam giác có diện 
tích lớn nhất. 

Năm 1823 chàng thanh niên 21 tuổi 
Bôyoi Yanôsơ viết thư cho cha, đẩy hi vọng 
và vui sướng : "Từ tay không con đã tạo ra 
cả một thế giới". Năm 1832 anh cho in công 
trình của mỉnh vào cuối một cuốn sách của 
cha, dưới hình thức phụ lực. Người cha gửi 
tác phẩm đó cho Gaoxơ. Trong thư trà lời 
Gaoxơ rất khen ngợi tài năng của Yanôsơ, 
nhưng nơi rằng ông ta cũng đạt được những 
kết quả tương tự, và bao nhiêu năm sau ông 
ta vẫn im lặng về phát minh xuất sắc này. 
Việc đó làm Yanôsơ đau khổ và bực tức. 


Ban đầu Forơcosơ không tin rằng con trai 
mình lại có thể giải quyết được vấn đề mà 
22 thế kÌ nay chưa ai làm nổi. Nhưng về sau 
ông hiểu được giá trị công trình của con ông. 
Không phải tỉnh thương yêu và tính tự trọng 
của người cha, mà chính lương tâm của nhà 
toán học buộc ông đứng ra bênh vực cho con 
ông trong khi bao nhiêu người dửng dưng 
hoặc phản đối. 

Năm 1856 Forơcosơ chết. Học trò cũ của 
ông từ những tỉnh xa cũng về dự tang, đưa 
ông đến nơi an nghỉ cuối cùng. 

Chúng ta biết rằng năm 1830 Lôbasepxki 
cũng tìm được những định lí của hình học 
phi Óclit. Về sau tin đó đến tai Bôyoi Yanôsơ. 
Sau khi nghiên cứu cẩn thận công trình của 
Lôbasepxki, ông chân thành chúc mừng nhà 
toán học Nga ví đại. Cả hai người, độc lập 





với nhau, đã xây dựng nên hình học mới mà 
sau này người ta gọi là hình học Bôyoi - 
Lôbasepxki. 

Không phải ngẫu nhiên hình học này 
được phát minh ở hai nước Dông và Trung 
Âu, mặc dù ở Tây Âu rất nhiều người nghiên 
cứu vấn để đó. Ở Đông và Trung Âu chế độ 
thống trị hà khác đã khơi động tỉnh thần 
cách mạng mãnh liệt. Tỉnh thần đớ gạt bỏ 
một cách dễ dàng hơn những định luật củ, 
nếu tìm thấy mâu thuẫn luận lí của nớ. 


Hình học Bôyoi - Lobasepxki đặt cơ sở 
cho lí thuyết tương đối của Anhxtanh sau 
này. Nó không chỉ mở đường cho toán học 
mà còn tạo nên một chuyển biến cách mạng 
trong triết học. Chính vì thế mà Gaoxơ 
không dám lên tiếng công nhận những kết 
quả đã đạt được. 


Bôyoi Yanôsơ rất thiết tha yêu tổ quốc. 
Ông đã từng công khai tuyên bố rằng xã hội 
đương thời "đầy rẫy bất hạnh, cùng khốn, 
nhưng không nhất thiết phải như vậy. Có 
thể tìm được hạnh phúc trên trái đất này. 
Tuy nhiên hoàn toàn không có hạnh phúc cá 
nhân nào có thể sinh ra hoặc tồn tại nếu 
không có hạnh phúc chung". Ông nồng nhiệt 
chào mừng cuộc cách mạng 1848 của nhân 
dân Hungari chống triều đình Áo đòi độc lập 
dân tộc. Ông đau khổ vì bệnh tật không cho 
phép ông tham gia chiến đấu giành tự do. 
Sự thất bại của cách mạng càng làm bệnh 
ông thêm trầm trọng. Bốn năm sau khi cha 
chết, năm 1860 ông cũng kết thúc cuộc đời 
nghèo niềm vui con người, nhưng giàu thành 
tích khoa học của mình. 

Nhân dân Hungari nhấc tới tên hai cha 
con Bôyoi với niềm tự hào và lòng kính phục. 
Bôyoi Yanôsơ được đặt ngang hàng với 
Lôbasepxki trong việc xây dựng hình học phí 
Ởclit. Hội toán học Hungari mang tên ông 
đã và đang góp phần đào tạo và bồi dưỡng 
những nhà toán học tài năng trẻ tuổi cho 
nước Hungari xã hội chủ nghĩa. 


VŨ HOÀI CHƯƠNG 
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KHƠRICHIẠN GUIGHENXƠ 
(1629 - 1695) 


Khơrichian Guighenxơ là một nhà toán 
học và vật lý học nổi tiếng người Hà Lan. 
Ông đã biểu lộ năng khiếu khoa học và lòng 
say mê học tập khi còn rất nhỏ tuổi. Lên 8 
tuổi, Guighenxơ đã nắm vững bốn phép tính 
số học và học tập tốt tiếng la tỉnh ; lên 10 
tuổi cậu đã say mẽ nghiên cứu luật thơ la 
tính và say mê chơi đàn vĩ cầm. Từ 14 đến 
16 tuổi, Guighenxơ học toán theo chương 
trình và sách giáo khoa do một giáo sư viết 
riêng cho cậu học trò xuất sắc của mình, Qua 
mấy năm say sưa học tập, năm 16 tuổi 
Guighenxơ đã nắm rất vững "số học" của 
Diôphãng, hình học của Đêcác, làm quen với 
tất cả các bài toán tìm cực trị của Pheema 
và các bài toán độc đáo về hình học giải tích. 
Năm T16 tuổi, Guighenxơ vào học trường Đại 
học. Ở đây, ông bát đầu quan tâm đến tác 
phẩm bất hủ của Acsimet và "Tiết diện hình 
nón" của Apôlôniut. 

Khi nghiên cứu "§ố học" của Xehevin, 
Guighenzxơ bị lôi cuốn vào một điều xác nhận 
rảng hình dáng của một sợi chỉ vật chất treo 
cân bằng tự do giữa hai điểm là đường 
parabôn. Ông nhận thấy rằng điểu này 
không đúng và đã chứng minh rằng trong 
trường hợp tổng quát, nó có hình dạng như 
một đường cố từng mát xích nối lại với nhau. 


Khi nhận được cong trình khoa học đầu tay 
này của nhà toán học trẻ tuổi, Đêcác hết sức 
khen ngợi và cho rằng Guighenxơ sẽ trở 
thành nhà bác học lỗi lạc. Chỉ vài năm sau, 
lời tiên đoán của Dêcác đã thành sự thực. 


Trong tác phẩm "Đo đường tròn", Acsimét 
đã tính giá trị gần đúng của số z : 3 + 10/71 
< z < 3+ 1/7 bằng cách dựng hình đa giác 
đều 96 cạnh. Guighenxơ đã viết tác phẩm 
"Về cầu phương hình tròn" trong đó ông đã 
phát triển ý của Acsimet, và đã nêu ra 
phương pháp có hiệu quả hơn để tính gần 
đúng số z ; chẳng hạn ông đã có được kết 
quả trên đây của Acsimet từ việc khảo sát 
hình 12 cạnh và 6 cạnh đều, Guighenxơ còn 
nghiên cứu về một ngành toán học trẻ là lí 
thuyết xác suất. 


Guighenxơ còn có nhiều công trình nổi 
tiếng về cơ học và thiên văn học. Chẳng hạn, 
nhờ những máy đo khúc xạ tự chế tạo, ông 
đã quan sát được sao Thổ ; lần đầu tiên, ông 
đã mô tả đám tỉnh vân trong chòm sao Thiên 
Lạp và đã thông báo về đường vết trên bề 
mặt sao Mộc và sao Hỏa. Về cơ học thực 
hành, ông đã phát mỉnh ra đồng hồ quả lác 
nổi tiếng và viết tập sách gồm 4 cuốn về 
công trình này. 


P.H. s⁄ ¿ầm 


BLEDƠ PAT-SCAN 
(1623 - 1662) 


Ngày 19-6-1973 đánh dấu 350 năm ngày 
sinh của B. Pat-scan, một trong những 
người nổi tiếng nhất trong lịch sử nhân loại. 

Suốt 350 năm qua, biết bao người khác 
nhau ở các thời đại khác nhau đã coi B. 
Pat-scan như người cùng thời đại với mình. 
Những lời phát biểu về B. Pat~-scan đã được 
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gộp thành nhiều tuyển. tập. Thường chúng 
ta chỉ nhác đến B. Pat~scan là một nhà toán 
học, một nhà vật lí học. Nhưng ông còn là 
một nhà tư tưởng, một nhà văn lớn. 

Về thời niên thiếu của B. Pat-scan, 
thường người ta hay nhắc đến môn hình học 
"cái gây và đồng tiền". Số là hồi nhỏ B, Pat-scan 


rất ham mê môn hỉnh học. Chính cha ông 
(Êten Pat-scan, một người rất ham mê toán 
học và kết thân với nhiều nhà toán học lớn 
của Pháp hồi đớ) đã gây cho B. Pat-scan 
lòng ham mê này. Nhưng B. Pat~scan lại rất 
yếu nên Êten Pat-scan không đám dậy toán 
cho con, sợ những suy nghỉ căng thẳng sẽ 
ảnh hưởng không tốt tới sức khỏe con mình, 
Ông giấu tất cả sách vở và tất cả những vật 
dụng gì có liên quan đến toán học. Thế là 
B. Pat-scan phải tự "nghiên cứu" môn khoa 
học này. Cậu đà tự xây dựng môn hình học 
riêng của cậu. Cậu vẽ các hình, tự đặt tên 
(nRư : đường thẳng là "cái gậy", đường tròn 
là "đồng tiền", hình chữ nhật là "mặt bàn", 
hình tam giác là "thước thợ",..) và chứng 


- 





Hình 1 
mỉnh hết định lí này đến định lí khác. Trong 
các định lí đó, có định lí tổng các góc trong 
của một "thước thợ" bằng nửa tổng các gớc 
trong của một "mặt bàn". 

Êten Pat-scan bất gặp con đang nghiên 
cứu. Sau khi nghe B. Pat-scan kể, ông đã 
sung sướng tới phát khóc khi biết con mình 
có thể sẽ trở thành nhà toán học lớn. Từ đó 
ông đã trao sách vở cho con đọc và hướng 
dẫn con nghiên cứu. Khi đó B. Pat-scan mới 
12 tuổi. 

13 tuổi, B. Pat-scan đã tham gia nhớm 
nghiên cứu toán. Ông tìm được người thày 
giáo tin cậy của mình là Đâ-dac (1593 - 
1662), kĩ sư, kiến trúc sư, người đã sáng lập 
môn hình học chiếu. Luận văn của Đê-dac 





Hình 2 


hồi đó rất ít người đọc tới Nhưng B. 
Pat-scan đã nắm rất vững và phát triển lên. 
B. Pat-scan đã ứng dụng lí thuyết hình 
chiếu từ một tâm của Đê-dac vào việc 
nghiên cứu các tiết diện hình nón. Kết quả 
là vào năm 1640, B. Pat-scan đã công bố 
luận văn "về tiết diện hỉnh nón", trong đó 
có định lí Pat-scan : Giỏ sử trên tiết diện 
hình nón L (ò bình 1, L là một parapôn : ở 
hình 2, P Q, R là giao điểm của các cớp 
đường thẳng (1, 2) oà (4, 5); (2, 3) uù (5, 6); 
(3, 4) uà (6, 1). Khi đó, P, Q, R sẽ nằm trên 
một dường thẳng. (Với cách đánh số đơn 
giản nhất như ở hình 2 L là một êlíp), ta 
tùy ý chọn và đánh số 6 điểm. Gọi P, Q, R 
là các giao điểm của các cặp cạnh đối diện 
của lục giác). Định lí mà Pat-scan gọi là "lục 
giác thần kì" này đã được ông dùng như một 
chìa khóa để mở ra lÍ thuyết tổng quát về 
thiết diện hình nón, rộng hơn định lí của 
Apôlôniút. 

Đê-dac đánh giá cao định lí này và gọi 
nó là "định lí lớn Pat-scan". Ông khẳng định 
nó đã bao hàm được cả bốn cuốn sách đầu 
của Apôlôniút. 

Pat-scan đã rút ra được gần 400 hệ quả 
từ định lí của mình, Một trong những hệ quả 
khá quan trọng là : tiết diện hình nón được 
xác định duy nhất bởi 5 điểm bất kỉ của nó. 

Công trình sau đây cũng không kém thú 
vị. Vào đầu năm 1640, gia đình Pat-scan 
chuyển về Ruan. Ở đó cha Pat-scan chuyển 
sang làm công tác tài chính. Cha Pat-scan 
phải tiến hành rất nhiều tính toán cổng 
kếẽnh mà Pat-scan phải giúp đỡ luôn. Cuối 
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năm 1640, Pat-scan nẩy ra ý định chế tạo 
máy tính. Ý nghĩ nẩy ra rất nhanh và luôn 
thường trực trong đầu óc Pat-scan : "... mối 
trục hay mỗi bánh xe ở thứ tự nào đó sẽ gắn 
với LÔ chữ số. Mỗi khi quay đi một vòng, 
chúng sẽ làm dịch chuyển một con số...", 
Nhưng ý nghĩ sáng sủa và rõ ràng mới là 
bước đầu. Để biến nó thành hiện thực còn 
phải tốn kém nhiều sức lực không thể lường 
được. Sau 5 năm lao động cảng thẳng, 
Pat-sean mới chế tạo xong chiếc máy tính 
làm được bốn phép tính số học rất tin cậy 
tuy rằng không nhanh lắm. Nguyên liệu sử 
dụng là gỗ, ngà voi, thau, đồng. Người thời 
đó gọi nó là "bánh xe Pat-scan", 

Chúng ta còn biết Pat-scan là một trong 
những người sáng lập ra môn thủy tỉnh học. 
Những thực nghiệm thiên tài đã đưa lại định 
luật Pat-scan nổi tiếng về sự cân bằng của 
chất lỏng. Định luật này ngay hồi đó đa được 
ứng dụng có hiệu quả, chẳng hạn việc chế 
tạo máy ép nhờ sức nước. 

Và đây lại là một chuyện lí thứ nữa. Vào 
năm 1651, Pat-scan nhận được một bức thư 
của Đơ Mere. Đơ Mere là một người học cao 
biết rộng nhưng cũng rất kiêu căng. Gặp bài 
toán ; "deo hai con xúc xác, tính số lần đeo 
cần thiết để xác suất xuất hiện Ít nhất một 
lần hai con 6 lớn hơn xác suất không lần 
nào xuất hiện hai con 6 cả". Đơ Mere giải 
bằng hai cách khác nhau và đi đến hai kết 
quả khác nhau : 24 và 25. Tịn vào cả hai 
phương pháp giải, Đơ Mere đã nghỉ ngờ cả 
Cơ sở toán học và biên thư cho Pat-scan. 
Pat-scan đã giải những bài toán phức tạp 
hơn và trao đổi những vấn đề này với Fecma, 
Những cuộc trao đổi đó đã làm nảy sinh một 
ngành toán học mới : lí thuyết xác suất. Vào 
năm 1654, trong thông báo của Viện hàn 
lâm khoa học Pari, Pat-scan đã liệt kê một 
loạt công trình sắp công bố của mình. Trong 
đó có một luận văn với tên đề làm mọi người 
phải ngạc nhiên : "Toán học củá sự ngẫu 
nhiên". 

Cũng vào năm này, Pat-sean công bố một 
trong những công trình phổ biến nhất : 
"huận văn về tam giác số". Nhờ nó ta tính 
được một cách đơn giản các hệ số trong khai 
triển nhị thức Niutơn. 
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Nhưng vào cuối năm 16ð4 Pat-scan đã } 
một tai nạn lớn : Sau khi cha mất, chị gá 
Pat-scan bỏ đi tu, Pat~scan sống một mỉn] 
và trong một buổi đi lễ, khí qua một chiế 
cầu, bất thần hai con ngựa trước của cỗ x‹ 
tứ mã đã hoảng sợ nhẩy xuống sông làn 
chiếc xe lật tung trên cầu, Pat-sean chế 
ngất đi, Sau đó ông mắc bệnh thần kinh 
ngồi ở bàn cũng phải quây ghế bốn chung 
quanh vÌ sợ ngã. Ông chán chường tất cả và 
bỏ vào tu viện, Ở đây ông đã viết "những 
bức thư". Nơ đã được đánh giá là một trong 
những tác phẩm vị đại nhất của nền văn học 
Pháp. 

Những nghiên cứu khoa học của Pat-scan 
sau khi bị tai nạn hầu như đã bị đỉnh trệ. 
Nhưng một năm rưỡi trong khoảng thời gian 
đó, Pat-scan lại có một loạt công trình toán 
học về đường xielôit (đường do một điểm 
trên đường tròn lăn không trượt theo mnột 
đường thẳng tạo nên). Chuyện như sau ; 
Đầu mùa xuân năm 1658 vào một đêm nào 
đó, Pat~scan bị đau răng. Càm giác vô cùng 
đau đớn. Pat-scan đã nghĩ ra một cách chữa 
răng ; tập trung tất cả suy nghỉ vào nghiên 
cứu toán học. Thế là một loạt bài toán về 
xÍclôit được giải quyết và sáng hôm sau ông 
đã khỏi bệnh đau răng ! Tiếp theo nhiều 
công trình được hoàn thành và mãi sau theo 
lời khuyên của bè bạn ông mới tập hợp lại 
để công bố. Những bài toán về xiclôit đo 
những người khác giải thường sử dụng 
những công cụ sơ cấp. Nhưng những bài 
toán do Pat~scan đặt và giải thường phức 
tạp hơn rất nhiều , trong đó Pat-scan đã đi 
rất gần đến phép tính vị phân và tích phân 
mà Ñiutơn và Lepnit đã chia nhau niềm vinh 
dự sáng lập ra nơ, 

Từ giữá năm 1659 do sức yếu và ảnh 
hưởng của nhà thờ, Pat-sean chấm dứt hẳn 
mọi nghiên cứu cả về vật lÍ lẫn toán học. 
Chúng ta có thể hiểu những ngày tháng này 
của ông qua bức thư sau đây ông gửi cho 
Fecma vào cuối năm 1660, khi Feema mời 
ông lại chỗ mình : 

"„. Hiện nay tôi nghiên cứu những thứ 
quá xa với hình học, đến nối tôi khó cớ thể 
nhớ được điều gì về hình học... Mạc dù tôi 





biết ngài là một nhà toán học lớn nhất châu 
Âu, nhưng điều đó cũng chẳng lôi cuốn được 
tôi... TBi thấy toán học là một thứ để luyện 
tập tốt cho trí tuệ, nhưng đồng thời tôi cũng 
thấy nơ vô dụng. Tôi khớ phân biệt một nhà 
hình học với một người làm nghề thủ công. 
VÌ vậy tôi gọi nớ là một nghề thủ công đẹp 
đẽ. Nhưng dù sao thì nớ cũng chỉ là thủ 
công. Tôi thường nơi nó chỉ để thử sức chứ 
không phải để dụng sức..." Những dòng cuối 
cùng, ông viết về tình trạng sức khỏe của 


mình : "Tôi yếu đến nỗi tôi không thể đi 
được mà không phải chống gậy, không thể 
leo lên thang gác, không thể ngồi xe ngựa 
quá hai đặm...". 

Vào tháng 12-1660, Huy-ghen đã đến 
thăm Pat-scan hai lần, thấy Pat-scan là 
một ông già lụ khụ, không thể ngồi nơi 
chuyện được (lúc đó Pat-scan mới 37 tuổi). 

B. Pat-scan chết ngày 19-8-1662. 


ĐẶNG IIY 


AL - KHÔREDƠMI 
(Thế ki IX) 


Nhà đại số học vi đại Udơbêch khoảng ba 
chục năm đầu của thế kỉ IX Muhamet ben 
Muxa AI - Khôredơmi đã làm lừng lẫy tên 
tuổi của mình bằng hai luận văn toán học : 
một về đại số là "Khixabơ al-giep 
Van-Mưkabala" và một luận văn về số học 
mang tên "Số học". 

AI-Khðredơmi là một nhà bác học xuất 
chúng về thời đó. Ông sống trong cung của 
chúa Al-Mamuna (813 - 833) là người bảo 
hộ rất am hiểu về khoa học. Theo ý kiến của 
vị chúa này, nhiều trước tác của các tắc giả 
kinh điển cổ Hy-lạp và của các nhà bác học 
Ấn Độ đa được dịch ra tiếng Ä -rập. Cũng 
chính theo sự chỉ dẫn của Mamuna, AI - 
Khôredơmi đã thành lập một hợp tuyển gồm 
các bảng thiên văn của các nhà toán học Ấn 
Độ. AI - Khôredơmi đã có những sửa chữa 
cần thiết các bảng cát tuyến của Ptôlêmây 
để dùng trong thiên văn. Ngoài ra ông còn 
tham gia đo độ kinh tuyến trái đất và viết 
hàng loạt luận văn, trong số đó có "luận văn 
về dụng cụ đo góc" và "luận văn về đồng hồ 
mặt trời”, 


Trong luận văn nổi tiếng về đại số, 
Al-Khôredơmi có mục đỉích viết một tuyển 
tập ngắn gọn về các cách tính toán nhờ 
phương pháp "phục hồi” (al-đơgiep) và "so 
sánh" (Val-mukabala). Theo lời ông thì ông 





rất hài lòng về cách trình bày. Nó rất gọn 
nhẹ và dễ hiểu về mặt số học và gồm những 
vấn đề đụng chạm đến luôn trong các tính 
toán tiền nong, trao đổi buôn bán và trong 
việc đo đạc, tính toán ruộng đất v.v... 

VÌ vậy nó nhằm trình bày sơ giản những 
kiến thức cần thiết nhất có tính chất thực hành. 


Trong tuyển tập này lần đầu tiên giải 
quyết vấn đề giải phương trình bậc nhất và 
bậc hai, trong đó tác giả xét sáu trường hợp : 


1) x” = ax 
9)x?=a 
3) ax = b 


4)x? tay =6 
ð) x? +ø = bx 
6) ax +b = x2 
Cả sáu trường hợp, AI - Khôredơmi đều 
xét trong các thí dụ bằng số. Đề giải phương 
trinh tương tự, ông đề ra phương pháp "phục 
hồi" (al-đơgiep) và "sơ sánh" (val~mukabala). 
Chẳng hạn phương trình 
z2 - Bðx— 12 =x ¬ 14 
bằng phép "al-đơgiep" chúng có dạng 
z?+ 14 =x+õx +12 
và sau ghép "val-mukabala" đưa về dạng 
xz+2 =6 
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Do đó bằng hai phép toán chỉ ra ở trên 
phương trình đã cho được đưa về dạng 
"chuẩn". Trong trường hợp này nó là trường 
hợp thứ ð, tức là dạng 

xỞ+a =òx 




















4⁄4 
L —I 
Để giải phương trình dạng đó, 
AI - Khôredơmi đã có một quy tắc phát biểu bằng 
lời mà dùng kí hiệu bây giờ ta có công thức. 
x = bía + Vb?/⁄4-—ø 
Để giải phương trình bậc hai, có lẽ 

AI - Khôredơmi đã sử dụng hai công cụ là 
hình học và đại số. Công cụ hình học dựa 
trên sự so sánh các diện tích biểu diễn hình 
học phương trình đã cho. Chẳng hạn, để giải 
phương trình xˆ? + ax = öb, ông đã xét hình 
vuông lớn gồm bốn hình chữ nhật và năm 
hình vuông nhỏ. Kí hiệu § là diện tích của 
hình vuông xuất phát, ta có 

S =x2+Á4(a/4)2 + 4 (a/4)x = 

(x? + ax) + 4(4/4)2 = b + 42/4 

Mặt khác S = (x + a/2)2. So sánh hai đẳng 

thức chúng ta nhận được 

(x +ø/2)2 =b+a2/4 


x = -a/2 + Vò + 474 





Một nhà toán học Ba-tư đã viết các 
phương pháp "al-đơgiep" và "Val-mukabala" 
thành những bài về : 

Al-đdgiep 
Khi giải phương trình 
nếu trong một vế 
bất kÌ vế nào 
Gặp một từ âm 
cộng vào hai vế 
một từ như thế 
chỉ khác dấu thôi. 
Dễ lắm bạn ơi, 
* 
** 


Val-mukabala 
Bây giờ nhìn lại xem nào, 
Những từ đồng dạng gộp vào, nhanh lên ! 
Việc so sánh cũng chẳng phiền 
Bỏ phần giống ở hai bên phương trình. 
Nói về luận văn "số học" của Al-khôredơmi 
thì nó là một nguồn truyền bá vào các nước Trung 
Cận Dông và châu Âu hệ tính thập phân do 
các nhà toán học Án Độ sử dụng trước đó. 
Tất nhiên khó có thể đánh giá được các luận 
văn về đại số và số học của ÀI-Khôredơmi, 
vì cả hai đều đóng một vai trò rất lớn trong 
lịch sử không phải chỉ có toán học mà trong 
cả lịch sử văn hóa của loài người. 


Để kết luận, cũng cần chú ý rằng danh 
từ "algeble" (đại số) là tên gọi quốc tế của 
một môn khoa học toán chính là xuất phát 
từ chữ "al-đơgiep”, tức là tên bài luận văn 
của Al-Khôredơmi "Khixabơ al-đơgiep 
Val-mukabala". Một điều thú vị nữa là từ 
"algôrit" (cách giải tổng quát một bài toán 
bất kì) không có gì khác chính là tên 
"Al-Khôredômi". 


MẤY GIAI THOẠI VỀ CÁC NHÀ TOÁN HỌC 


"Lời tiên đoán" ? 

"Tôi không có tuổi ấu thơ, vì tôi đã học 
từ khi vừa biết nói. Tôi không có tuổi niên 
thiếu, vỉ tôi không có bạn đồng niên và 
không biết một trò chơi. Tôi không có tuổi 
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thanh xuân, vÌ tôi thiếu nhất là tình yêu, và 
cuối cùng, tôi sẽ không có tuổi già, bởi vì tôi 
sẽ chết sớm !". 

Urưxôn, nhà toán học thuộc loại chủ lực 
của một trường phái toán học Liên Xô người 


đã có nhiều công trình quan trọng, nhiều 
định lí nổi tiếng. trong lĩnh vực đại số và 
tôpô..., khi còn rất trẻ đã tự nơi về mình 
như vậy. 

Một sự tình cờ : Urưxôn đã bị chết trong 
một lần đi tắm biển. Sóng biển xô anh vào 
đá. Khi đó anh mới 34 tuổi. Mọi người 
thương tiếc anh. Tuy nhiên, cũng không Ít 
người nông nổi nơi rằng anh đã "tiên đoán" 
trọn vẹn cuộc đời mỉnh. Thực ra ở tuổi anh, 
với tỉnh yêu khoa học, với những thành quả 
anh đã đạt được, không phải suy nghỉ nhiều, 
chác các bạn trẻ yêu toán cũng đồng ý với 
tôi ; lời "tiên đoán" của anh chỉ đúng một 
phần : anh không có tuổi già ! 

Chuyển động con lắc... 


Nhà toán học, cơ học và vật lí học vi đại 
người Pháp Ximôn Đơni Poaxông, sinh năm 
1781 tại thị trấn Pitiven. Mẹ của nhà toán 
học tương lai này chỉ vì sức khỏe quá kém 
đã phải gửi con mình cho một người vú em 
ở nông thôn, gần thị trấn. 

Một lần cha Poaxông đến thăm con. Ông 
không gặp người vú em ở nhà (bà đi làm 
đồng). Ông đi vào nhà và hết sức kinh ngạc 
khi nhìn thấy cậu bé bị treo trên trần nhà ! 
Nhưng sau đó ông đã hiểu : người ta làm 
như thế để súc vật thả rông quanh nhà khỏi 
xông vào "ăn thịt" cậu bé, vì ngôi nhà nhỏ, 
cửa liếp quá yếu ớt. 

Điều thú vị là Poaxông lại là người đầu 
tiên nghiên cứu phương trình toán học của 
chuyển động con lắc. Khi Poaxông đã thành 
một nhà khoa học, ông hay kể lại chuyện 
trên và nói đùa : "Không còn nghỉ ngờ gì 
nữa, tôi bị lắc từ bên này sang bên kia, và 
bằng cách đó, tôi đã bát đầu nghiên cứu 
chuyển động con lắc !". 

Cái hích ban dầu : 

Ixãe Niutơn là nhà toán học và vật lí học 
thiên tài của Anh. Khi mới sinh ra Niutơn 
là một đứa trẻ ốm yếu, quặt quẹo, đến nỗi 
ai cũng nghỉ may lắm thì cậu cũng sống được 
vài tiếng đồng hồ. Người được cử đi lấy thuốc 
cũng dềnh dàng vì cho là vô ích, và khi về 
thấy Niutơn còn sống đã phải kêu lên vì kinh 


ngạc. Vậy mà ông đã thọ 8ð tuổi, không hề 
rụng một cái rằng. Chúng ta ai cũng biết về 
định luật quán tính của Niutơn. Theo ông 
thì nếu không có ma sát, vật nào đứng yên 
sẽ đứng yên mãi, còn vật nào chuyển động 
(do nhận được một "cái bích ban đầu") sẽ 
chuyển động mãi mãi. Trong Cơ học các 
thiên thể ông cũng xem các hành tỉnh như 
các bộ phận của một chiếc đồng hồ vĩ đại, 
Nhờ "Chúa" ban cho một "cái hÍch ban đầu" 
mà đi vào một chuyển động vĩnh cửu. 

"Cái hích ban đầu" đã được sử dụng rộng 
rãi theo một nghĩa bóng : để có kết quả 
trong một lĩnh vực nào đó người ta cũng cần 
một "cái hích ban đầu", tức là một sức bật, 
một thành tích quyết định, v.v... 

Điều thú vị là chính thiên tài của Niutơn 
có được cũng do một "cái hích ban đầu" theo 
nghĩa đen của từ này, 

Hồi học ở trung học, lúc đầu Niutơn chỉ 
hay đọc chuyện văn học, kết quả học tập rất 
xoàng. Nhưng một lần, trong giờ giải lao, 
một học sinh nghịch ngợm đã tống vào bụng 
Niutơn một cái mạnh đến nỗi cậu bị ngất đi. 
Cảm giác cực kì đau đớn truyền khắp cơ 
thể, mát hoa lên trong giây lát không nhìn 
thấy gì nữa, cậu lấy hết sức bình sinh nén 
sự đau đớn. Kẻ phạm lỗi đã không lấy làm 
xấu hổ, lại còn lấy làm khoái trá về cú đánh 
của mình và cười chế riểu Niutơn. Niutơn 
căm giận, muốn trả thù ngay, nhưng "kẻ 
thù" lại quá mạnh so với mình. Bực bội mãi, 
cuối cùng Niutơn nghĩ ra một cách trả thù 
rất thú vị : đối phương chính là người đang 
ngồi ở vị trí đanh dự : "giỏi nhất lớp". Niutơn 
quyết định phải ngồi thay vào chỗ đó. Niutơn 
thực hiện kế hoạch không chê vào đâu được. 
Chỉ một tháng sau, cậu đã được khen trước 
lớp, được ngồi vào vị trí danh dự và cậu 
không rời bỏ chỗ đó nữa. 

Công thức khai triển "nhị thức Niutơn" 
được chứng minh ngay hồi Niutơn học ở 
trường trung học phổ thông. 

Chúc các bạn trẻ yêu toán tạo được cho 
mình một cái hích ban đầu, đương nhiên 
không phải cứ bằng một "cái hích vào bọng 
mỡ" như trường hợp của Niutơn. 

ĐẶNG HẤN 
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VỀ LỊCH SỬ LƯỢNG GIÁC HỌC 


Cũng như mọi khoa học và các phân môn 
khác của toán học, lượng giác học ra đời và 
phát triển do những nhu cầu của đời sống. 

Nảy sính từ sự cần thiết phải đo lại Tuộng 
đất sau những trận lụt hàng năm ở sông 
Nin, hình học thời cổ Ai Cập cách đây 4000 
năm đã đạt tới một trình độ đáng lưu ý. Nó 
cũng đã được ứng dụng vào việc xây dựng 
Kim Tự Tháp, một kÌ quan của thế giới. Với 
sự phát triển của hình học, lượng giác học 
đã hình thành. Trong những tài liệu toán học 
của người cổ Ai Cập còn thấy cả những yếu 
tố tiền thân của lượng giác học, chẳng hạn 
tỉ số những độ dài của những đoạn thẳng ở 
những hình chớp. 

Ở Trung Hoa, những kiến thức hình học 
và lượng giác cũng đã nảy nở sớm. Ngay từ 
khoảng năm 1100 trước công lịch người ta 
đã tạo những góc vuông bằng cách dùng tam 
giác có các cạnh 3, 4, õ đơn vị, đã xác định 
chiều cao nhờ đo bóng, đã tính chiều sâu và 
khoảng cách nhờ những tam giác vuông. 
Tiếc rằng nền toán học sớm của Trung Quốc 
còn để lại Ít dấu vết vÌ tất cả những sách và 
tài liệu văn hóa của nước này đã bị Tần 
Thủy Hoàng ra lệnh thiêu hủy, 

So với toán học Ai Cập thì toán học 
Babilon, trong đó có hình học và lượng giác, 
đã đạt tới một trình độ cao hơn. Hiện nay 
còn giữ lại được những tài liệu về những vấn 
đề toán học khoảng 5000 năm về trước. Ở 
Mesôpôtami, một vùng nằm giữa sông 
Ophơrát và sông Tigdrơ, do phải xây dựng 
những con đê phục vụ nông nghiệp, người ta 
phải tính độ đốc của thành đê và chiều rộng 
của mặt đê. Trong những tính toán này, tỉ 
số độ dài của những đoạn thẳng đóng một 
vai trò quan trọng. 

Những vấn để nảy sinh trong thực tế đã 
dẫn tới những kiến thức toán học. Sự tỈ lệ 
của các cạnh tương ứng trong những tam 
giác đồng dạng và định lí Pitago đã được 
phát hiện. Toán học Babilon cũng đã liên hệ 
chặt chẽ với thiên văn học. Mặc dầu thiên 
văn học Babilon thời đó liên quan nhiều với 
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mê tín dị đoan nhưng cũng đã đạt được một 
số kiến thức thiên văn thật sự. Những quan 
sát hàng nhiều trăm năm đã cho thấy tính 
chu kÌ của những hiện tượng trong bầu trời, 
đặc biệt là sự lặp lại một cách cơ quy luật 
của hiện tượng nhật thực và nguyệt thực. 
Hiện vẫn còn giữ lại được những bảng tính 
những quá trình thiên văn cớ tính chu kì. 
Nếu biểu thị những giá trị số này trong một 
hệ trực tọa độ (điều này thiên văn học thời 
đó chưa làm) thì được một đường sin. 


Khoảng năm 1900 trước công lịch, những 
nước nội địa như Ai Cập và Mêsôpôtami đã 
không còn tạo được những điều kiện thuận 
lợi nhất cho kinh tế và khoa học nữa. Vai 
trò này đã chuyển sang những nước ở ven 
biển do sự phát triển của ngành đóng tẩu. 


Nhờ liên hệ mật thiết với Mêsôpôtami và 
Ai Cập, toán học Hi Lạp đã tiếp nhận rất 
nhiều công trình khoa học và đã đi tới những 
nhận thức mới. Taiét (624 ? - 548 ? trước 
công lịch) đã đo chiều cao của những cái 
tháp bằng cách đo bóng của chúng vào lúc 
bóng của ông vừa đúng bằng bản thân ông. 
Ông cũng đã tính khoảng cách từ tầu thủy 
đến cảng nhờ những tam giác đồng dạng. Về 
sau toán học Hy Lạp đã phát triển đến một 
trình độ đáng ngạc nhiên. Tuy nhiên dần 
dần nó rơi vào ảnh hưởng của triết học duy 
tâm, đặc biệt là của trường phái Pơlatông và 
do đơ bị đứt liên hệ với thực tế. Trong xã 
hội chiếm hữu nô lệ mọi hoạt động thực tế 
bị coi là Ít giá trị và người ta cho rằng không 
cần thiết phải ghi chép lại những phương 
pháp của toán thực tế, trong đó có lượng 
giác học. 

Vào những thế kÌ cuối trước công lịch, 
yêu cầu đối với khoa trắc địa tăng lên, 
Những sự đo đạc này thúc đẩy khoa thiên 
văn. Do đó lượng giác học, với tư cách là 
công cụ toán học quan trọng, cũng có những 
tiến bộ. 

Aritxtacốt (khoảng năm 270 trước công 
lịch) đã thử đo tỉ số khoảng cách trái đất -— 
mặt trăng với khoảng cách trái đất - mặt 





trời theo con đường lượng giác bằng cách đo 
góc giữa mặt. trăng, trái đất và mặt trời lúc 
bán nguyệt thực. Do dụng cụ thời đơớ chưa 
được tốt, ông nhận được tỉ số 1 : 19 trong 
khi giá trị đúng là 1 : 370. 

Việc biến đổi lượng giác có sử dụng các 
tỈ số sin, cosin, tang và cotang ở tam giác 
vuông đã được những nhà học giả Ả-rập tiến 
hành vào thế ki thứ 9. Trong khi ở châu Âu 
khoa học bị kÌm hãm do ảnh hưởng của nhà 
thờ Giatô giáo thì nền văn hóa Ả-rập nở rộ, 
trong đó toán học đặc biệt là đại số và lượng 
giác rất được khuyến khích phát triển. Abu 
Nát (khoảng năm 1000) đã tìm ra định lí 
hàm số sin trong lượng giác phẳng. Ất ~ Tút 
(1201 - 1274) là người đầu tiên đã tập hợp 
tất cả những thành tựu của lượng giác học 
thành một tòa lâu đài hoàn chỉnh. Người ta 
đã tính được cả những bảng thiên văn và 
lượng giác rất phức tạp, chẳng hạn Ulúc Béc 
(1392 - 1449) đã lập bàng hàm số lượng giác 
với độ chính xác tới I7 chữ số thập phân. 


Lượng giác học và thiên văn học Ấn Độ 
cùng đã đạt tới một trình độ cao tương tự. 


Đến thế kỈ 15 toán học châu Âu đuổi, kịp 
và vượt nền toán học cổ Hi Lạp và La Mã 
Ít nhất là ở một số bộ phận. Những kết quả 
mới đã đạt được là do đời sống xã hội đã đặt 
ra những vấn đề mà việc giải quyết chúng 
đòi hỏi phải sử dụng những phương pháp 
toán học mới. Điều này cũng xẩy ra cả trong 
lượng giác học. 

Trong xã hội phong kiến đã phát triển 
một giai cấp mới, giai cấp tư sản. Giai cấp 
này khuyến khích thương mại, mở rộng thị 
trường ở hải ngoại. Đường biển tới Ấn Độ 
và một châu mới đã được phát hiện. Tầẩu 
thuyền đi lại trên biển cả đòi hỏi một trình 
độ cao về thiên văn học và lượng giác học. 

Cà thiên văn học cũng đặt ra cho lượng 
giác học những yêu cầu cao. Bằng cách đo 
đạc trong bầu trời nhờ những công cụ thiên 
vàn đã được cải tiến, người ta nhận thấy 
rằng quan niệm của Pơtðlême về địa tâm hệ 
(trái đất là trung tâm) là không đúng. Với 


è?-TcTr 


tác phẩm khoa học "Về sự quay của các thiên 
thể" mà trong đớ nhật tâm hệ (mặt trời là 
trung tâm) được lập luận, nhà bác học Ba 
Lan Côpécních (1473 - 1543) đã tạo nên 
bước quyết định cho sự phát triển của thiên 
văn học. 

Việc trang bị đại bác cho quân đội cũng 
đòi hỏi cấp bách sự phát triển của ngành 
trác địa và do đó của lượng giác học. Để bán 
đại bác trúng mục tiêu, người ta cần những 
phương pháp đo chính xác những khoảng 
cách trên mặt đất. 


Do những yêu cầu thực tế đó và cả những 
yêu cầu thực tế khác nữa, lượng giác học đã 
phát triển rất nhanh vào thế kỉ 15, 16 và 
17. lohanet Phôn Gơmunden (1380 ? - 
1442) và tiếp theo là Giêoóc Phôn Poibác 
(1423 - 1461) đã tiến hành tính bảng lượng 
giác mở rộng. Công trình phức tạp này cuối 
cùng đã được RAghiômôntan (1436 -~ 1476) 
hoàn thành. Rêeghiômôntan là một nhà toán 
học lỗi lạc của châu Âu thời đớ. Trong công 
trình "Năm cuốn sách về tất cả các tam giác" 
mà mãi đến năm 1533 mới được ïn, ông đã 
thâu tóm tất cả các phương pháp, định lí và 
bảng lượng giác mà thời đó đã đạt được. Nhờ 
Rêghiômôntan lượng giác học ở châu Âu đã 
trở thành một khoa học nhất quán và về mặt 
nội dung toán học nó đã đạt tới trình độ như 
ngày nay. 

Về sau những bảng lượng giác còn được 
cải tiến tốt hơn hẳn nhờ các nhà toán học 
Lê@ticút (1514 - 1576), Viết (1540 — 1603) và 
nhà thiên văn học lớn Iôhannét Kêpơle 
(1ỗ71 - 1630). Những tên gọi và kí hiệu mà 
hiện nay dùng trong lượng giác học thì mãi 
sau này mới được đưa vào. Về căn bản người 
ta sử dụng những tên gọi kí hiệu do nhà toán 
học thiên tài người Thuy sỉ là Lêôna le 
(1707 - 1783) đã đặt ra : x là số đo độ dài 
nửa đường tròn đơn vị, ø, ð, c là kí hiệu các 
cạnh của một tam giác : sin, cos, tang là kí 
hiệu những hàm số lượng giác. 


NGUYÊN BÁ KIM 
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LÊÔNA ƠLE 
(1707 - 1783) 


Sử sách đã ghi lại ngày 18 tháng 9 năm 
1783, ngày thiên tài toán học Lêôna le 
ngừng làm toán và cũng là ngày ông từ trần. 
Nhưng tên tuổi và sự nghiệp của le vẫn còn 
sống mãi với khoảng 5Q công thức, phương 
trình, định H, con số và những kí hiệu toán 
học được mang tên ông. 

L@ôna sinh ngày 1B tháng 4 năm 1707 tại 
Benơden. Thuy sĩ. Nghề nghiệp của người cha 
và các bài giảng của Giôhan Becnuli đã dẫn 
Ớle đến với toán học. Năm 20 tuổi (1727), 
Lê@ôna Ole đến làm việc ở Viện Hàn lâm khoa 
học Pêtecbua, vừa mới thành lập và là nơi thu 
hút các tài năng trẻ của trung và tây Âu đến 
làm việc. Tám năm sau (1785), khi Viện Hàn 
lâm Pêtecbua phải tiến hành những tính toán 
thiên văn để thiết lập bản đổ, Ole đã đảm 
nhận với thời hạn 3 ngày một khối lượng công 
việc mà các viện sỉ cho rằng phải cần mấy 
tháng mới làm được, và ông đã hoàn thành 
công việc với thời hạn làm mọi người kinh 
ngạc : một ngày một đêm ! Tuy vậy, để có 
được một kì công như thế, ông đã phải làm 
việc hết sức tập trung và cực kì căng thẳng, 
cho nên ông bị hỏng mất mắt phải. Với một 
mắt còn lại, Óle vẫn làm việc say sưa với năng 
suất không hể giảm sút. 

Năm 1741 ông trở về làm việc ở Viện Hàn 
lâm khoa học Beclin (Đức) theo yêu cầu của 
vua Friedrich đệ nhị. Ó đây ông đã cống hiến 
toàn lực cho khoa học, ngày đêm miệt mài 
nghiên cứu và sáng tạo, tham gia công tác 
lãnh đạo giới toán học, đóng góp trong công 
tác tổ chức và cả trong những công việc quản 
H, hành chính. 

Ở Beclin Óle vấn duy trì quan hệ chặt chẽ 
với Viện Hàn lâm Pêtecbua. Chính M. V. 
Lômônôxôp, nhà bác học Nga trẻ tuổi và tài 
năng, "người cha của nền khoa học Nga", đã 
được Óle thư từ trao đổi, dìu dất và được tiếp 
nhận tới Beclin. 

Trong thời gian này Ole làm việc rất có kết 
quả và đã trở thành nhà toán học bậc thầy 
của châu Âu. 

Năm 1766 Lâaôna Ole đến Pêtecbua lần thứ 
hai theo một thỏa thuận với Nữ hoàng Nga 
Katêrina đệ nhị. Bốn năm sau (1770), đo ngày 
đêm làm toán quên mình, con mắt còn lại của 
Óle bị hỏng nốt. 

Tiếp theo đó một loạt bất hạnh đã xẩy đến 
với Óle : nhà cháy, mất sạch của cải, người vợ 
thân yêu của ông qua đời ! Song những tổn 
thất vật chất và tỉnh thần đớ cùng với sự 
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giảm sút súc khoẻ của tuổi già vẫn không ảnh 
hưởng tới sức sáng tạo và năng suất lao động 
của le. Ông đọc cho người khác viết hết công 
trình này đến công trình khác. Từ năm 1766 
cho đến lúc qua đời ông đã để lại 416 công 
trình, tức trung bình 25 công trình mỗi năm 
(trước đó từ 7 đến 14 công trình mỗi năm). 
Khi ông mất, số công trình chưa công bố của 
ông để lại đã được đăng trên tạp chí của Viện 
Hàn lâm đến 80 năm sau mới hết, gấp 4 lần 
con số mà chủ tịch Viện Hàn lâm Pêtecbua đã 
có lần yêu cầu ông trước lúc ông qua đời. 

Những công trình của le đề cập đến hầu 
hết các lĩnh vực của toán học thời bấy giờ và 
đến nhiều ngành khoa học và kỉ thuật 
khác. Theo nhà nghiên cứu lịch sử tên tuổi 
Liên Xô A.P. Yuskêvich, 40% nghiên cứu của 
le dành cho đại số, lí thuyết số và giải tích, 
18% cho hình học, 28% cho cơ học và vật lí, 
11% cho thiên văn. Phần còn lại dành cho lí 
thuyết đường đạn bản đồ, tàu thuyền và xây 
dựng, H thuyết âm nhạc, thần học và triết 
học. Năm 1911, ở quê hương ông, toàn bộ 
những công trình của ông được in thành bộ 
sách với tên để "Leonhardi Euleri Opera 
Omnia! gồm 8õ quyển cỡ lỡn và gần 40.000 
trang. Sự xuất bản này là một đài kÌ niệm văn 
hóa xứng đáng với công lao to lớn của thiên 
tài toán học Ole. 

Ỏ chương trình phổ thông, chúng ta đã 
biết đến tên tuổi Ớle qua "đường thẳng Ole, 
đường tròn Ole" (đường tròn 9 điểm) trong 
tam giác, định lí Ơle về liên hệ giữa số đỉnh, 
cạnh và mặt trong một đa diện lổi, v.v... 
Chúng ta đã và đang làm toán với những kí 
hiệu của Ơle : số x, số ¿ (= Ỷ—]), sỉn, cos, tợ, 
cotg, Ax (số gia), 2 (tổng) ƒ) hàm f của x), v.v... 

Những thành tựu sâu sắc, phong phú và 
muôn vẻ của Lêôna Ole là những minh hoạ 
tuyệt vời cho nhận định : "Tbán học chỉ cho ta 
những phương pháp hoặc những con đường 
dẫn tới chân lí. Toán học làm cho những chân 
lí ẩn khuất nhất trở thành minh bạch và phơi 
bày chúng ra trước ánh sáng. Một mát toán học 
làm giàu sự hiểu biết của chúng ta, mặt khác nó 
làm cho suy nghĩ của chúng ta thêm sâu sắc”. 

Cuộc đời của Lêôna Ole là một tấm gương 
sáng chới về tính thần lao động sáng tạo 
không biết mỏi. Đối với Ole, làm toán cũng tự 
nhiên và cần thiết cho đời sống như là thở hút 
khí trời vậy. Sống là lao động sáng tạo, sống 
là làm toán, và ông chỉ ngừng làm toán khi 
trái tím ngừng đập. 

NGÔ ĐẠT TỨ 





Phần thứ hai 


GÁC BÀI TDÁN CHỤN LỤC 





§1. Phương trình, bất phương trình và hệ 


Bài toán 1. 
T7/182. Hãy xác định các giá trị a, b, c 
để hệ 


ax?+ðx+c<(0 
bz?+cx+b <0 
c+2 + dx + b « 0 
có nghiệm duy nhất, 
Bài toán 2. 


Tðõ/11ð. Cho hệ phương trình 
g7 + bi to =z, 
ax} + bx, +c= +% 


đx2_¡ + Đa c m1y 
ax2 +bx +c= #t 
với a z 0. Tìm điều kiện cẩn và đủ đối với 
ø, Ò, c để hệ vô nghiệm, có nghiệm duy nhất, 
có nhiều hơn một nghiệm. 
Bài toán 3. 
T8/180. Giải phương trình 
(2+ ý2)snh ts 2 + ý3)esÈ + 
+(@-~Ý2)**%= (1 nu 
Bài toán 4. 
T7/163. Giải và biện luận phương trình 
a—bcom _ 2ýa7~ b“tgy 
Sỉnz 1 +tg2y 


trong đó +, y là ẩn số, còn a, ð là tham SỐ, 
Bài toán 5. 


T7/164. Giải phương trình 
cosx - 38sinr = coa7x 


Bài toán 6. 


Tö/178. Cho số tự nhiên n > 9, Chứng 
minh rằng phương trình 


LỚN Lư +? 
n”(@œ=Ty†-fgp†z+l=0 


không cớ nghiệm hữu tỉ. 
Bài toán 7. 
T?/173. Cho bất phương trình 
a3|z| « Y8 (a2 ~ y2), 
Hãy xác định a sao cho SỐ cặp số nguyên 


(x, y) nghiệm đúng bất phương trình là nhỏ 
nhất. 


Bài toán 8. 

T?/174. Cho đa thức ƒz) = 8g + aịx +... 
+ q„+” có n nghiệm thực. Chứng minh ràng, 
với mọi 6 > m ~ 1 đa thức 


8Œ) = qạ + aið# + a,b(b — 12 + .. + 


+ a,b( — 1)... (bÙ —n + 1»* 
cũng có n nghiệm thực. 
Bài toán 9. 


T4/142. Giải và biện luận hệ phương trình 
sau theo các tham số q, ở : 


Ýx?+ ki áo cây W2 '=a 
+zˆ+ Ÿ2 =b 


Bài toán 10, 

Tö/146. Chứng mỉnh rằng, với mọi cập 
đa thức P(œ) và Q(+) với hệ số thực mà ít 
nhất một trong hai đa thức đó có bậc lớn 
hơn hoặc bằng 1 thì tồn tại xo € [0, 1] sao 
cho P@sinz,) # @Q(,). 
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Bài toán 11. 


T3/147. Hãy xác định a để bất phương 
trình sau 


log 11 + log! jax? — 2z + 8 x 
2 
x log (Jaxz — 2z + 1 +1) <0 


có nghiệm duy nhất. 

Bài toán 12. 

T5/152. Giải phương trình 

tg2x + tg22x + cotg23x = 1. 

Bài toán 13. 

T8/154. Giải phương trình 

COsxcos2xcosdx + sinxsin2xsin3x = 1. 

Bài toán 14. 

Tð/155. Giải phương trỉnh sau trong 
khoảng (0, 1) : 

82x? - 1)(2x2 - 1)? = 1- _ 


Bài toán l5. 


T8/155. Giải và biện luận hệ phương trình 
sỉnx + siny = sinz 
sinx + sinÄy = cos2z 
sinÂx + sinẤy = cos2øz 

Bài toán 16, 

Tõ6/156. Giải bất phương trình 


{2x + 3x7 + 8x + 16 > 2V8 + ý4—z. 
Bài toán 17. 
T6/159. Cho phương trình 
+ +ax? + bx? +cx + = 0 
có nghiệm. Chứng rninh rằng 


a2 +2 + c2 im, 


Bài toán 18. 

T?7/157. Giả sử các hàm số ý, g : (0, +œ) 
—= (0, +œ) liên tục và thỏa mãn điều kiện : 
với mọi x > 0 mà ø(z) # +, ta đều có ƒŒ)) 
= l1 ©fŒz) # 1. Chứng minh rằng, tồn tại 


*ạ > 0 sao cho g(ụ) = xạ. 


§2. Đảng thức, bất đẳng thức 


và các bài toán cực trị 


Bài toán 19. 


1 1 ‡ấ/ sả 
T3/114. Xét dãy số {8p} Giả sử 
(Œ\, đ;,..., øn) và (b, b„,... b„) là hai hoán 
vị của dãy số trên và thỏa mãn điều kiện 
0 tôi >za, +b, >..>aa ty, (5) 
1 Chứng minh bất đẳng thức 


4 
a„ + by, < + VỀ 6Gil,..8t 


2) Chứng minh rằng, với mỗi số c > 1 
luôn luôn tìm thấy ít nhất một số tự nhiên 


w» sao cho có hai hoán vị (ai, đ„, .., G„) và 
(Đụ, b„,... b„) thỏa mãn điều kiện (*) để bất 
4-c 





đẳng thức ø, + ö„ > đối với Ít nhất một 


D 
giá trị š € {1, 2, .., n}. 
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Bài toán 20. 
Tð/114. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị 
nhỏ nhất của hàm số 


# y) 2 asinâx + bcodly  œcoslx + bsinly 

' cginÄx +dcosy  ceosr + đain^y. 
trong đó a, b, c, ở là các hằng số dương. 

Bài toán 21. 

T6/120. Xét đa thức với hệ số thực ƒ) = 
ax3 + bx2 + cx + d thỏa mãn điều kiện |ƒ()| 
« aVWx € [-1, l1] với œ > 0 cho trước. Tìm 
giá trị lớn nhất của ||, |b|, le|, lở|. 

Bài toán 22. 

T7/127. Tìm điều kiện đối với ø, ổ, y, ơi, 
Øạ, y, để hàm số : 

acos + đsinwr + y 
_ ŒiCOR€ + Ổj8Ïn † yị 





có đồng thời giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
nhất. 


Bài toán 23. 

T7/124. Cho f(œ, y) = ax2 + 2bxy + cy? với 
ø, Ò, c là các số thực và D = œøe ~ b2 > 0. 
Chứng minh rằng, tổn tại cặp số nguyên 
không âm 1, 0 thỏa mãn các điều kiện sau 

1) 2+? z 0 
2) |ƒu, »)| < 2 s- 
Bài toán 24. 
T8/83. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
sin^r + sỉn^y + gin2z 
CosS2x + cosy + cos2z 

trong đó +, y, z là ba góc của một tam 
giác. 

Bài toán 25. 


T10/87. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 
thức 


P = cos3z + cos3y - cos8z, 
trong đó +, y, z là ba góc của một tam giác. 
Bài toán 26. 


T6/86. Chứng minh rằng, nếu ø, ổ là các 
góc nhọn của một tam giác vuông thì 


coỐœ cosỐ 1l 
==- + “T8. > ra 
Bài toán 27. 


T4/130. Cho (a;, ø„,.., ø„) là một hoán 
vị của dãy số (1, 2,..., n0). Tìm tất cả các giá 
trị có thể có của 

n 

S„= > la, - ¡{. 

i=l 

Bài toán 28, 

T135/66. Trong một hình tròn diện tích 
Š lấy 17 điểm tùy ý. Chứng minh rằng ít 
nhất có ba điểm là ba đỉnh của một tam giác 
có diện tích nhỏ hơn 5/8. Nếu ta lấy ø điểm 
bất kì thì kết quả sẽ ra sao ? 

Bài toán 29. 

T2/84. Tìm ba góc +, y, z của một tam 
giác sao cho cotgr + cotgy + cotgz đạt giá trị 
nhỏ nhất. 


Bài toán 30. 


T7?/65. Chứng minh rằng, nếu ø, ổ, y là 
ba góc của một tam giác nhọn thì 


sinz + sinØ + siny + tgœ + tgổ + tgy > 2z. 
Bài toán 31. 
T8B/6ð. Chứng minh rằng 
Sincosz < cossine, 
Bài toán 32. 
T127/66. Chứng minh rằng 
tA + tÊB + t0 >8 TT. 
với A, B, C là ba góc của một tam giác nhọn 
vàn CN. 
Bài toán 33. 
T9/179. Cho tam giác ABC thỏa mãn điều 
kiện 
(tgA + tgB + tgC)(cotgA + cotgB + cotgC) 
A B C A B C 
= (tg2+tgz+tgz) (cotgz+cotgz +cotgz). 
Chứng mình rằng AABC là tam giác đều. 


Bài toán 34. 


T7/176. Cho z, y, z là ba số dương thỏa 
mãn điều kiện : xy > (z + y)z. Chứng minh 
rằng 


#cosÁ + ycosB + zcosC < x + y +z, 
với A, B, C là ba góc của một tam giác. 
Bài toán 35. 


T8/176. Các góc A, B, C của AABC thỏa 
mãn điều kiện 


cos(A— 3) + cos (B- sị + cos(C— 3) = 


2 P] b 
= 4coa (A- 5) cos (- 3) cos (C- 3) : 


Chứng minh rằng AABC là tam giác đều. 

Bài toán 36. 

T9/178. A, B, C là ba góc của một tam 
giác. Chứng minh rằng 

3(sinAsin2A + ginBsin2B + sinCsin2C) 

< (sinA + sinB + sinC)(sin2A + sin2H + 
sin2C). 

Bài toán 37. 

T10/178. Chứng minh rằng AABC là tam 
giác đều nếu 

2 Và la 22 ơi VÁU van co 2 


COAÁ' conÐ cosC ,.A B8 _ 
sin2 sine SInz> 





Bài toán 38. 


Tỗ/147. Xét các số thực #ụ 
thỏa mãn điều kiện 


+ 
H < *p„; 


Xạy -› Troạc 
+r 
-"; Xiong Š ø" 
Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
y + (sinr; + sinz; +... + 

1 

+— )- 
8ITfiogø 








+ singiogs) c¬ 
Bài toán 39, 
T6/148. Kí hiệu ẤM là tập hợp gồm tất cả 

các tam thức bậc hai ƒ(x) = ax2 + bx + e có 

a>0,A =b2~ 4œ « 0. Tìm điều kiện cần 
và đủ đối với a, Øổ, y để với mọi ƒœ) € Àf, ta 
đều có 

g() = f2) + a(ax + b) + (bx + c) + 

+ y(cx +a) 

cũng thuộc M. 

Bài toán 40. 

T6/132. Cho số nguyên ? > 2. Chứng 
mình rằng, nếu có 


sInx; 


&¡cos2x + ø,cos22x + ... + đ„cos”nx z 1, 
Vz€ RF thì 
a, ta, tố ta. > 





„.=1: 
Bài toán 41. 
T8/138. Cho 2n số dương TRỊ, Tạ, vi. T 


Ø;, đ„,...., đ,. Chứng minh rằng 


Bài toán 42, 
T3/150. Cho 0 < đi < đ; <S.... S d, và 


#,Ø[^ + ˆ] < 1. Chứng minh rằng 
2 





Bài toán 43. 

T2/152. Cho các số thực *q 
thỏa mãn các điều kiện 
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#pb s5 ẨZneg 


Ù Ú =zo Si S12... <1, €1, =l 


n+1 
3) ——-" 0Vi 6 (1,2, ... n}. 
HỆ TY Œ¡ ~ #) 


Chúng minh rằng 
#zrioj=L—#, Ví € (1, 2,..., n} 
Bài toán 44, 
T9/157. Cho tỌ góc Œ, đ„,... œ„ thỏa mãn 


các điều kiện : œ/C (0, 5) Vi G (1,9, ..,n} 
n 
và » œ,=zx. Chứng minh rằng 


í=] 
n " 2„ 
(n -_ 3) (" + 2s) <co8-—. 
t= t= 

Dấu đảng thức xảy ra khi nào ? 

Bài toán 45. 

T7/159. Cho hàm số ƒ : Z' —>/#* thỏa mãn 
các điều kiện 

l)ƒ#Œœ) =0xe>»xr=0 

2) fáy) = ƒ@)ƒQ@) Vx, y € Z* 

3) fx +y) = ƒŒœ) + f0) Vx, y € Z'. 

Gọi nọ là số nguyên dương bé nhất trong 
các số nguyên dương m thỏa mãn điều kiện 
ƒŒm) > 1. Chứng minh rằng với mọi số 
nguyên dương ? ta đều có bất đằng thức sau 
(1) + [íag, 

fnạ) 1 

([a] là phần nguyên của số thực a). 

Bài toán 46. 

T5/160. Gọi m, n, p là 3 nghiệm thực của 
phương trình øx” + bz2 + œx - a = 0, a z# 0, 
Chứng minh rằng 


Y2 „8 _ ý2+ V3 _ 
P 


f@) < 


2 2 2 
mé + n^ˆ + pˆ, 
m "w P 


Dấu "=" xảy ra khi nào ? 

Bài toán 47. 

T10/136. ø, ð, c là độ dài các cạnh của 
một tam giác. Chứng minh rằng 


02b2c2 


( đ2+ b2 + c2 ) ở 
+ + A H C'` 
cotgA + cotgÐ+ cotgC tế 1g tự 2 





Bài toán 48, 
Bt T6/74. Chứng minh rằng 





z # 
( + lcos- +1 “co” >1, Vn > 2. 
Bài toán 49. 


T8/74. da, ö, c là độ dài ba cạnh của một 
tam giác thỏa mãn hệ thức øˆ + ð2 ~ c2 = 4Ƒe2, 
Chứng minh rằng 

tgAt, + 
tsit8=T = tựC. 

Bài toán 50. 

T7/101. Với n là số tự nhiên và 


0< +1)jx< Lê Chứng minh rằng 


(l — co#z)(L + cos'x) < tgnixtgx. 

Bài toán õ1. 

Tõ/112. Chứng minh rằng trong tứ giác 
ABCD các hệ thức sau là tương đương : 

1) cosA + cosB + coaC + cosD = 0 

2) cotgA + cotgB + cotgC + cotgD = 0. 

Bài toán 52. 

Tõö/111. Tính giá trị của biểu thức 

A = @sinr + sin2r + sin4r)5 - 

~ (sinr + sỉin2x + sin4x)Š ~ 

¬ (sin2r + sin4x ¬ sinx)Ÿ ~ 

¬ (sin4x + sinx ~ sin2z), 
với x = 209. 

Bài toán 53. 

T7/132. Cho AABC. Đường phân giác AA, 
của góc Á cắt các đường trung tuyến CC) và 
BB, tại M và N. Gọi G là trọng tâm của 
AABC. Đạt AA, =1, BB.=m,, CC = m„, 
AC =ö và AB = c. Chứng minh rằng khi 
b >zc thì : 

4® —e) 

lL MN z 5 b+c 


GNGM_ 4 nym((b — c) 


? “Mỹ ”g T§+aö— 
Bài toán 54. 


T9/168. Chứng minh rằng AABC đều khi 
và chỉ khi 

coaÁ + coaH + cosC + cos2A + coa2B + 
+ cos2C = 0. 


Bài toán 55. 


T9/171. Chứng minh ràng điều kiện cần 
và đủ để AABC đều là 


cos(A - B) + coa(B - €) + cos(C - A) = 
= 2(cosA + cosÖl + cosC). 


Bài toán 56. 
T6/147. Chứng minh rằng 


1 
Cos2v 
(cotgr) > sin2x ` 





Vxe (%5). 
Bài toán 57. 


T7/152. Cho tam giác có độ đài ba cạnh 
là a, ở, c ; còn độ dài bán kính đường tròn 
ngoại tiếp là #. Gọi S và ?P là diện tích và 
nửa chu vi của tam giác đó. Chứng minh 
rằng 

4S? « a?(œ ~ b)(p - e) + b2(p ~ 8)(p - e) + 
+ cÝ{p — a)(p — b) « p2R2, 

Bài toán 58. 

T9/108. Tìm tất cả các dãy số nguyên 
không giảm #ị› %2; c› Xioyo gồm 1979 số hạng 
thỏa mãn điều kiện sau : 

1) l1 <z, < 1964, Vị = 1,1979, 


2 2 2 
+j + +2 +..+ *197o 


(Œị + *„+...+ #tạe)ˆ 
đạt giá trị lớn nhất, 
Bài toán 89. 


T6/110. Cho n là một số nguyên dương. 
Chứng minh rằng 


2) Biểu thức P = 


1< (1+2) '«e 


Bài toán 60. 

Tð/130. Cho n số thực #Ị, #2, ... +„ thỏa 
mãn điều kiện : Ô «€ x, < 1, Vi = lựa. Đạt : 

T=ứ +; +... +. ~#¡j#¿ —.... — 





— 1ix„ = xa =..m +. Tp — %ụ tX„: 
Chứng minh ràng 
Z2 
— <T<I,Vn >3. 
Bài toán 61. 


T6/130. Cho a > 0. Lập đãy số {x,} 2 ạ 
theo quy luật sau : 


1 
#ạ = đ, SG NLI. Vk= 0,1,29,.. 
1) Hãy tÌm các số dương ø và A sao cho : 
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lm—=A. 


n¬œ 


2) Chứng minh rằng, tổn tại số dương B 
sao cho 


c Í 
»> ¬; <B, Vn CN". 
k=l*t 


Bài toán 62. 

T10/165. Chứng minh rằng trong tam 
giác bất kì tổng bình phương của ba bán 
kính ba đường tròn bàng tiếp của tam giác 
không nhỏ hơn tổng bình phương của độ dài 
ba đường phân giác. 


§3. Logic và Toán rời rạc 


Bài toán 63. 


T1/171. Cho hai tập hợp A, B thỏa mãn 
các điều kiện : 

1) Mỗi tập hợp đều gồm các số nguyên 
dương khác nhau và nhỏ thua 1990, 

2) Tống số phần tử của A và B lớn hơn 
1999. 

Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một 
phần tử của A và một phần tử của B có tổng 
bằng 1990. 

Bài toán 64. 

T3/166. Với mỗi số nguyên r > l, xác 
định số nguyên nhỏ nhất hír) > 1 sao cho 
với mọi cách chia tập hợp ({1, 2,.., hứ)} 
thành tập con đều tồn tại các số nguyên 
œ>0,y>x> Ì sao cho ø +*x,dg+y,d + 
*# + y thuộc cùng một tập con. 

Hỏi có thể xếp vào hình lập phương cạnh 


1 hai hình tứ điện đều cạnh = sao cho 


chúng không có điểm chung nào hay không ? 
Bài toán 65, 


T12/172. Cho ø (n > 2) em học sinh đứng 
thành hàng dọc. Sau mỗi lần cô giáo thổi còi, 
có hai em đổi chỗ cho nhau. Hỏi, sau một số 
lẻ lần thổi còi, ta có thể thấy tất cả các em 
học sinh đều đứng ở vị trí ban đầu của mỉnh 
hay không ? 

Bài toán 66. 


T9/178. Cho bàn cờ vua + x œ ô. Dán mép 
trái và mép phải của bàn cờ với nhau, sao 
cho mặt bàn cờ quay ra ngoài, ta thu được 
một bàn cờ hình trụ. Tiếp tục dán mép trên 
và mép dưới của bàn cờ hỉnh trụ ta sẽ thu 
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được một bàn cờ hình xuyến. Hỏi trên bàn 
cờ hình xuyến ấy có thể xếp được tối đa bao 
nhiêu quân vua sao cho quân nọ không ăn 
được quân kia ? 

Bài toán 67. 


T9/153. Trên trang giấy có một vết mực 
có tổng diện tích bé hơn 1. Chứng minh 
rằng, có thể chia trang giấy thành các hình 
vuông đơn vị sao cho không có đỉnh nào của 
hình vuông rơi vào chỗ có mực. 

Bài toán 68, 


T12/1ð5. Trên mặt bàn người ta đán một 
số hÌnh tròn có bán kính bằng nhau sao cho 
không có hai hình nào giao nhau, Chứng 
mỉnh rằng với 4 màu khác nhau ta có thể 
tô các hình tròn (mỗi hình tròn được tô bởi 
một màu) sao cho các hình tròn tiếp xúc 
nhau được tô bởi các màu khác nhau. 

Bài toán 69. 


T4/85. Cho một mảnh giấy hÌnh vuông. 
Mành giấy này được cắt bởi đường cắt thẳng 
thành hai mảnh. Một trong hai mảnh nhặt 
được, ta lại làm như vậy nhiều lần. Hỏi số 
lần cắt ít nhất phải là bao nhiêu để có thể 
nhận được 100 đa giác bai mươi cạnh, 

Bài toán 70. 


Tð/126. Người ta rải 35 viên bi trên một 
mặt sàn hỉnh vuông có cạnh bằng 10cm. 
Chứng minh rằng, khi các hòn bì đã đứng 
yên thì có thể tÌm được trên mặt sàn ít nhất 
một hình chữ nhật có điện tích lớn hơn 3em2 
không chứa viên bi nào (tức là không có 
điểm nào của hình chữ nhật là điểm tiếp xúc 
của một viên bi với mặt sàn), 


—ẦẶŨ5⁄KấŒKấaỢỢỢỪDỪDD DD DU \) 





Bài toán 71. 


T7/83. Chứng minh rằng không tổn tại 
một cách xếp ð hình cẩu cớ cùng bán kính, 
sao cho mỗi hình cầu tiếp xúc với 4 hình cầu 
kia. 

Bài toán 72. 

T6/88. Cho AABC đều cạnh a. Hai người 
chơi một trò chơi như gau ; 


- Người thứ nhất lấy 1 điểm C, trên AB 

~ Tiếp theo, người thứ hai lấy 1 điểm Á, 
trên BƠ 

- Tiếp theo, người thứ nhất lấy 1 điểm 
Bị trên AC. 

Mục đích của người thứ nhất là lấy C; và 
Ö\ sao cho diện tích AA,B,C, lớn nhất. Mục 
đích của người thứ hai là lấy A¡ sao cho diện 
tích của AA,B;C, nhỏ nhất. 


Vậy người thứ nhất đạt được diện tích lớn 
nhất bằng bao nhiêu nếu hai người cùng chơi giỏi, 

Bài toán 73. 

T3/179. Tìm tất cả các số nguyên dương 
*È sao cho có thể phân chia tập hợp 
XZ = (1990, 1990 + 1,..., 1990 + k} 


thành hai tập con A, B thỏa mãn điều kiện : 
Tổng của tất cả các phần tử thuộc A bằng 
tổng của tất cả các phần tử thuộc B. 

Bài toán 74. 


T8/181. Có n (n > 2) con chim đậu trên 
một đường tròn tâm Ó sao cho tại một điểm 
của đường tròn có đúng một con chim đậu. 
Hai con chim đậu tại hai điểm phân biệt 
Pẹ, P, được gọi là trông thấy nhau, nếu 
ĐOP, < 120°. Hãy tìm số nhỏ nhất các cặp 
chim trông thấy nhau. 

Bài toán 7ã. 


T8/183. Cho bảng hình chữ nhật kẻ ô 
vuông cớ 1991 hàng và 1992 cột. Kí hiệu (m, 
n) là ð vuông nằm ở giao của hàng thứ m 
và cột thứ ø. TÔ màu các ô vuông của bảng 
theo quy tác : lần thứ nhất tô ba ô vuông 
Œứ, 3), (+ l,s +), (Œ+2,s +2), với r, s 
là hai số cho trước thỏa mãn điều kiện l < 
<r< 1989, 1 < s < 1990; Từ lần thứ hai, 
mỗi lần tô đúng ba ô chưa có màu nằm cạnh 
nhau trong cùng một hàng hoặc cùng một 
cột. Hỏi bằng cách đớ có thể tô màu được 
hết tất cả các ô vuông của bảng đã cho hay 
không ? 


Bài toán 76. 

T10/177. Cho một hình phẳng có diện tích 
bằng 1, được phủ kín bởi một số hữu hạn 
các hỉnh tròn. Chứng minh rằng trong số các 
hình tròn đó có thể chọn ra hoặc một hình 


tròn cớ diện tích lớn hơn hoặc bằng g: hoặc 

một số hình tròn đôi một rời nhau mà tổng 
1 

diện tích của chúng lớn hơn hoặc bằng 8: 


Bài toán 77, 


T6/44. Hãy cắt một tam giác cho trước ra 
làm bốn phần và ghép các phần này lại để 
được hai tam giác đồng đạng với tam giác 
đã cho. 

Bài toán 78. 


T4/47. Người ta cắt một hình đa giác lồi 
17 cạnh ra thành các hình tam giác. Hôi 
được Ít nhất là bao nhiêu tam giác ? Nếu đa 
giác là không lồi thì số đó là bao nhiêu ? 

Bài toán 79. 

T6/47. Cho đa giác lồi ø cạnh AiA¿...Av, 


Vẽ tất cả các đường chéo xuất phát từ đỉnh 
A¡. M là một điểm trong AArA¿A,,¡ (2 <# 


<«n - l). Nối M với tất cả các đỉnh của đa 
giác. Tính xem miền trong của đa giác đã 
cho đã được chia thành bao nhiêu phần ? Với 
giá trị nào của & thì số phần được tạo thành 
là nhiều nhất và ít nhất ? 


Bài toán 80. 
T158/66. Từ bảng : 
1 VÀ 3 + ## 
n+] n+2 n+3 ....2n 
2n +1 2n+2 2n+3... 3n 


(®Ð—1)n+1 (s®—1)n+2 (n—1)n+3 ...2 
hãy chọn w số sao cho không có hai số nào 
đứng trong cùng một dòng và không có 2 số 


nào nằm trong cùng một cột của bâng. Tính 
tổng n số đã chọn. 


Bài toán 81. 
T9/47. L Có 9 em học sinh cùng đi một 
chuyến tẩu. Mỗi em chọn tùy ý và ngẫu 


nhiên một trong 3 toa tầu đã định. Tìm xác 
suất để cho : 


a) Tba đầu có 3 em. 

b) Mỗi toa có 3 em. 

c©) Một trong 3 toa có 4 em, một toa nữa 
có 8 em và toa còn lại có 2 em. 
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2) Một thành phố có 10.000 xe đạp mang 
số hiệu từ 1 đến 10.000. Tìm xác suất để 
cho biển số chiếc xe đạp mà em gặp đầu tiên 
không chứa con số 8. 


Bài toán 82. 
T6/140. Xét bảng số gồm „ đòng n cột : 
8n địy đụ, 
`. đại 22. Gạy 
đại Gua sỉ đạn 


trong đó a„ € {0, +1, +2, +3}. Hãy tìm tất 
cả các giá trị n sao cho tồn tại bảng A„ có 
các tính chất sau : 

1) Ở mỗi dòng, mỗi cột đều có một số 1 
Choặc -1), một số 2 (hoặc ~2), một sô 3 (hoặc 
~3), các số còn lại bằng 0. 

2) Ứng với mỗi bộ (, j, È), mà tua, # 0, 
có duy nhất một 


fu„đ„ = —0, đu. 


cột m sao cho 


3) Ứng với mỗi bộ (, 7, #), mà qua, # 0, 
cố duy nhất một dòng m sao 
St = ~8, 

Bài toán 83. 

T10/152. Giả sử cớ z ngôi nhà và một nhà 
máy điện. Hỏi có bao nhiêu cách mắc điện 
tới các ngôi nhà sao cho nhà nào cũng có 
điện. 

Bài toán 84. 

T1/154. Cho mặt phẳng kẻ ô vuông đơn 
vị. Hãy tÌm đường tròn có bán kính lớn nhất 
chỉ đi qua các đỈnh ô vuông mà không cất 
một cạnh hình vuông nào cả, 


Bài toán 8õ, 

T3/157. Tìm số các phân hoạch tập hợp 
{1 2,.., n} thành 3 tập con A,AsA› (các 
tập này có thể rồng) sao cho các điều kiện 
sau được thỏa mãn : 

1) Sau khi sắp xếp các phần tử của 
Ái, 2, Á; theo thứ tự tăng dần thì 2 phần 
tử liên tiếp luôn cớ tính chân, lé khác nhau. 

2) Nếu cả ba tập 4,4„A., đều không 
rỗng thì có đúng một tập có số nhỏ nhất là 
số chẵn. 

Bài toán 86. 

T12/1ỗ8. Các bức tường của một phòng 
triển lãm chấn trên nền nhà thành một đa 
giác phẳng n cạnh. Hãy chứng minh rằng để 


cho 
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chiếu sáng toàn bộ các gian của phòng triển 


lãm người ta chỉ cán |2” Ìngon đèn (kí hiệu 


{x] chỉ phần nguyên của số z). 
Bài toán 87. 


T8/164. Có ø cạp vợ chồng tham dự một 
buổi dạ hội. Biết rằng, mỗi người đều trò 
chuyện với tất cả những người khác, trừ vợ 
hoặc chồng mình. Các cuộc trò chuyện lập 
thành các nhóm người C\,C,,.., C, với các 


tính chất sau : không có một cập vợ chồng 
nào nói chuyện trong cùng một nhớm, nhưng 
với mọi cặp không phải là vợ chồng thì đều 
có đúng một nhớm để họ trò chuyện. Chứng 
minh rằng, nếu œ > 4 thì è > 2n. 

Bài toán 88. 


T6/146. Cho hai đường tròn (Ó,) và (Ó.) 
bằng nhau. Chia mỗi đường tròn thành n 
cung tròn bằng nhau (@w > 2). Tại các điểm 
chia trên đường tròn (Ơ,) ta gán các số tự 
nhiên từ 1 đến œ một cách tùy ý. Chứng 
minh rằng 


1) Nếu n là số chẩn thì với mỗi cách gán 
các số tự nhiên từ 1 đến ø lên trên các điểm 
chia trên đường tròn (Ø.), ta đều có thể đặt 
hai đường tròn lên nhau sao cho có hai số 
‡,j Œ # j) của đường tròn (Ó,) trùng với hai 
số bằng chúng trên đường tròn (Ó;). 

2) Nếu n là số lẻ thÌ tồn tại một cách gán 
các số tự nhiên từ 1 đến z lên các điểm chia 
trên đường tròn (O,) sao cho ở mỗi cách đặt 
đường tròn (Ó,) lên đường tròn (Ó,) đều chỉ có 
nhiều nhất một số ¡ trên đường tròn (Ó,) trùng 
với số bằng chính nó trên đường tròn (O,). 


Bài toán 89. 


T3/53. Trên mạt phẳng cho 5ð điểm phân 
biệt tùy ý A, B, C, D, E. Hai điểm bất kì 
trong 5 điểm ấy được nối với nhau bằng một 
đường cong liên tục không tự cắt và không 
đi qua các điểm còn lại. Chứng minh rằng 
không thể vẽ được tất cả các đường cong 
như thế sao cho hai đường bất kÌ đều không 
cắt nhau ở điểm khác với các điểm đã cho. 


Bài toán 90. 

T8/62. Trong mặt phẳng cho n điểm 
Ái, 4+... Á„, trong đó không có ba điểm nào 
thẳng hàng và trong các đoạn thẳng nối chúng 
từng đôi một không có hai đoạn nào song 
song. Qua mỗi điểm A, (¡= 1,2) ta vẽ các 
đường thẳng sơng song với tất câ các đoạn 
thẳng A, Ay với j # È,j, k € {L,2,..,m} {Ò. 








Hỏi số giao điểm tối đa của các đường thẳng 
đã vẽ. 


Bài toán 91, 


Tõ/67. Trong một khu vực có œ thành 
phố. Giữa hai thành phố được nối với nhau 
bằng một đoạn đường không tự cất. Hai 
đoạn đường bất kÌ chỉ gặp nhau tại một 
thành phố mà thôi. Từ một thành phố bất 
kì, bao giờ cũng có thể đi đến một thành phố 
khác tùy ý bằng một đường gấp khúc nào đó 
(gồm nhiều đoạn đường nối tiếp nhau). 
Chứng minh rằng 

1) Nếu khu vực đó không có đường vòng 
(tức là đường gấp khúc kín) thì số đoạn 
đường có tất cả là n - 1. 

2) Bao giờ cũng có ø - m +u = 1, trong 
đó m là số đoạn đường, u là số đường vòng 


đơn (tức là đường gấp khúc kín không bao 
quanh bất kì một đường gấp khúc kín nào 
khác ở bên trong nớ). 


3) Bao giờ cũng có Ít nhất một thành phố 
mà tại đó có nhiều nhất là 5 đoạn đường đi 
đến các thành phố khác. 


Bài toán 92, 

T2/85. Cho một bảng ô vuông có (nw x n) 
ô, với n là một số lẻ. Mỗi ô của bảng ta đặt 
một số 1 hoặc -1. Gọi ơ, là tích các số ở các 
ô của cột È, ö, là tích các số ở các ô của hàng 
*. Chứng minh rằng 


" LÀ 
> đ_ + Xứ, z0, 
K=1 k1 


§4. Các bài toán chứng minh hình học 


Bài toán 93. 


(T10/153). Giả sử D là một điểm nằm 
trong tam giác ABC. Các đường thẳng ÁD, 
BD và CD lần lượt cắt các cạnh BC, CA và 
AB ö X, Y và Z. Chứng minh rằng nếu hai 
trong ba tứ giác DYAZ, DZBX và DXCY có 
thể ngoại tiếp được đường tròn thì tứ giác 
thứ ba cũng vậy. 


Bài toán 94. 


(T2/158). Cho đường thẳng ở nằm ngoài 
đường tròn (0). Gọi A là chân đường vuông 
góc hạ từ O xuống ở. Trên ở lấy hai điểm B 
và C đối xứng với nhau qua A. Qua B và C 
vẽ hai cát tuyến tùy ý, lần lượt cắt (Ó) ở các 
cặp điểm M, W và P, Q. Gọi R và S lần lượt 
là các giao điểm của các đường thẳng NP và 
MQ với d. Chứng minh rằng R và S đối xứng 
với nhau qua A. 

Bài tập 9ã (T19/167). Xét một tam giác 
không vuông ABC. Ba đường thẳng lạ Tạ lọ 
lần lượt dựng qua các đỉnh A, B, C như sau : 
Gọi A' là chân đường cao hạ từ đỉnh A xuống 
cạnh ØC, đường tròn đường kính ÁA' cắt AB 
ð M, AC ở N thì ¿„¿ là đường thẳng qua A 


vuông góc với MN. Các đường thẳng ty Ea 





được dựng một cách tương tự. Chứng minh 
rằng /„,/„ và ¿+ đồng quy ở một điểm. 

Bài toán 96. 

{T10/173). Các đường phân giác trong các gúc 
4, B và C của tam giác ABC cắt đường tròn ngoại 
tiếp tam giác lần lượt ở các điểm Ai, Bị, Cụ. 
Gọi 5 là diện tích phần chung của hai tam 
giác ABC và A;B,C,. Chứng minh rằng : 


Sz 3° (ABC) 


thí nào thì xảy ra đẳng thức. 

Bài toán 97 

(T2/179). Cho tam giác ABC. Dựng các 
tia Cx, Cy thuộc nửa mặt phẳng bờ ÁC có 
chứa điểm B sao cho tia Cx nằm giữa hai tia 
CB, Cy và Cx || AB. Một đường thẳng bất 
kì qua B cắt Cx, Cy theo thứ tự ở các điểm 
D, E. Gọi Ƒ là giao điểm của (AD) và (BC), 
chứng mính rằng đường thẳng EF luôn luôn 
đi qua một điểm cố định. 

Bài toán 98. 


(T3/183). Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường 
tròn (Ó). Dựng tỉa Ayr L AD, Ax ñ BC = tF, 
tia Ay L AB, Ay n CD = F. Chứng mính rằng 
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đường thẳng EƑ đi qua tâm O của đường 
tròn. 


Bài toán 99. 

(T10/138). Giả sử MA là một đường kính 
bất kì của đường tròn (O) ngoại tiếp tam 
giác đều ABC và AA,,BB,,CC, là ba đây 


cung của (Ở) và cùng vuông góc với MN. 
Chứng minh : 


MA + ME + MC! ~ NÀ^ + NE! + NC! = 

= ÁA) + BB† + CC† 

Bài toán 100. 

(T9/140). Cho hai tam giác ABC, A'B'C'? 
đồng dạng với tÌ số k # 1 và có cùng hướng. 
Chứng minh rằng nói chung tồn tại một tam 
giác (T) có độ dài các cạnh bằng AA'.BC, 
BB'`.CA và CC*AB. Khi nào thì không tồn tại (T) 
(cũng tức là (T) suy biến thành đoạn thẳng) ? 

Bài toán 101. 

(T?/142). Trên các cạnh của một tứ giác 
lổi cớ diện tích S, về phía ngoài người ta 
dựng các hình vuông. Trên các hình vuông 
đó tạo thành một tứ giác có diện tích SỊ. 
Chứng minh rằng : 

2a) §, > 2S 


b) S¡ = 25 khi và chÍ khi các đường chéo 
của tứ giác ban đầu bằng nhau và vuông góc 
với nhau. 

Bài toán 102. 

(T?/14ð). a) Gọi mị, mà, mạ ; hị, hạ, hạ ¡r 
và R lần lượt là độ dài các đường trung 
tuyến, đường cao, bán kính các đường tròn 
nội và ngoại tiếp một tam giác có ba góc 
nhọn Á;4„A4;. Chứng minh rằng : 

m L(5 
BE TH TRO lig (2 
hạ h, hạ r 

bì Phát biểu và chứng minh bất đẳng 
thức tương tự đối với tứ diện ArAA2Au, 


c©) Khi nào xảy ra đẳng thức trong các hệ 
thức đó ? 

Bài toán 103. 

(T7/151). Cho tứ giác lồi ASCD không nội 
tiếp một đường tròn. Gọi A', B', C' và D' lần 
lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam 
giác BCD, CDA, DAB và ABC ; ta kí hiệu : 
AB'CĐ' = T(ABCD). Lại lấy A''B''C"?D"' = 
= T(AB'C'D') = T(T(ABCD)). 
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a) Chứng mỉnh rằng A“B”C”D” ‹^ ABCD. 

b) Hệ số đồng dạng * phụ thuộc vào độ 
lớn các góc của tứ giác ABCD, hãy xác định 
hệ số này. 

Bài toán 194. 


(T9/16ð). Cho parabol y=z?. Từ một 
điểm ï trong mặt phẳng tọa độ kê hai tiếp 
tuyến, tiếp xúc với parabol ở M và N. Một 
cát tuyến qua ï cắt parabol ở A và B, cắt 
MÑN ở J. Chứng minh rằng A, B, I2 lập 
thành một hàng điểm điều hòa. 

Bài toán 105. 


(T10/168). Các phân giác trong của các góc 
A, B và C của tam giác ABC gầp đường tròn 
ngoại tiếp tam giác đó theo thứ tự ở các điểm 
A, B' và C' Chứng minh rằng diện tích tam 
giác AB'C' lớn hơn hoặc bằng diện tích tam 
giác ABC. Khi nào thÌ xảy ra đẳng thức ? 
Bài toán 106. 


(T9/169). Cho tam giác nhọn ABC. Gọi u, 
ò và t là các khoảng cách lần lượt từ các 
đỉnh A, B và C đến một đường thẳng A bất 
kì nằm trong mặt phẳng tam giác. Chứng 
minh rằng : 

u?tgA + u2gB + u2tzC > 2S, 
trong đó § là diện tích tam giác ABC. 

Khi nào thÌ xây ra đẳng thức ? 

Bài toán 107. 

(T10/169). Gọi ï là tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác ABC có độ đài các cạnh 
BC = a, CA = bò, AB = c. Kéo dài 1A, IB, 
IC về phía A, B, € và trên đó lấy AuBụ C, 
sao cho AÁ; = alA, BB, = 01B, C€| = cĩcC. 
Chứng minh rằng hai tam giác ABC và 
A:B,C; có cùng trọng tâm. 

Bài toán 108, 

(T11/169). Về phía ngoài của tam giác 
nhọn ÁAÖØC người ta dựng các tam giác đều 
BCE, CAE và ABD. Chứng mỉnh rằng các 
đường thẳng đi qua các trung điểm M, N, P 
của các cạnh BC, CA, AB và theo thứ tự 
vuông góc với các đường thẳng DE, DF, EF 
đồng quy ở một điểm. 

Bài toán 109. 

(T9/170). Giả sử AM là một điểm bất kì 
trong mặt phẳng của tam giác ABC không 
nằm trên các đường thẳng chứa các cạnh 
tam giác. Chứng mình rằng : 

a) Các đường thẳng đối xứng với AM, BM 
và CM lần lượt qua các đường phân giác 


trong của các góc 44, và C của tam giác 
ABC hoặc đồng quy hoặc song song với nhau. 

b) Trong trường hợp ba đường thẳng nơi 
trên đồng quy tại một điểm Ä⁄' thì, các hình 
chiếu của hai điểm M và M' trên các đường 
thẳng BC, CA và AB cùng nằm trên một 
đường tròn (gọi là đường tròn sáu điểm). 

Bài toán 110, 

(T10/171). M là một điểm nào đó nằm 
trên đường tròn ngoại tiếp tam giác đều ABC. 
Chứng minh rằng tổng MA! + ME? + MC†+ 
không phụ thuộc vào vị trÍ của điểm M trên 
đường tròn. 

Bài toán I11. 

(T10/172). Cho tam giác ABC. Kéo dài ba 
đường cao AA,, BBỊ, CC, về phía A, B, C và 
trên đó lần lượt lấy các điểm A,, B,, C„ sao 
cho AA,.AA; = BB,.BB, =CC,.CC, = 1. 
Chứng minh rằng hai tam giác ABC và 
ABC, cố cùng trọng tâm. 

Bài toán 112. 

(T9/181). Tam giác ABC có độ dài các 
cạnh 8C = a, CA = ö và AB = c. Đường 
tròn (ï) nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với 
các cạnh 8C, CA và AB lần lượt ở các điểm 
Ái, Bị và C¡. Chứng minh : 

a) Chu vi tam giác A,B,C¡ không vượt 
quá nửa chu vi tam giác ABC. Dấu bằng xây 
ra khi nào ? 

1A.IB.IC Š 1 
aIA? + bIB? tciC2 35 

Dấu bằng xảy ra khi nào ? 

Bài toán 118. 

(T10/132). Chứng minh rằng có hình hộp 
mà tất cả các mặt của nớ là những hình thoi 
bằng nhau cớ một góc bằng 609, 

Các thiết diện thẳng của hình hộp đơ là 
hình gì ? Có bao nhiêu thiết diện thẳng là 
hình thơi ? 

Bài toán 114. 

(T9/136). Cho một nửa mặt cầu tâm O 
bán kính # cố định và hai hình cầu nhỏ thay 
đổi nhưng luôn tiếp xúc với nhau và nội tiếp 
trong nửa mặt cầu đã cho. Chứng minh rằng 
tiếp điểm của hai hình cầu nhỏ luôn nằm 
trên một mặt cầu cố định. 

Bài toán 115. 

(T9/137). Qua trọng tâm G của tứ diện 
ABCD ta dựng một mặt phẳng (P) tùy ý. Gọi 
AA,, BB,, CC, và DD, là khoảng cách lần 
lượt từ A, B, C và D đến (P). Chứng minh 
rằng trong bốn đoạn thẳng AA,, BB,, CC, và 








DI hoặc có một đoạn bằng tổng của ba 
đoạn kia, hoặc tổng của hai đoạn nào đó 
bàng tổng của hai đoạn còn lại: 

Bài toán 116. 

(T10/141). a) Chứng minh rằng trong một 
hình hộp, trung điểm các cạnh không xuất 
phát từ hai đầu mút của một đường chéo 
nào đó, là các đỉnh của một lục giác phẳng 
có tâm đối xứng. 

b) Tìm tất cả những hình hộp cớ tính chất 
là tất cả các lục giác phẳng ứng với tất cả 
các đường chéo là lục giác đều. 

Bài toán 117. 

(T11/155). Cho một hình hộp thoi 
ABCDA'B'C'D' có các cạnh bằng nhau và 
bằng ÁC', góc tam diện đỉnh A là đều. 

8) Tính số đo góc các mặt của tam diện 
đỉnh A. 

b) Một mặt phẳng cắt các cạnh AB, 4D 
và AA' theo thứ tự ở M, W, P và cắt AC' ở 
Q. Chứng minh rằng : 

sẻ n 
AQ ° AM ` AN ` AP 

Bài toán 118. 

(T11/168). Mặt phẳng đi qua một cạnh 
(AB) và trung điểm (#) của cạnh đối diện 
(CD) của một tứ điện (ABCD) gọi là một mặt 
trung diện của tứ diện đó, Mặt phẳng đối 
xứng với một mặt trung diện của một tứ 
điện qua mặt phân giác của nhị điện, phát 
xuất từ cùng một cạnh với mặt trung diện 
đó gọi là một mặt phẳng đối trung của tứ 
điện. Chứng mỉnh rằng trong một tứ diện, 
sáu mặt phẳng đối trung đồng quy tại một 
điểm (điểm này gọi là điểm đối - trọng tâm 
của tứ diện). 

Bài toán 119. 

(T12/173). Tứ diện ABCD thay đổi về vị 
trí các đỉnh trong không gian và độ dài các 
cạnh nhưng luôn giữ cho hai cạnh đối nhau 
thì bằng nhau (BC = DA, CA = DB, AB = DC; 
một tứ diện như vậy gọi là một tứ điện gần 
đều) ; đồng thời giữ cho các đỉnh A, B, C lần 
lượt chạy trên ba mặt cầu đồng tâm O, có 
bán kính là rị = 12m, r, = 16cm, r; = 48cm. 


Chứng minh rằng đỉnh thứ tư D không 
bao giờ vượt ra khỏi một mặt cầu có tâm và 
bán kính mà ta sẽ xác định. 

Bài toán 120. 

(T11/177). Gọi G là trọng tâm tứ diện 
ABCD. Mặt phẳng quay xung quanh ÁG 
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cắt các cạnh DB và DC lần lượt ở M và N. 
Gọi V = u(ABCD) và Vị =u(DAMN) ; chứng 
minh rằng : 


Bài toán 121. 


(T11/179). Cho ba đường thẳng a, b, c 
song song với nhau và không đồng phẳng, 


Trên ø, 6, c lấy ba điểm A, B, € cố định lần 
lượt thuộc ba đường thẳng đớ. Một mặt 
phẳng thay đổi cát ø, b, c ở M, N, P sao cho 
M, N, P ò về cùng một phía đối với mặt 
phẳng ABC và tổng diện tích các hình thang 
AMNB, BNPC và CPMA không đổi. Chứng 
mỉnh rằng hình chiếu của trọng tâm G của 
tam giác ABC lên mặt phẳng MNP nằm trên 
một mặt cầu cố định. 


§5. Các bài toán quỹ tích 


Bài toán 122. 

(T12/149). Trong mặt phẳng cho một 
đường tròn (Ó) và hai đường thẳng vuông 
góc với nhau ở và ở°. OA và OB là hai bán 
kính thay đổi vuông góc với nhau. Qua A kẻ 
Ax || đ và qua B kẻ By || đ'. Tìm quỹ tích 
giao điểm M của Ax và ñy. 

Bài toán 123. 


(T11/162). Cho tam giác không đều ABC 
có hướng dương (tức là các đỉnh sắp xếp 
ngược chiều kim đồng hổ). Tìm quỹ tích tâm 
đường tròn ngoại tiếp các tam giác đều 
A'B'C' có hướng đương, ở đó các bộ ba điểm 
A, B, C' cũng như Ö, C, A' và C, A, B' 
thẳng hàng. 

Bài toán 124. 


(T11/164). Cho tam giác ABC. Hai điểm 
M và N lần lượt chuyển động trên hai cạnh 
AB và ÁC sao cho BM = CN. Gọi P là điểm 
đối xứng của W qua C. Tìm quỹ tÍch trọng 
tâm các tam giác AMN và AMP 

Bài toán 12ã. 

(T2/170). Gọi Ơ là giao điểm hai đường 
chéo AC và BD của tứ giác lồi ABCD. Tìm 
tập hợp các điểm P thỏa mãn điều kiện : 

OP < min (AP, BP, CP, DP) 

Bài toán 126. 

(T11/173). Cho gúc xÓy. Hai điểm A và 
lần lượt chuyển động trên hai cạnh Ox và 
Oy sao cho ÓA + ÓB = ¡ không đổi. 

a) Chứng minh rằng đường trung trực 
của ÁB luôn đi qua một điểm cố định. 

b) Tìm quỹ tích tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác OAB. 
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Bài toán 127. 

(T9/166). Cho tam giác ABC nội tiếp 
đường tròn (O). Tìm quỹ tích những điểm 
M nằm trong đường tròn sao cho ba dây 
cung đi qua M là AA, BB' và CC” thỏa mãn 
hộ thức : 

MA „ MB, MC _ 
MA MB MCC 

Bài toán 128. 

(T9/183). Cũng như trên, thay hệ thức (*) 
bởi hệ thức sau đây : 

MA, MB, MC 
MA` MPE_ MC 

Bài toán 129. 

(T11/172). Trên mặt cầu € (O, HE) cho nø 
điểm cố định Au,A+...Á, (ns « 2). Tìm 
quỹ tích những điểm AM sao cho các đây 
cung đi qua X là A,A`, ( = 1, 2,..., n) thỏa 
mãn hệ thức : 


U) AM 


3 œ® 


<Š 3 (%) 


trong đó & là một số thực cho trước, § > n. 
Bài toán 130. 

(T11/174). Trong mặt phẳng (P) cho tam 
giác nhọn ABC. Một điểm D thay đổi vị trí 
trong không gian sao cho tất cà các mặt của 
tứ diện ABCD đều là các tam giác nhọn. Tìm 
quỹ tích các hình chiếu của D trên mặt 
phẳng (P). 

Bài toán 131. 

(T10/181). Cho tứ điện ABCD. Tìm tập 
hợp những điểm M nằm trong tứ diện đã 
cho mà khoảng cách từ đớ đến mặt phẳng 
của tứ diện bàng tổng các khoảng cách từ 
đó đến ba mặt còn lại. 


=<“—==ẼẺẼẽ=ẽ-ễễềẽằẽễễễ = ..,__—..... 


- &6. Các bài toán dựng hình 


Bài toán 182. 


(T8/143). Cho hai điểm A và B nầm ở 
ngoài đường tròn (Ø). Dựng một đường tròn 
(E) đi qua A, B và cắt (O) theo một dây cung 
có chiều dài ở cho trước. 

Bài toán 133. 

(T8/147). Trong mặt phẳng cho một 
đường tròn (0) và một đường thẳng A không 
cắt (u}. Hai điểm M và N chuyển động trên 
A sao cho đường tròn đường kính MA bao 
giờ cũng tiếp xúc ngoài với đường tròn (0} 
đã cho. Chứng minh rằng trong mặt phẳng 
tổn tại một điểm P luôn luôn nhìn các đoạn 
MN đưới một góc không đổi œ. Xác định độ 
lớn của MP = z theo bán kính R của (0) 
và khoảng cách ở = CO từ tâm € của (ø} 
đến A. 

Bài toán 134. 

(T10/140). Mặt phẳng đi qua một cạnh và 
chia đôi cạnh đối diện của một hình tứ diện 
gọi là một mặt trung diện của tứ diện đó. 
Mặt phẳng đi qua một cạnh và chia đôi góc 
nhị diện thuộc cạnh đó gọi là mặt phân giác 
(trong) của tứ diện đơ. 


Hãy tÌm tất cả các hình tứ diện đặc trưng 
bởi tính chất là mỗi mặt phân giác của một 
nhị diện trùng với mặt trung diện xuất phát 
từ cạnh của nhị diện đớ. 

Bài toán 135. 


(T9/148). Tìm điều kiện mà hình chóp tứ 
giác S.ABCD phải thỏa mãn để có một mặt 
cầu đi qua các đỉnh A, B, C, D của đáy và 
các hình chiếu (vuông góc) B', C” D'” của 
đỉnh A trên các cạnh SB, SC và SD. 

Bài toán 136. 


(T10/150). Qua một điểm AM cho trước 
thuộc một cạnh của một hình lập phương có 
thể dựng được bao nhiêu mặt phẳng cát hình 
lập phương đó sao cho thiết diện thu được 
là một hình vuông ? 

Bài toán 137. 


(T11/170). Trong không gian cho bốn 
điểm phân biệt A, B, Œ, D không đồng 
phẳng. Gọi M, M' ; W, N' và P, P' lần lượt 
là trung điểm của các cặp đoạn thẳng BC, 
ĐA ; CA, DB và AB, DC, Hỏi tứ điểm {A, 
B, C, D) phải thỏa mãn điều kiện gì để sáu 
điểm nói trên cùng nằm trên một mặt cầu ? 


§7. Cực trị hình học 


Bài toán 138. 

(T7/133). Cho tam giác ABC. Tìm một 
điểm M nằm ở trong tam giác sao cho đại 
lượng BC.MA + CA.MB + AB.MC đạt giá trị 
nhỏ nhất. 

Bài toán 139. 

(T9/134). Cho gớc xÓy cố định. Một điểm 
A chạy trên Óx và một điểm Ø chạy trên Óy 
sao cho : 

b) b 
SA * ög”" 
trong đơ a, 6 là các độ dài cho trước và k là 
một số thực dương cho trước. TÌm vị trí của 
A và B để tam giác OAB có chu vi nhỏ nhất, 

Bài toán 140. 

(T10/146). Bốn xã có vị trí ở bốn đỉnh của 
một hình vuông có độ dài cạnh bằng 10 km, 
Người ta muốn xây dựng một hệ thống 
đường liên xã sao cho từ bất cứ một xã nào 
cũng có thể dẫn đến bất cứ một xã nào khác. 


È&§- TCTH 





a) Hỏi với vật liệu đủ xây dựng 28 km 
đường, người ta có thể đạt được mục đích 
đã để ra hay không ? 

b) Hỏi tổng độ dài các con đường ngắn 
nhất là bao nhiêu ? 

Bài toán 141, 

(T8/144). Gọi Rị, R„„ E; và RE, là bán kính 
các mặt cầu lần lượt bàng tiếp các góc tam 
diện có đỉnh là A, B8, C và D của một tứ diện 
ABCD, ngoại tiếp một mặt cầu bán kính r 
cho trước. Hãy xác định tứ diện để tổng 
Tị +, + Rị + Rụ có giá trị nhỏ nhất. 

Bài toán 142. 

(T9/149). Hai điểm C và D lần lượt chạy 
trên hai nửa đường thẳng A+x và By chéo 
nhau cho trước sao cho : 

b3 b 

AC ` 5p 
trong đó ø, ðò là hai độ dài cho trước, còn È 
là một số thực dương cho trước. 


=h, 
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a) Chứng mỉnh rằng đoạn CD luôn luôn 
cắt một đoạn thẳng cố định. 

b) Xác định vị trí của C và D để thể tích 
tứ diện ABCD là nhỏ nhất. 

Bài toán 143. 

(T12/153). Cho tứ diện ABCD có BC = 
DA = a, CA = DB = b và AB. DC = c2 Plà 
một điểm nào đó trong không gian. Tính giá 
trị nhỏ nhất của ƒ{P) = PA + PB + PC + PD. 

Bài toán 144. 

(T12/154). Cho góc tam diện vuông Oxyz 
và một điểm M cố định nằm trong góc đó. 
Qua Mƒ dựng một mặt phẳng cất Ox, Oy, Óz 
lần lượt ở A, B, C sao cho : 

a) OA + OB + OC nhỏ nhất ; 
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b) Tổng bình phương các cạnh của ta 
giác ABC nhỏ nhất. 


Bài toán 145. 

(T12/164). Cho hai hình cầu đồng tâm 
bán kính l1 và 4. Xét hình ch 
S.A¡A;...A„ có đỉnh S thuộc mặt cầu nÌ 
các đỉnh Á, của đáy đều thuộc mặt cẩu l 
(( = 1, 2,..., m). Hãy xác định S và A, ( = 
3,... n) để thể tích hình chớp là lớn nhá 

Bài toán 148. 


(T9/147). Cho tam giác ABC cố định. T 
trong không gian một điểm D sao cho 
diện ABCD có thể tích 0 cho trước và b 
kính mặt cẩu nội tiếp tứ diện đó là ¿ớn nh 





$1. Phương trình, bất phương trình và hệ 


Bài toán 1 (T7/182) (1) 
Giả sử x = +ạ là nghiệm của hệ. 


Thay vào hệ và cộng các vế của các bất 
đẳng thức ta được : 


(œ+b+©) gã +xạ + <0 
^a+ò+c<0. 
Nếu x = I không là nghiệm của một trong 


ba phương trình ax2 + bx + c =0, 


bx? + cx+a = Ú và cx2 + dx+b = Ô thì suy 
raœ+b+c<0 và hệ 


ax2 +bx+c<0 
bz2 +cx+a< 0 
cx2 + dx +b <0 


không có nghiệm duy nhất. Suy ra hệ đã cho 
không cố nghiệm duy nhất. 

Vậy xz = 1 phải là nghiệm của một trong 
ba phương trình trên, suy ra z+b+c=0 
và hệ đã cho 

(Œ— Ù) (ax— e) =0 
= lđ&~ 1x — a) =0 (2) 
(Œ — 1)(x ~ b) =0 
(vì (ø@+b+e) Gì +xạ + 1)=0). 

Nếua=b=c= 0 thì (2) có vô số nghiệm. 

Nếu a2 + ð2 + e? > 0 và có 1 số bằng 0 thì 
(2) có nghiệm duy nhất. Nếu cà 3 số a,b,c 
đều khác 0 thì đo z +ð + = 0 nên không 
thể xẩy ra : a/b = bíc = cịa # 1. Vậy (2) 
không thể có nghiệm z = +ạ # 1. 


Kết luận : Hệ đã cho có nghiệm duy nhất = 


a+b+c=0 
a2 +82 +c2> 0. 





Bài toán 2 (5/115) 
Lời giải. KÍ hiệu 


*ị T3„= 
thì ta có 
Xi†+X;+..+X.,=0 œ@) 


và hệ phương trình đã cho tương đương với 
hệ sau 


ax) + (6 — lì +c =X, 
032 + (b ~ lw,+e=X, 


gã, + (ð ~ lu, +c =X, 


~ Nếu ( — 1)” — 4œc < 0 thì các z, ( = 1, 


2,.... ø) luôn cùng đấu với ø, do vậy không 
thể có đẳng thức (1), trong trường hợp này 
hệ đã cho vô nghiệm. 


- Nếu (b ~ l)ˆ — 4ø = 0 thì hệ đã cho cớ 
duy nhất nghiệm 
#ị =#;=.. =x„ = (1 ~ b)/2a. 
Còn các giá trị khác của +; sẽ làm cho X, 
cùng dấu với ø, đẳng thức (L) sẽ không cớ. 


- Nếu (b — 1)? — 4ac > 0, hệ đã cho có ít 
nhất hai nghiệm : 


s;=(1—b+ {=2 


t=1,2,..,? 
và z¡= (1~b — ƒ(@ — Dˆ~— 4ae)/92a 
t=1,2,..,n" 
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Bài toán 3 (8/180) 

Xét 3 trường hợp : 

1) cos2z > 0 = cog'x — sin2x = cosÐx > O0 

©>cos2+z > gin2x 

Mà 2 + V2 >1 

nên (2 + V2)*f* — (2 + (5)°%%* « 0 

= Phương trình đã cho có 

Vẽ trái < (2-— V2)°*% < (1 + 2/8) 
(do (2 — V2)°%% < 1), 


2) cos2x < 0 : tương tự trên = Vế trái > 
vế phải 


3) cos2x = 0 œx = x/4 + kxl2, b G Z. 

Vậy phương trình đã cho chỉ cớ nghiệm. 
x = xjA + ku/2. 

Bài toán 4 (7/163) 


Điều kiện của phương trình là sinx z 0, 
cosy z 0, |a| z |b| hay là x # ## ; y # z/2 
+z và |ø| > |b|. Với điều kiện trên phương 
trình đã cho tương đương với 


=Ý& —bÐ2. 2cosy . siny, hay là 





sinx 
— {a2 — b2. sin(2y) Œ@) 


Đo |ain3y| < 1 nên từ (1) có : 
œ — bcosr 
| mm | «va - # 
©> (a ~ bcosv)? < sin?x. (g2 — b2) 
«> (ø — bcosr)2 « (1 — cos2x) (a2 — b2) 
~ 9abcoy + bˆcos x < 
— b2 — qg?cos2x + b2cog”x 
«>đ2.cos2x + b2 — 2øbcom & 0 


«©> (gcomr — b)? < 0 
a=0 


Thay vào (I), đặt œ € [0, +] là góc thỏa 
mãn cosz, = Ề , kí hiệu sig (a) là đấu của a 
thì (1) 
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*, y tùy ý ngộ xickex xi ÿw 
az=0 
x=ao+2kn 
sin2y' = sig(œ) 
a#0 az=Q0 
+= Ta, +2knổ |x = —ơ, + 2km 
Sin2y = -sig(a) |y = —aig(q) x/A + Iu 
Töm lại : 

1) |a| < |b| vô nghiệm 
2)a=b =0, y tùy ý x z ku, 

y # x/2 + lx 

œ=0,b #0 vô nghiệm 
3) la| > lö| có nghiệm 

xz=a,+2kn 

l = sigØ(a) x/A + In 

x= -a, +2kxr 

và ` 
l = -sig(q) xi4 + bị 


az#0 
x=a¿,+ 2km 
ÿ = Sig(đ) xí4 + ixr 


Bài toán B (7/164) 

Viết phương trình về dạng : 
cosvy — cog7x — 3 V3 sinx = 0 

œ2sin8x sin4r — 3 Vỗ sinx = 0 

©>2sindxsint (3 — 4sin2x) — 3 V3 sinz = 0 

©simr [2sin4x (1 + 2cos2x) — 3 V3] = 


sim =0 (1) 
® Í2sin4z (1 + 2eos4z) = s5 (®) 
: (Ù ©+x = kx, È = 5 +1, +2... 
(2) esin4xcoaØx + sin4x = . 
4sin2xcos22x + sin4x = " @) 


Ấp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số 
sin22x 


cog22x  cos22x 
và — — ta được 


2 2 
cos22x 
> 





ng cos22x 
1 =sin“2x + 5 $ 5 


h 2 
3 —“—==x.. 


2 
in2ycos22x < |sin2xcos22x| « —— 
gin2rco | sin2xcos22x| 3ý 


Do đó : v5 
4sin2xcos22x + sin4x < =. +1< SA LÀ (4) 


3v8 2 











Từ (4) và (3) suy ra phương trình (2) vô 
nghiệm. Vậy phương trình đã cho chỉ có duy nhất 
một họ nghiệm z = &z ; & = 0, +1, +2... 

Bài toán 6 (Tö/173) 


Ta chứng mỉính bài toán bằng phương 
pháp phản chứng. Giả sử phương trình đã 
cho có nghiệm hữu tỈ œ. Khi đó œ sẽ là 
nghiệm hữu tỈ của đa thức : 


P@) = +" + nz"— L+ ..+ nly/kl +... + 
+ nlz?/2! + nlx/1! + nị 
Nhưng do P4) là đa thức bậc œ với hệ số 


nguyên, hơn nữa hệ số của +” bằng l, nên 
suy ra z phải là số nguyên ; và ta có : 


œ*+nơ1—L+ ...+ nalJBÌ +... + 
+ nla⁄2! + n!a/1! + n† = 0 @) 


Gọi p là một ước nguyên tố của n. 
Vk = l,n, kỉ hiệu r, là số mũ cao nhất của 


p thỏa mãn È !¡ p%+, ta có ; 


r„ = [È/p] + [Bip?] +... + [kịp] — (3) 
với s là số nguyên không âm thỏa mãn 
ph<k<p'11 
Từ (2) suy ra : 
rụ < kịp + kịp? +... + kịp? = 


= k.(1~ 1p - l <k. 


Do đó Tạ —r¿ >rạ — À, Suy ra 
Tự — Tụ *r„— k + 1. VÌ vậy ta được : 


nịki: paT*†1 de = T.n (8) 

Hơn nữa, don: p nên từ (1) ta có ơn: LÀ 
và do đóøz¡ p. Suy raa*‡ pk, V* = In, 
Kết hợp điều này với (3) ta được 
nlaÈJkl: px? Ì, Vk = T1, n. Từ đây và (1) ta 
suy ra nhị p'a * Ì, Mau thuẫn vừa nhận được 
chứng tỏ giả sử ban đầu là sai và vÌ vậy ta 
có đpem. 

Bài toán 7 (T7/173) : 

Xét các trường hợp sau : 

1)y =0. Khi đó (1) trở thành : 

0.|z| < - ấy? 

Suy ra tất cả các cặp số nguyên đạng 
(x, 0) đều là nghiệm của bất phương trình 
đã cho. 





2)y < 0. Viết lại (1) dưới dạng tương 
đương : 


c»: s2 
.fẺ inh (4) 


Từ đây, ta thấy với z là số nguyên thỏa mãn 
li 190 =7) 
— 
ta luôn tỉm được số nguyên y thỏa mãn (2). 
Suy ra (1) cố vô số nghiệm nguyên trong 
trường hợp này. 

3) y > 0. Tn thấy nếu cặp số nguyên 
(xạ, y¿) là nghiệm của (1) thì ta phải cớ 
lz¿l <y. Do đó : 

a) Nếu 0 < y < 1 thì yạ = 0. Suy ra : 

lzạl < 3% (3) 


Vì 3# > V5 (do 0 < y < 1) nên ta có 
®ạ = 0, +1 luôn thỏa mãn (3). Như vậy, nếu 
0 < y < 1 thì (1) luôn nhận ba cặp số nguyên 
(0, 0), (0, -1), (0, +1) làm nghiệm. Từ đây 
suy ra nếu Ô < y < 1 thì (1) luôn có ít nhất 
ba nghiệm nguyên và nó sẽ cớ đúng ba 
nghiệm nguyên khỉ và chỉ khi 
Vã < V3 < 2, hay V8/2 < y < 1. 

b) Nếu y z 1 thì các giá trị yụ = 0,yạ + 
1 sẽ luôn thỏa mãn |yy[ < y, Vy Bằng cách 
thay trực tiếp vào (1) ta số thấy Vy > 1, bất 
phương trình (1) luôn nhận ba cặp số nguyên 
(0, —1), (0, 0), (0, 1) làm nghiệm. Suy ra với 
y > 1 bất phương trình đã cho có Ít nhất ba 
nghiệm nguyên và sẽ có đúng ba nghiệm 
nguyên khi và chỉ khi nớ chỉ nhận các cặp 
số nguyên (0, ~1), (0, 0), (0, 1) làm nghiệm. 
Điều kiện cần và đủ để có điều này là : 


ly<29 
<1VWy =0, +1. 


Từ đây ta có Ứ8 < y < 2 


Tứm lại, qua kết quả xét các trường hợp 
ở trên ta được : 


Luôn có Ít nhất ba cặp số nguyên thỏa 
mãn (1) và sẽ có đúng ba cặp số nguyên thỏa 
mãn (1) khi và chỉ khí hoặc 3/2 <y < 1 
hoặc V3 < y < 2. 

Vậy tất cả các giá trị y cần tÌm là : 

Vã/2<y< 1 và {8<y<2. 
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Bài toán 8 (T7/174) 

Trước hết ta chứng minh khẳng định sau : 

Không định K : Nếu đa thức &) = 
= g„x" +a„ th Tự ò t0 xa ,đ, z0, 
có ? nghiệm thực thì đa thức : 

WQặy =Â@Œ) +yxe() = x?ø°(x) sẽ có 
z + 1 nghiệm thực VÀ và với mọi pc>n 

Chứng minh : Giả sử đa thức p(z) có các 
nghiệm *ị› #;,...„ với số bội tương ứng 
lÀ ai, đ;,..., đụ, (Œ,€ Z Vi = 1m). Theo 
giả thiết ta có x, ø= 0 Ví = lựm và 
ai * a, +... +ø,, = n, Không mất tổng quát, 
giả SỬ xị <12<..<ư, 

Do đa thức ø'(x) nhận #j;#;,..#„ làm 
nghệm với số bội tương ứng là 
ơi T1, 2;¿—1,..„ — 1 nên đa thức \Ứ„ sẽ 
nhận z, ;#;,.*„ làm nghiệm với số bội 
tương ứng là ai — 1, #;—1..z„—1. Suy 
Ta, trước hết đa thức 
W@) có(z¡— 1)* (ø;— 1)+...+(z„T— 1)= n— m 
nghiệm. (Tù coi một giá trị +, nào đớ không 
phải là nghiệm của \W(z) như là một nghiệm 
bội 0 của đa thức ấy. Diều này không ảnh 
hưởng tới kết quả của bài toán đang xét). 

Hơn nữa, xét hàm 
h@) = W()l@() =À +yxz ~z2@'Œ)lp() với 
miền xác định x # #, ¡ =lựn , Với lưu ý 
rằng z2@'\(z) là 1 đa thức bậc œ + l, còn 
W(+) là đa thức bậc ø ta có limñh(x) = œ. 

x->œ 
Mặt khác, ta lại có : lim h(x)/& =y — n >0 
*Xx-+œ 
(do y > n). Từ đó suy ra : 
lim ð(x) = +© và lim h(@) =—»% (1) 
x~>~+® x¬>—wœ 
Với lưu ý rằng (+) có thể viết dưới đạng : 
() = a„(€— ZJ)“I(x~x¿)5›...(x—x„„) n 
ta có £@') = a„œiŒ— xi) l—z,)5:... 
(x—1„) +... G„u+„(x—xi) ae... 
(X—X,„_1)“n~I(x—3,„)Zm—1 

Đo đó h(Œ) có thể viết lại dưới dạng : 
h(w) =Â + yx— +?[ø@~ #\)+a;j(e—~ +) + 

¡ Ê đ/— x„)]. Suy ra : "Ì = 1, m ta có : 

lim h(x) = +œ và lim h(x) = —œ (3) 

x—x,~0 x—>x+0 

Từ (1) và (2) suy ra phương trình hí) = 0 
có ít nhất một nghiệm trong mỗi khoảng 
(* x11), Œ ;#2),... ca ^1 3m) tự +). 
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Do vậy, đa thức W(z) cũng có Ít nhất một 
nghiệm trong mỗi khoảng trên. Như vậy 
ngoài (+ + m) nghiệm đã nơi ở trên, đa thức 
W{) còn có thêm Ít nhất (m + 1) nghiệm 
khác. Suy ra số nghiệm thực của đa thức 
W(x) không Ít hơn n+l nhưng W(œ). là đa 
thức bậc n + l nên số nghiệm của nó không 
vượt quá nọ + 1 Vậy đa thức 
W2) có (n + 1) nghiệm thực (ĐÐpem). 

Trớ lại bài toán, ta xét hai trường hợp sau : 

1) Đa thúc fx) không nhận x = 0 làm 
nghiệm. 

Trong trường hợp này, ta sẽ chứng minh 
bài toán bằng phương pháp quy nạp theo 7. 

Với n = 1 dễ thấy khẳng định của bài toán 
hiển nhiên đúng. Giả sử ta đã có điều khẳng 
định của bài toán đúng với n = & ( G Z*). 
Ta sẽ chứng minh khẳng định của bài toán cũng 
đúng với œ = k + 1, tức ta sẽ chứng minh : 

Nếu đa thức 
f@) = 0ạ +aix +... +iay vat t1 có k+I 
nghiệm thực khác 0 thì đa thức 

Ø()= dạ? yx+...ty(y— 1)..(y— k)a, „ xẻt1 
cũng có & + l nghiệm thực, với mọi y > È. 

Thật vậy, gọi Â là một nghiệm nào đó của /(x). 
Khi đó, ta có thể biểu diễn ƒ&) dưới dạng : 

fữ) = q@) ( + Â) (8) 
với g(x) là đa thức bậc È của x : 


4Œ) =bạ tbix +... +, xÈ (4) 
Thay (4) vào (3) và đồng nhất hệ số cùng 
bậc ở 2 vế của (3) ta được : 
đọ Ty, ứi =Âb, TÖa,..., đ. = 
= 1Ð Tô “8y. =by . Suy ra : 
8Œ) = dạ +yaix +... +y (yT— 1)... 
«i S + De + y(y— 1)...(y — b)ay„ ré?1 
= Âbq Ty bị + bạ) +... + yứ — 1)... 


ứ- k+ ĐẠb, + ð„_ 0+ y@— 1)..— &)ô #?1 


= Äø(Œ) + 1z @(z) — x2£'() (5) 
với @() = bg +öiyx+... +yớ — Ú)... 
.‹..(WTk+1)b,xt, 


(Đề nghị bạn đọc tự kiểm tra !) 

Do f(z) có k + 1 nghiệm thực khác 0 nên 
q() có & nghiệm thực khác 0 và do y > & 
nên z > & - 1, Vì vậy theo giả thiết quy nạp, 
ta có đa thức @(x) có k nghiệm thực. Hơn 
nữa, ta còn cổ öq % 0 (do g(z) không nhận 
0 làm nghiệm). 

Từ đây và (5), theo khẳng định E, suy ra 
ø(Œ) cố (È + 1) nghiệm thực. 


Vậy, theo nguyên lÍ quy nạp, khẳng định 
của bài ra được chứng minh. 


2) Da thúc ft) nhận x = 0 làm nghiệm 


Giả sử x = 0 là nghiệm bội k của ƒ(x) (È 
€Z!,k <n). Khi đó f) sẽ có dạng : 


f@) = ayxt+...+a,x” = 
= (a,z?~#* +... +ay)xF 
và ø(#) sẽ có dạng : 
øŒ) = y@T—)..(—k+ a,x“+...+ 
+tyớữ~1)..Tn+1)a„z? 
=yŒ-—1)..T—k+ D3! [ay +... + 


+(ợyT—k)..(T—n+1)a„ x2] (6) 
Vì f&) có n nghiệm thực nên đa thức 
pŒ) = a,+°”F+...+ ad, có (w — E) nghiệm 
thực khác 0. Do đó, áp dụng kết quà của 1) 

cho @(x) và y =y¬ >n_-k_-1 
(do y > m ~ 1) ta được đa thức 
WŒ) = ay +... ty — À)..Ớ — n + 1)g,x”—Ê sẽ 
có (x ~ Èj nghiệm thực. Từ đây, kết hợp với 
(6), suy ra gø(%) cố n nghiệm thực. 
Bài toán được chứng mình hoàn toàn ! 
Bài toán 9 (T4/142) 
Viết hệ đã cho dưới dạng : 


@) 


1) Nếu b < 0 hoặc a < 0 thì hệ đã cho 
vô nghiệm. 


2) Xét b > 0,a z 0. Khi đó 


b*=œ 
5 ga. 


a) Khi ø # bŸ hệ đã cho vô nghiệm. 


b) Khi a={bðŸ thì ( œ Ÿz7+ ŸyŸ= b (2) 
Suy ra : 
Ÿz? <b |xz| < VbŸ 
3y? <b ly| < b5 


Vậy có thể viết nghiệm của (2) đưới 
dạng : 


- trội 
lỆE thai £+ thự ý 


y = VbŠ cos2£ 


Bài toán 10 (Tõ/146) 


Ta chứng minh bằng phản chứng. Gia sử 
với mọi z € [0,1] ta có P(sinx) = Q) (l) 

Nếu bậc của P (kí hiệu là deg P) bằng 
không thì Q(x) = C (hằng số) (trên [0,1] và 
do đó trên cả trục số), Điều này mâu thuẫn 
với giả thiết max (deg P, deg Q) > 1. 


Vậy xét trường hợp deg P > 1. Lấy đạo 
hàm hai vế của (1) cho tới cấp 2 đối với z G 
[0,1] ta được 


cos, p`(sinx) = Q°() 

(1 ~ sin%) P' (sim) — sim. P' (sin) = Q''() 

Đạt Pu@) =(1-z2) P”œ) xP@œ) thì 
deg P, = degP và P,(sinr) = Q +) Vx € 
[0,11 

Xác định theo công thức quy nạp 
P...@) =(1— z2) P 2G) —xP„ (4), >1 
ta có P,(sinx) = Q9 (x) Vx € [0,1] và deg 
Ð, = degP . 

Nếu 2t>degQ thì Q9(x)=0 = 
P, (in) = 0 V x € [0,1] = P, (9) = 0 V¿ € 
[O, sin1] = Pyœ) = 0. Điều này mâu thuẫn 
với deg P, = degP > 1. 

Vậy phải 
P(sinx) = Q(z) 

Bài toán 11 (T3/147) 

Điểu kiện : a > 0, a  # 1 
a12—2x+1>0. 

Với điều kiện đó, đặt 
ax? ~ 2x + 1 =t, >0 ta có thể viết bất 
phương trình đã cho dưới đạng sau : 


log.21og.11< log Œ+ 1)1og.W#+ 3 @) 


1) Nếu a > 1 thì 
fữ) = log,ứ + 1) .logÝ /#?+2 là hàm đồng 
biến khi £ > 0 và /(3) = log 4 x 


tổn tại x € [01] mà 


, 


x log V11 = log2 = log11. 


Do vậy (1) »t > 3 hay øx2— 2x+ 12 3. 

Bất phương trình này không thể cớ 
nghiệm duy nhất. 

2) Xét 0 < œ < 1. Khi đó /f/) là hàm nghịch 
biến khi £ > 0. Do vậy (1) ©> ¿ < 3 hay 
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2) 


ax2T— 2x„+1>0 
ax2?—2x+1<3 


3 
ax2T— 2x— 2 <0 ở 


cần xác định a (0 < ø < 1) để (3) có nghiệm 
duy nhất. 


Nhận xét rằng với mọi a (0 < a < 1) hệ 
(3) đều có x = 0 và x = 1/2 thỏa mãn. Suy 
ra (3) không thể có nghiệm duy nhất. 


Kết luận : Không tồn tại a để bất phương 
trình có nghiệm duy nhất. 


Bài toán 12 (T5/152) 


lu TT. 
1 — igxtg2x 
tgx + tg2x 

Hay tgxtg2x + tg2xcotgBx + coigSxtgx = 1. 
Vậy phương trình tương đương với : 

tg)x + (g22x + cotg23x = tgxtg2x + 

+ tg2xcolgdx + cotg3xtgx 

= (I£x — tg2x)? + (tg2x — cotgôx)2 

+ (cotg3x — ¿gx)? = 0 

=> lgx = ig2x = cotgầx . Hệ phương trình 


cuối cùng vô nghiệm. Vậy phương trình đã 
cho vô nghiệm. 


Bài toán 13 (T8/154) 
Th xét hai trường hợp : 
theo 


lễ: Sự 
s -ĂE 2x+1>0 


Điểu kiện 
km 
¡Z# —=—. 


3 


x” 


Ta có co#g 3x = 


1) |cos| <1 
bunhiacôpxki ta có 
(cosycos2xcos3x + sinxsin2xsin3x)2< 
< (cos?xcos?2x+sin2xsin22x)(sin28x+cos23x)= 
= cos2xcos22x+sin2xsin22x<cos22x+sin22xz= 1 


Vậy trong trường hợp này phương trình 
đã cho không có nghiệm. 


2) |coz| = 1 ©sinr= 0 ©x = kz thay 
vào vế trái phương trình ta có 
coskz cos2kzcos3kzr + 0 = 1 


Vậy phương trình đã cho có họ nghiệm 
duy nhất 


+z= *x (k nguyên). 
Bài toán 14 (Tö5/1ã5) 
Dặt xz = cosơ, 0 < œ < zx/2. Từ (1) ta có : 


bất đẳng thức 


32cosz(cos2z— 1)(2cosfa—1)2= 1— l/eosz (2) 


©>32cos” ø sin2ø (2cos2z — 1)2 = 1 ~ cosz 
©=8sin?2a cos?2+ = 1 — cosz 
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©>cosz = l — 2 sin24x = cos8z 

«= .... 2sin(9œ/2)sin(1laz/2) =0 -~ 
sin (9œ/2) = 0 
sỉn (7œ/2) = 
9œ/2 = km P = 2kx/9 


>> 


1al9 = kx `” |ø = 2k x/1 

Do Ô < ø < z/2 nên có ơi =2m/?, 
4¿ = 4zÍ 9, a; = 2z/9 là nghiệm của phương 
trình (2). 


Vậy trong khoảng (0, 1) phương trình đã 
cho có 3 nghiệm : 


*ị = (0s (2/7) ; x; = cos (4n/9) ; 
+; = cos(2x/9) 
Bài toán l5 (T8/11ã) 
Đặt sìn = a, siny= b, — sinz = c thì hệ 
đã cho tương đương với 
a†tb+tc=0 
a2+b?+c2=1 
a% + b* + cÝ = cos2z + sinẴœ = cosfz 
Th có đò + be + ca = 
= l@ø +ð +c)2— (a2 + b2 + c?)}/2 = — 1/2 
d4 + b9 + c8 = (g2 + b2 + c2y2 ~ 
— 2(a2b2 + b2c2 — c2q2) = 
= I— Ö[(ab+ be + ca)?— 2abc(œ+ b + e)] = 
= 1-2(- 1/22 = 1/2. 
Vậy nếu cosf% # 1/2 thì hệ vô nghiệm. 
Xét cos“œ = 1/2 = cos2z = 2/2 © 
®©sinz = + {@ — {2)/2 
Do đó hệ đã cho tương đương với 


a+b=+Ý{@-Ý2)/2 


a2 + b2 = 2/2 
2|#†+b=+Yy@- 2/2 
ab = (1— 23/2 


©= ø, b hay sinr,siny là nghiệm của 
phương trình 


2 + {@-— 23/2 + (1 — Ý8)/2 = 0 
Io (- "{(2-5)/8+ j(@ŸZ~ 2/8 
sin= (— 1⁄”»{(2- Ÿ2)/8- j(Z- 2)/8 
ứn =1) 
(không kể nghiệm đối xứng khi đổi x cho y} 


#= (~ 1arœin [(— 1Y"Í(2 - Ý2)/8 + 
+Ý(3ý2 - 2)/8] + kx œ®) 
y= (T 1 arcsin[(= (2 — Ý2)/8 — 
- {(Ï2 - 2/8] + xx 





Bài toán 16 (Tõ/156) 
Điều kiện để cho bất phương trình có 
nghĩa là : 


2z? + 8x? + 6x + 16 >0 
4-xra0 


PS BE =4>x>.-92 
(vì 2zˆ—xzx+8>0Vz) 
Xét hàm số 


f&œ) = {2+Ÿ + äx? + 6x + 16 — 4x 


Ta có 


KÌI COIN bói 


6x2 +zx + 1) 1 
®=# ———————__—._— | >0 
áo, 2ý2z”+3xz2+@ +1 2Ý4~z 
Vxz€(-2; 4) 


Suy ra ƒ(z) là hàm số đồng biến trong 
khoảng (-2, 4). 


Do đó nếu z > 1 thì f#) >ƒ(1) = 2V5 
=2 + &? + 6& + 16 —V4—x >2‡ã 
2£” + âr? + @& + 16 > 25 + VÄ—z 


Vậy khoảng nghiệm của bất phương trình 
trên là : 


4>zx> l1. 
Bài toán 17 (T6/159) 
Gọi z„ là nghiệm của phương trỉnh. Th có 
3 2 ca 4 

œx, † 6x; +cx,= —T + L3i 
Ấp dụng bất đẳng thức Bunhiacôpski ta cớ 
(4ˆ + b2 + ó2) g6 + x4 + x2) > 
> qx2 + bx3 + cv? = (1 + x4)? 
q+z#? 
suy ra d2+b2+c2 „TC 
#¿+zj,+ xã 


Ta chứng minh (1 + z2) / đố + x4 + x3) > 


> 4/8 €). 


Biến đổi ta dẫn đến (1) tương đương với 
Œ2 — 1)? (8xố + 2x2 + 8) >0 (2) 

(2) đúng, vậy (1) đúng. Từ đó Suy ra : 

g2 +2 + c2 x 4/3. 

Dấu bằng xảy ra khi 

a = 2/3 (với *¿ = 1 là nghiệm) 

hoặc a = -2/3 (với *#¿ = ~l là nghiệm) 

Bài toán 18 (T7/157) 


Ta chứng minh bằng phương pháp phản 
chứng. Giả sử gíx) z= x. Vx > 0 = 
f@@))=1 © ƒ@)#1 Vx > 0 (1). Dặt 
h(z) = fg(Œ)) ~ f@)), x >0. Ta có h(x) liên 
tục (do các hàm ƒ, ø liên tục) trên miền xác 
định (0, +©) và híx) z 0, Vx > 0 (do (1)). 
Từ đó a dễ dàng có 


h(x) > 0 với mọi x > 0 (2) 
hoặc Rh(x) < 0Ö với mọi x > 0 (8) 


Đặt ø„(x) = ØŒ(..(Ø())...) ứm hàm 8) ta 
có nếu xẩy ra (2) thì 
Œ)< Ñ#(*))< f;Œ))< f@;(œ)) với V+ > 0 (4) 
và nếu xây ra (3) thì : 


fŒ)> f(øŒ))> f(8;(z))> f(#;(œ)) với Vx > 0 (6) 


Theo (1l) ta thấy nếu ƒ@œ)=1 = 
ƒữ@)+ 1 = f;zœ))= 1 và t đ fz) = fø;œ)) 
mâu thuẫn với (4) và (5). 

Còn nếu f(x) #£ 1, theo (1) ta cũng có 
f@@)= 1 = fø;œ)) # 1 = ƒ(ø;(z)) = 1 và từ 
đó f()) = f(ø;(x)) cũng mâu thuẫn với (4) 
và (5). 

Tớm lại : điều giả sử là sai, Vậy phải tồn 
tại x > 0 thỏa mãn g3) = +. 


§2. Đảng thức, bất đẳng thức và các bài toán cực trị 


Bài toán 19 (T3/114) 
Th hãy cố định một số È, và chia các cặp 
(&; › bạ) ; (B2, b2) ;êo (Œ y ĐỤ) 

ra ba loại : 

- Loại ! gồm các cặp với Œ,>b,, giả thử 
có r cặp. 

“ Loại 2 gồm các cặp với g,= b,, giả thử 
CÓ § CẬP. 





~ Loại 3 gồm các cặp với Œ, < b,, giả thử 
có ý cặp. 

Như vậy r + s + =&. Do k cố định, nên 
kết quả cần chứng minh không thay đổi nếu 
ta trao đổi vai trò các hoán vị 
(đ;, 4;,... ø„) và (Đị,Ðy,..., b„) , do đó có thể 
coi rằng  >¿., 


Th hãy xét hai trường hợp tùy theo s > 0 
hay a4 = 0. 
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Trường hợp 1 : s > 0. Khi đó ta có r + ø 
cặp loại 1 và loại 2, 


llã , b.)› (26, )s« ) ® Œ) 
Các số a, (1 <j <r + ø) lấy (r + s) giá trị 


khác nhau trong tập hợp {1, 1⁄2,.., l/a), vì vậy 
ø* = min(ø, : 1< j <r + s) < L( + 8). 
J 


Vy cối 


Gọi (a*,b*) là cặp ứng với ø*°. Vì 
(z, b°*) là một trong các cặp (1), nên theo 
giả thiết ta có 


4 


a, +b,< 0° +b°< 2a” € “ga. 
kK ` ¿ +3 2r+2s 


4 
LH nh 
r+s+ứ 


Trường hợp 2 : e = 0. Khi đó ta xét r cặp 
loại 1 


(@,, 6; ), (4,8; ) 
trên, gọi 


=íc,dor>/ và >0, 


siÁđ, 5): Cũng như 


a*= TH, :1<7/«<"r 
trong trường hợp này ta có 
a* < l/' và ð* < 4°. 
do (ø*, 6°) là một cặp loại 1. Vì vậy 
a, +, <a` + d` < 2a < 2jr = 
= A/2r < 4l + 1) = 4/k, 


do giả thiết r > ¿. 


Thành thử trong cả hai trường hợp, ta 
đều có 


dự + b„ < 4jk 


Mặt khác với n = 2m, ta hãy xem hai 
hoán vị sau đây của dãy (1, 1/2,..., 1/2m) 
đị= 1,a,= l/2m, dị= 1/2, d,= LÍ((2m— 1),... 


› =ử đượp cụ) = TM, đựm = lợn + L, 
bị=g,, b,= ai, bị = dụ, bạ = 0+... 
Đan Sa = đườn bự = đun cụ 


Có thể thử lại rằng hai hoán vi này thỏa 
mãn điều kiện của bài toán, và để ý rằng 
gự, + = lợn + 1) + lữn = 
= (2m + 1)jm(m + 1). 
Vì ho với c > 0, ta : 
4- — ứmn + lc 
2m Ê— Gạ, # bạn) =Ố 2m(m +1) 
nếu chọn m đỏ lớn. 
Bài toán 20 (Tð/114) 
Đạt fŒ, y) = af(%, y) + bƒf;(x, y) với 


sinắx 


csin2x + dcos2y r 


<0 


cos'z 


C GÁN cay + dainy 
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ft; y)= —— —- ___ siny 
cain%x + dcosy  ccos+x + đain^y 
a) Giá trị lón nhất ~ Ta có 
!œ,y) < ginfx/csin2x + cos'x/ccos2x = 
1/c)(sìnÄx) + cos2z) = l/c 
dấu ng thức đạt được khí và chỉ khi : 
¬ hoặc cos2y = cos2x = 0, 
- hoặc sinÄy = sin2x = 0. 
Tương tự ƒ„(x,y) < Lở, dấu đẳng thức 
cũng chỉ xây ra trong điều kiện trên. 


Thành thử giá trị lớn nhất của ƒ(x, y) bằng 
dịc + bịd 


b Giớc trị nhỏ nhất - VÌ 
e + d = c(sin2r + cos2x) + đ(cos2y + sin^2y) 
nên theo bất đẳng thức Bunhiakôpxki, ta có : 

(c + đƒt(%; y) = 

= (csin?x + dcos2y + ccos2x + đsin2y) x 

sinÂx cos2x 
x . + =.. > 
cginx +dcosy  ccosx + đsin2y 
> (sin+x + cosx)2 = ]. 
Vậy : 
ƒ&,y) > L(c + đ). 
Dấu đẳng thức chỉ xây ra khi : 


gin%x _ cos%x r 
csinx+dcosy coos+x + đginÄy ˆ 
sin2r + cos2x 1 


_ csin2x + đeos2y + ccos2x + đain2y _ce+đ 


tức là 
c + d = (csin2x + dcos2y)/sin2x 
= (ccosx + đsin^y)/cos”+ 
hay sin?x = cos2y. 
Tương tự, /@,y) đạt giá trị nhỏ nhất 
bằng l/(c + đ) khi sin2x = cos2y. Thành thử 


gác trị nhỏ nhất của ƒy) là 
(œ + b)/(e + đ). 
Bài toán 21 (T6/120) 
Theo giả thiết ta có 
f+U < a, (+12) < œ q) 
Hơn nữa 
A=fl)=-a+b-c+d 
B=ƒ(U2) = -a/8 + bị — cÍ2 + d 


Œ€ =fƒ(1⁄2) = a/8 + b/4 + c/2 + d 
D=ƒf()=a+b+c+d. 
Từ bốn hệ thức trên, rút ra 
ø = (~9/8)A + (4/8)B + (—4/3)C + (2/8)D 
e = (1/6)A + (—8/6)B + (8/6)C + (— 1/6)D. 


xxx T “Tra. .T.a.T...w.w6.6..xwww.yw 


Kết hợp với (1) ta được 
la| < (2⁄3)|A| + (4/8|B| + 


+ (4/8|C| + (2/3)|D| < 4a @) 
|e[ < (1⁄@|A| + (8/6|BỊ + 
+ (8/6)|C| + (1/6)|Ð| < 3a (4) 


Xét đa thức ƒ(x) = 4œx2 — 8ax, với ø = 4, 
c = -3. Ta thấy ƒ'{x) = 12œx2 ~ 3x = 0 khi 
x=+1⁄2 ;¡  ƒ'%)=24, ƒ(1/2) = LÀ,, 
f'{-12) = —12z. Do đó trong khoảng [~1, }} 
ta cổ Ỷ 

fax = fÍ(C 2) = ø, fnin = L9) = —a. 

Như vậy |ƒ@)| < ø khi |x| «< 1. Kết hợp 
với (3), (4), ta được |ơ|,„= 4œ và 
|e| max = 32. 

Cũng từ giả thiết, ta có 

|ƒ(+ÙD| <z lƒ(1⁄2| <ø, |&0)| <a. () 

Vậy 

E=f-DÙ=-a+b-c+d. F=f(0)=d. 

G =ƒ(U2) = aJ8 + b/A + c2 + d, 

H=f(bù=a+b+c+d. 

Ta rút ra 

b = (U2)E + (1/2)H — F, d = F. 

Kết hợp với (5) ta được 

|bị < (1/21E| + (1/2| HỊ + |F| <2 (6) 

lử| =|F{ < a Œ) 

Xét da thức ƒŒ@)=2œx2-œ, với 
b = 2z, d = —a. Th thấy trong khoảng [—1, 1] 
Fax = f+lÙ)=a, fain = ƒ(0) = =ø. Vậy trong 
khoảng |x| < 1 thì |ƒ@)Ì < a. Kết hợp (6), 
(7) sẽ được 


|b|m„„= 22 lđÍ may = 2. 

Bài toán 22 (T?/127) 

Từ hàm số đã cho ta viết được 

(œ— #¡y)eosr +(-— y)sinm =yy—? (2) 

Nếu (œ — œy) và (@~— By) đồng thời bàng 
không thì dẫn đến y lấy giá trị hằng số. Loại bỏ 
trường hợp tầm thường này ta giả sử ít nhất 
một trong hai (ø — 4y) và (8~ 8y) là khác 
không. Khi đó ta có thể viết (2) đưới dạng 


V(a- 2u) + @®~ 8y) gin(ø+ +)= Ty” y 


trong đó 


Sin2 = (œ — aiy)Ý (œ ~ w) + -Øy) 


y: 
cosp = (8 — 8,)/Ý(Œ ~ au) + @ = 8y) 
Từ (3) ta có : 

(ø~ ay + (8 — 8y)? > 0y — y)? 
hay 

(aj + đị — vị — 2(a¡z + 8,8 ~ yự)y 

+a2+/2?—y2>0 (4) 

Nếu có giá trị y, nào đấy thỏa mãn (4) 
thì ta luôn có thể tìm được giá trị r„ để có 
(3), tức là ta có (1). 

acosr, + Ổsinr, + y 

Vậy ta xét các miền giá trị của y thỏa 

mãn (4) 


a) Nếu (a7 + Ø — ÿ?) = 0 thì (4) sẽ thỏa 
mãn với các 


y*> œ? +#2 == ?/2(œ¡a + 88 —?#) nếu 

(œ;z + 8 —yy)< 0 

y < (@? + Ø? — y?)/2(øyø + y8 — yự) nếu 

(x¡ø + 8 —yự) >0} 

Nghĩa là không đồng thời tồn tại giá trị 
lớn nhất và nhỏ nhất. 

Nếu (œa+Ø¡Ø— y,y) =0 thì (4) hoặc 
vô nghiệm hoặc thỏa mãn với mọi y, tức 
không đồng thời tồn tại min và max của ÿ. 


b) Nếu (ad + Øƒ — yƒ) > Ô. 

Xét A' = (aøi + Bổ; — ụ)? 

— (a2 + #8 ~ yJ(ø† + đ‡ ~ v†) 

~ Nếu A > 0 thì nghiệm của (4) là các y 
thuộc các khoảng (-œ, #¡] và y„, +œ) với 
?¡ S?; là nghiệm của phương trình ở (4). 


Không tồn tại đồng thời các giá trị min và 
max của y. 
- Nếu A' < 0, (4) thỏa mãn với mọi y 


từ -œ đến +œ. Không tồn tại đồng thời 
mín, max. 
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e) Nếu (a‡ + ØŸ ~ y?) <0 
- Nếu A' < 0, (4) vô nghiệm. Không đồng 
thời tổn tại giá trị nhỏ nhất, lớn nhất. 


~ Nếu A' = 0, phương trình ở (4) có 
nghiệm kép. Không tổn tại giá trị nhỏ nhất, 
lớn nhất. 


- Nếu A' > 0, (4) thỏa mãn với các giá 
trị y nằm trong khoảng 0y y;], trong đó : 


ị” (œzi+ 88¡— wì~ ÝA)/(a?+ đ?- r?) (8) 
3:= (azi† Øổ¡~ yyi+ ÝÃ3/(«†+ đ~ v‡) 

Rõ ràng trường hợp này tồn tại đồng thời 
giá trị y nhỏ nhất là 3¡ và lớn nhất là ? 

Tổm lại điều kiện để hàm y ở (1) có giá 
trị lớn nhất và nhỏ nhất là : 

Ù) aj + đ?~y?< 0 

2) (xư;i + 88 E ụ)? = (œ2 +# = yÐ x 

x (a7 + đ?—y?) >0 
và các giá trị nhỏ nhất, lớn nhất là #¡ và 
#; ở trong (ð). 

Bài toán 23 (T7/124) 

Từ Ð = ac — b2 > 0 ta suy ra ø # 0. Do 
| —f, 0)Ï = |ƒ¿,ø)| và vì œ # 0 nên ta chỉ 
cần chứng minh (1) với ø > 0 là đủ. Với 
y # Ô ta có : 

fœ, v) = y la(xiy)? + 2b( /y) + e] 

= y [a(xy + bia)? + Dịa] > 0 

Với y = 0 ta có /&,y) = ax?, Vậy, gọi G 
là tập hợp các cặp số nguyên (x, y) không 


đồng thời bằng không, ta có f&. y) > 0 với 
mọi (zx, y) € Œ, Do đó ta có 

fíu, 0) = min fx, y) = min |/fŒ, y)Ì 

@œ&y) 6Œ œ,y„)€G 

Đặt œø = f(u,0), đương nhiên có ở¿ > 0. 
Chú ý fœ,y) đẳng cấp đối với x và y, ta dễ 
dàng chứng mỉnh được ¡, 0 nguyên tố cùng 
nhau. Do , 0 nguyên tố cùng nhau, nên tồn 
tại hai số nguyên s, ¿ sao cho : 

§ — 0u = Ì (2) 
Đặt gíx, y) = f(ux + ty,ux + sy), ta có 
mỉn ø(, y) = mìn ƒ(x + éy, 0x + ay) 
(x,y)€G œy)€Œ 
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(đạt được tại x = 1, y = O0). Chú ý đến biểu 
thức của /x, y) ta đễ dàng có : 


ØŒ, y) = f(ux + ty, 0x + ay) 
= fu, 0)*? + 2Øxy + ƒ(s, 9y? 
với Ổ = uớa + usc + bu + bua, 
Từ (2) ta có 
2ƒ, 9) = f(u, 0). fứ, s) = 82 + D. 
Vậy : 
g&,y) =a (x+ y)? + D?⁄a 
(viết được do z z 0). Bay giờ ta xác định số 
nguyên n như sau : 
[6œ] nếu {/œ} < 1/2 
?›= 
[8/œ] + 1 nếu {8œ} > 1/2 
với |z|, {x} chỉ phần nguyên, phần thập 


phân của z, thì ta có : |n — đ/a| < 1⁄2. Từ 
đó có : 


œ S§(n, —L) = a(n ~ 8lœ)2 + Dịa 
< a/4 + Dịa = a2 < (4/8)D. 
Vậy, do œ > 0O, cớ 
a <2VDBjR. 


Bài toán 24 (T8/83) 
Á=(ainfx+sin^y+sin2z)/(cos2x+cos2y+cos2z) 
= ((cosˆx + cosy + cos2z) — 1, 


Đo đơ để tìm cực đại của A ta thay bằng 
việc tÌm cực tiểu của 


P =cOs2xy + cos2y + cos2z, Th có 
P = cos%x + (1 + cos2y)/2 + (1 + cos2z)/2 
= cosy + cos(y + Z) + cos(y — z) + 1 
= [cos%x — cos(y — z)cos + 1/4] + 3/4. 
Thm thức trong [ ] không âm vì 
A = cos#y — z) — 1 <0 
và hệ số của cos2x = 1 > 0, 
Vậy P > 3/4. Nếu + = y =z = 6Œ thì 


P =ð/4, khi đó A đạt cực đại ; giá trị cực đại 
đó bằng 
3/3/4) - 1= 3. 
Cách 2 : Ta cũng tÌm cực tiểu của 
P = cos%x + cosy + coa2z. 





Ta có 

CoS'x + co82y + coslz = 1 — cosr coay cosz 
(lượng giác lớp 9). 

Theo bài 7/77 thì cosvcosyeosz < 1/8 và đạt 
dấu bằng khi và chỉ khi z = y = z = 60. 

Vậy P>1-2.1/8=3/4 và P=3/4 khi 


x=y=z=6ữ. Khi đớ A đạt cực đại 
bằng 3. 


Bài toán 2õ (T10/87) 

VÌ x, y, z là ba góc của một tam giác nên 
cosäz = cosđ[7r — (x + y)] 

= coslzr — 3(x + y)] = —cosB(x + y) Ta có 
P = cosầxr + cosäy + cosð(x + y) 

= 2oos 'Œ —3) cos 9 + 


+ 
+ 3ooe SG +3) =1 
2 
3_— 3œ + y) 
P+ Liêu 2cos—To~” + 


_ + 
+ Beos C3) cọa “ 2) + 1⁄2 


Vế phải là một tam thức bậc hai đối với 
cos{3(x + y)/2] có biệt SỐ 
A'=co#[3+-—y)2]—1< 0, hệ số của 


cos[3(x + y)/2] là 2 > 0, nên tam thức luôn 
luôn z 0, 


ta có Pa -32. 


? đạt giá trị nhỏ nhất bằng -3/2 khi tam 
thức bằng 0, tức là khi 
A' = cos#[38ø - y)j/2]—1=0 (1) 
cos[3(x + y)/2] = —(1/2)cos[3(x — y)/2] (2) 
(1) cho xz = y. Thay vào (2) : 
cos3y = —1/2 = cosl20? 
đy = 120°=>x = y = 409 
và 3y = 240° =zx = y = 809 
Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức đã cho 
bằng -3/2 khi x = y = 40°, z = 100° và khi 
z=y =8Ö09,z = 209, 
Bài toán 26(T6/86) 
Nếu zx/2 > œ > z/4 thì sinẾœ > cosốœ, còn 


nếu z/4 > œ > 0 thì sinŠœ < cosốz. Vậy ta 
luôn có 


(œ — z/4)(sinŠœ — cosốz) > 0 





®©ainŠø .ø — cosỐœ.ø — (%/4)sìnŠœ + 
+ (z/4)cosốz > 0 

©sinỐœ.aø + (x/9)cosSỐœ — cosỐơœ .œ > 

> (x/4)sinŠœ + (z/4)eos5z 

“©sinốø .ø + cosðz(w/2 — a) > 

> (sin5œ + cos5z}r/4 

©=cos”8.œ + cos#°œ. 8 > 

> (1- 8ain2œcos2z+).x/4 > x/16 


«=cos”8/8 + cos6z/z > x/16. 1/a8. () 


Nhưng từ (œ-Ø2>0 ta có 
(œipha + 8)? — 4a8 > 0 hay 
đổ < (œ + 8)?/4 = z2/16. Thay vào (1) ta có 
cos5ổ/Ø + cos5z/az > l/r (đpem). 

Bài toán 27 (T4/130) 

Trước hết ta có nhận xét 

la; — ¿| + (a, + Ð) = 2max{ ơ,,i}, Từ đó có 


"n n 
S,„+2¡= XS (la, ~ ¡| +(a+ Ö} 


(=1 ¿/=1 


=25 max{ ø, ¿}.. 


i=1 
Vậy S„ là một số chẵn. 
" 


S„=23 max{ đ,j} — nín + 1) ; vậy 


¿=1 


S„< 4n +ín — 1) +... + (n/2 + 1)} 


— nín + 1) = n?⁄2 
nếu n chẵn, và 
S„ < đ[n + (n — 1) +... + (I/2] + 2)} 


+ 2(z/2] + 1) — nín — 1) = (n2 — 1)/2 
nếu 7 lẻ. 


Trong cả hai trường hợp, dấu đẳng thức 
đạt được tại hoán vị (n, œ — 1,..., l), tức là 
đối với hoán vị này thì S„ có giá trị lớn nhất. 

Xét một hoán vị (di,d2,..,0,) có số 
ø<ø,+1( <p <n-~ 1) và gọi S„ tương 
ứng với nó là SƠ, Đổi chỗ hai số a„ và 
đàn cho nhau ta được hoán vị mới có 5; 
tương ứng là Sẽ). Th có 


445 


SƠ ~ S = A + B, với 

A=lasxi—p| — l&y+¡ ~@ # ĐI, 

B=la—(+ 1)| ~ la, —p|. 

Ta thấy A và 8 chỉ nhận các giá trị 0, 1, 
~1, nhưng Ít nhất một trong A, B nhận giá 
trị 1. Vậy SC) — SỬ) chỉ có thể bằng 0 hoặc 
bằng 2. 

Xuất phát từ hoán vị (1, 2,.., n) có 
S„= 0ta thực hiện các phép đổi chỗ lần lượt 
các số n -— 1, n — 2,..., l cho từng số đứng 
liền sau. Đối với mỗi số ta tiến hành đến khi 
chúng ở vị trí cuối cùng. Cuối cùng ta được 
hoán vị (n, n — 1,..., 1). Như vậy, 5 tăng 
từ 0 đến giá trị lớn nhất của nó, mỗi phép 
đổi chỗ thì S„ không đổi hoặc tăng 2 đơn vị. 
Vậy S„ nhận mọi giá trị chẵn trong các số 
từ 0 đến n2⁄2. 

Ở trên ta đã chứng minh S, là một số 
chẵn vậy tất cả các giá trị có thể có của 
là tất cả các số chẵẫn từ 0 đến 02/2. 

Bài toán 28 (T185/66) 

Lời giải : Nếu chia hình tròn thành 8 
phần bàng nhau thì ít nhất có một phần 
chứa 3 điểm. Bởi vì nếu cả 8 phần đó đều 
chứa không quá 2 điểm thì tổng số điểm sẽ 
không quá 16 điểm, trái giả thiết. 

Rõ ràng, 3 điểm ở trong phần hình tròn 
nơi trên lập thành một tam giác có điện tích 

sS 
nhỏ hơn s 

Trong trường hợp tổng quát, nếu lấy mé 
điểm thì : 

1) Khi n = 2k + 1. Giống như trên, chia 
hình tròn thành k phần bằng nhau thì cớ Ít 
nhất một phần chứa 3 điểm. Ba điểm này 
lập thành một tam giác có diện tích nhỏ 
hơ : 

_ 

2) Khi n = 2È. Chia hình tròn thành š - I 
phần bằng nhau thì có Ít nhất một phần 
chứa 3 điểm. Ba điểm này lập thành một 


§ 
tam giác có diện tích nhỏ hơn TT 
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Bài toán 29 (2/34) 


Vì z, y, z là 3 góc của tam giác nên dễ chứng 
mính được rằng cotgx + cotgy + co(gz > 0Ú, 
do đó nếu co/@v + cotgy + co(gz đạt cực tiểu 


thì (co¿gx + cotgy + cofgz)? cũng đạt cực tiểu 
và ngược lại. Như thế bài toán đã cho trở thành : 


Tìm các góc x, y, z của tam giác dễ 
(cotgx + cofgy + cofgz)? đạt giá trị cực tiểu. 
Th có : 


(colgx + coigy + cotgz)? = 
= colg?x + colgy + cotg2z + 
+ 2(cofgvcotgy + cotgycofgz + cotgzcotgx) 


VÌ z, y, z là 3 góc của tam giác nên ta 
chứng minh được rằng : 


cotgxcotgy + cotgycotgz + cofgzcotgx = Ì 
do đó : 
(cotgx + cofgy + cotgz)? = 
+ cofg2x + co(g2y + coig2z + 2 
nên vế trái cực tiểu khi 
cotg2x + cotg3y + cotg2z cực tiểu. 
Ta tìm điều kiện để 


cotg2x + co£g^y + co‡g2z cực tiểu. 


VÌ cotg2x, cotg2y, cotg”z > Ö nên áp dụng 
bất đẳng thức Côsi cho từng cặp hai số hạng 
và cộng vế với vế các bất đẳng thức lại ta 
được : 


cotg3x + cotg3y _ cotg2y + coig”z 
— 


co(g“z + coí, 
+ SP cước > cofgrcotgy + cotgycotgz + 


+ cotgzcotgr. 
hay 
cotg2x + cotg2y + cotg?z > 1 
Đẳng thức xẩy ra khi 


cotgˆ?x = cotg2y = cotg2z, khi đó 
cotg2x + cotg3y + cotg2z đạt cực tiểu. 
Nhưng vì x, y, z là ba góc của tam giác, 
0 <#,y, z < 1809, nên từ đẳng thức 
cotgˆ”x = coig2y = cotg2z 


ta rút ra co‡gx = cofgy = co(gz 


và do đó x = y = z = 609 





Vậy +, y, z là 3 góc của tam giác đều thì 
cotgx + cotgy + co¿gz đạt cực tiểu. 


Bài toán 80 (77/65). Th hãy chứng minh : 

@ tựx > z(*<5)- Diện tích AOAC lớn 
hơn diện tích tam giác cong OAB trên vòng 
tròn đơn vị : 


Sex > Š + 
gi >7 EY > 1x. 
4tg2 
Mặt khác tgrx + sinx = — 
1~ tết 


k2 


vì 0<z< 5 nên 0 < tổ < 1= 


0<1-tgộ <1 


do đớ ———+ > Ì, hay 
1-tết 
* 
4tg2 
= > AtgT > 42 mi, 
1-tế 


ơ, ổ, y đều nhọn, nên ta cớ : 
sinư + tga > 2ø, 
sinØ + tgØ > 26, 
siny + tgy > 2y, 
sinœ + sinổ † gỉny + tga + tgổ + tgy > 
>2(z+Ø+y) = 2n. 
Chú ý : Cơ thể xét hàm số 
f(x) = sinx + tgv - 2x 


với x € [9%5)- heófœ) 4 se = 


cos2x 
1 
7- 9 > cosx +——— - 2 > 0 = f(x) đồ 
Cả co + ng 
ï . F . 
biến trên [%52)- Do đơ với x e (%3) thi 


fq) > f(0) = 0 =sinx + tgx - 2+ > 0. 
Bài toán 31 (85/65). Bất đẳng thức 
tương đương với : 


sin cosø - cos sinp < 0 


©sin cose - sin (5- sim) <0 


©=?cos lấ: th ni] x 


: cosø + sỉ 
x sin[— Z ‡ (“ni < 0®) 


Lại có, với œ bất kì : 


|cosp ~ sinø| = [~ 2in2 sin(ø = 2 ) | < 
< W <2 

|cosp + sinø| = |2es2es(»~2)| < 
< W2<; 


Do đớ, với ¿ bất kì thì : 
z4 „ Cosp ~ ginp S.ị 


Mhj 2 ? 
_ ___ Co8p + sim 
và s< 4a <0 


'Từ đó suy ra bất đẳng thức (*) luôn đúng. 

Bài toán 32 (127/66). 

Vì A, B, C nhọn nên tgA, tgP, tgC > 0. 
Ấp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có : 

tgA + tgB + tgC > 3 ŸgÃ ígB tựC Mà 
tgA + tợB + tgC = tgA.tgB.tgC nên 
tgA.tgB.tgC > 38. 

Lại áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có 

tg^A + tg"B + tg"C > 3 "1A ig"B tư "C 

= 8 1[0gAigBigC}' > 3(V3)" > 

vn "w 
>3(11+7) >8(1+2) 
ân 

=8+<. 

Đẳng thức chỉ xảy ra khi n = 9. 

Bài toán 33 (9/178). 

VÌ cotgA + cotgB = sin(A + B)/ sinAsinB > 0 
nên cotgÁ + cotgB + cotgC > 0. Do vậy từ 
hệ thức đã cho suy ra tgÁ + tgB + tgC = 
= tgA tgB tgC > 0. Suy ra AABC nhọn. 

Giả sử AABC không đều và A z B. Khi 
đó : 

cotgA + cotgB = sin(A + B) / sinÁsinB = 
= 2sinC j [cos(A - B) -~ cos(A + B)] > 
> 2sinC / (l + cosŒ) = 
= 4sin(C/2)cos(C/2) / 2cos? (C/9) = 2tg(C/2) 
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Tương tự : 
cotgB + cotgC > 2tg(A/2) ; 
cotgC + cotgA > 2tg(H/2) 
Vậy : cotgA + cotgB + cotgC > tg(A/2) + 
tg(B/2) + tg(C/2)(1) Biến đổi tương tự sẽ có : 
tgÁ + tgl = sin(A + B)/cosA cosl = 
= 2sinC/[cos(A - B) + cos(A + B)] > 
> 2sinC/(1 - cosC) = 2cotg(C/2) ; 
tgB + tgC > 2cotg(A/2) ; 
tgC + tgA > 2cotg(B/2) 
Vậy : tgA + tgB + tgC > cotg(A/2) + 
cotg(B/2) + cotg(C/2)(2). 
Từ (1) và (2) suy ra : 
(tgA + tgB + tgC)(cotgA + cotgB + cotgC) 
> (tg(A/2) + tg(B/2) + tg(C/2)). (cotg(A/2) + 
cotg(B/2) + cotg(C/2)) trái với giả thiết. Vậy 
AABC là tam giác đều. 


Bài toán 34 (7/176). 

Bất đảng thức cần chứng minh tương 
đương với : 

z(l - cos4) + y(1 - cosB) > z(I + cosC) 

©>xsin2(A/2) + ysin2(B/2) > zsin?[(A + 
B)/21) Do 0 < z < xy/Œœ + y) nên (1) được 
suy ra từ bdt zxsin2(A/2) + ysin2(B/23) > 
xysin?[(A + B)/2]œ + y) ©( + y)sin2(A/2)/y + 
+(xz + y)sin2(B/2)/x > sin?[(A + B)/2](2) 

Xét vế phải của (2) : 

sin2[(A + B)/2] = sin?(A/2)cos2(B/2) + 

+ gin2(B/2)cos2(A/2) + 2sin(A/2)sin(B/2) x 

cos(4/2) cos(H/2) < sin2(A/2) + sin2(B/2) + 

+ 2sin(A/2) sin(B/2) < sin2(A/Ð) + sìn2(B8/9) + 


[j=n24/2+ “ain2(8 /2)] = œ + yisin? 


(A/2)/y + (x + y)sin2(B/2)/z 

Vậy bớt (2) đúng và suy ra Đpcm. 

Trong lời giải ta không cần điều kiện x > 2, 
» >z và thực ra từ điều kiện xy > (x + y)z 
cũng suy ra được # > z2, y % 2. 

Bài toán 35 (8/176). 

Nhận xét rằng vế trái của (1) luôn luôn 
dương. Thật vậy, chỉ cẩn xét trường hợp 
AABC tù. Giả sử A > x/2 > B > C. Khi đó 
cos(C - A/2) > 0 và cos(A - B/2) + cos(B - 
Cj2 > cos(A - C/2) + cos(C - C/2) = 
2cos(A/2)cos[(A - C)/2] > 0. 
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Vậy quy ra vế phải của (1) phải đương. 
Do vậy, nếu đặt A - B/2 = x, B - C/2 = y, 
C - A/2 = z thÌ x +y +z = z/2, 


-xj2 < +, y, z < z/2 và (1) 
©©coav + cosy † cosz = 4cosrcosycosz (2) 
Biến đổi vế trái của (2) ta được : 


Conx + cosy + cosz = 


sinŒ + zZ) + sin( + x) + sin% + y) = 
= 4cos[£ + 2)/2] cos[« + y)/2] cos[@ + z)/2] 
Vậy 

xy+z z+z 


+y 
3 C08 j— cog—2— = 











(2) = cog= 


= cosxcosycosz (3) 
Th ơ : œe'l& +y)/2] = (1/21 + œsứ +y)] > 
> (1/2/[cogŒ& - y) + cos(x + y)] = co«xcosy > 0 
Tương tự cos?[(y + 2)/2] > cosycosz > (0; 
cos2[(z + z)/2] > coazcosr 
Suy ra (3) xảy ra khi và chỉ khi : 
Cos(x - y) = co8S(y - Z) = cos( - x) = l 


hay #x“y“=y-Z=z_-x=0 


(đo -z/2 < z, yụz < 1/9). Vậy x = y = z = 1/6 
và A - B/2 = B- C/2 = C - AJ2 = xị6. Giải 
hệ này ta được AÁ = B = C. 

Bài toán 36 (9/178). a) Xét AABC nhọn. 
Viết bất đẳng thức đã cho dưới dạng : 

(sinAsin2A + sinBsin2B - sinAsin2B - 
sinBsin2A) + (sinAsin2A + sinCsin2C - 
- ginAsin2C - sinCsin2A) + (sinBsin2B8 + 
+ sinCsin2C - sinBsin2C - sinCsin2B) < 0 

«©(sinA - sinE)(sin2A - sin2B) + (sinC - 
sinA)(sin2C - sin24) + (sinB - sinC) x 
x (sin2B - sin2C) < 0 

Không mất tính tổng quát, giả sử Á > B 
> C thÌ a z b > c và sinA > sinB > sinC, 
sin2A < sin2B < sin2C. 

Suy ra : (sinA - sinB)(in2A - sin2B) < 0 

(sinB - sinC)(sin2B - sin2C) « 0 

(sinC - sinA)(sin2C - sin2A) < 0 

Cộng các vế tương ứng ta thu được đpcm. 

b) Xét trường hợp AABC không nhọn. Giả 
sử B8 > z/2 ; A, C < x/2. Khi đó sin2A, sinA, 
sinC > 0, cosB < 0. Vậy : 2sin2A - sin2H -— 
sin2C = sin2A + (sin2A - sin2H - sin2C) = 
sin2A - 4sinAcosBcosC > 0 





Vậy (sin4 - sinBE)(2sin2A - sin2B - 
~ sin2C) < 0 œ®) 

Tương tự : (sinC - sinB)(2sin2C - sin28 - 
- gin24) < 0 (2). 

Bài toán 37 (10/178). 

Xét AABC tù, giả sử A > x/2 > B >zC 
thì C < z/4. 


Vậy tgC < 1 và 0 < sin(C/20 < sinC < 
cosC 


= 1/eosC < 1/sin(C/2) ; 


(1/cos4) + (1/cosB) = 
= 2cos((A + B)/2) cos((A - B)/2)/cosAcoeB < 0 


Vậy : (l/cosA) + (1/cosB) + (1/cosC) < 
(leo) < 1⁄in(C/2) < l/sn(A/2) + 
+ 1/sain(B/2) + 1/sin(C/2) 

Xét trường hợp AABC nhọn : Ấp dụng bất 
đẳng thức Côsi, ta có : 

l/cosA + l/cosÐ > 2/ýcos4cos# > 
> 4/(cosA + cosB) = 4/2cos((Á + B)/2) oœ((4 — B)/2) 
> 4/2cos(A + B)/2) = 2/sin(C/9), đấu "=" e 
©=A =B Tương tự : 

(1/cosB) + (1/cosC) > 2/sin(A/2), dấu "=" 
=B = C. 

(1/cosC) + (VcosA) > 2/sin(B/2) dấu "=* 
©=A =C. 

Suy ra : (1/cos4) + (1/cosB) + (1/cosB) + 
(1/cosC) + (l/cosC) + (1/cosA) > 2/sin(C/2) + 
2/sin(B/2) + 2sin(A/2) 

1 1 
S2ẠA T cosE Mã cosC > 
Đ dế 24 

sin sinz sinr 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi AABC 
đều. 

Bài toán 38 (5/147). 

Từ giả thiết x/6 < øi< z/2, ¡ = 1,1986 
ta có 1/2 < sinz, & l với ¿ = 1, 2... 1986. 
Ta có (sinz, - 1/2)(sinz, - 1) < 0 =sin?z, 
- 3/2sinz, + 1/2 < 0 ©sinaz + 1/2sinz, < 
3/2 với trợi i, nên : 


Hay là : TY] 


> 








1986 1986 
2) sins, +1⁄2x 3 1/sinz, < 1986.3/2(1) 


=1 ¿=1 


Lại theo bất đẳng thức côsi cho 2 số ta 
CÓ : 


¿9-TC†n 


1986 1986 
» ninz, + L2 x > l/8inz, > 


Lối ¿=Ị 


1986 1986 
1/2 5) sina,, Đ„ 1/sinz, (2) 


/=1 i=1 
Từ (1) và (2) có : 
1986 1986 


3) sinz,. 3) 1/sinz, < 9/8 x 1986 
i=] (=1 


Dấu bằng xảy ra khi (1) và (2) xảy ra dấu 
bằng tức là sinz, bằng 1/2 hoặc bằng 1 và 
1986 
» sina, = 
=1 
Gọi số các sinz, bằng 1/2 là p, số các sina, 
bằng 1 là g ta có : 
Íp +q = 1986 
= q = 993. 
pÍ2 + q = (ðp + q)/2 “SP — 4 
Bài toán 39 (6/148). 


Xét ffx) =œ +1)2 = x2 + 2x +12 thuộc M. 
Khi đó g&) = (+8 ++z)42 + 2œ + ø + 8x) + 
+2 +ax ty >0 Wx,Â 


Vậy 1+ +ÿyx > 0VW+. Suy ray = 
1+8z0. 
Lấy Â = 0 thÌ g(+) = x? + ax +y 
=4z2 +tơdx >Wx 
suy ra #z = 0. Vậy g(z) có đạng : 


ø(x) = (1 + Ø)A2 + 2(x + Ø8x)A + x2 z 0 
VÀ, + 


Từ đó suy ra -l < 8 < 0. Vậy điều 
kiện cần để ƒ(z+) thuộc M là œ = y = 0; 
-1 <8 <0(1). 


Ngược lại, với điều kiện (1) 
thì Vƒfœ) = ox? tbx+c 6ẰM 


1986 


12x» 


¿=1 


1/sinơ, 


9 và 


ta CỐ : g(%) = ax? + bx +c + bổx + Đc = 


= a2 +b(1 +)x + c(1 +) 

Do A = ð2 - 4e < 0 nên ức > 0. Do vậy 
g(z) có biệt thức A = ð2(1 + Ø)? - 4øc(1 + ) 

= (b2 - 4ae)(1 + 8)2 + 4ae8(1 +) < 0 
nên ø(x) thuộc M. 

Bài toán 40 (6/132). 

Trước hết ta chứng minh bổ đề sau : 

Bổ đề : Nếu ø = 2kz(n + 1) với k và n là các 
số nguyên và # không chia hết cho ( + 1) thì 
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8 = cos¿ + cos2ø +... + cosnp = -1. 
"n 
"Thực vậy, có 2sin(o/2).9 = » 2oosk pin (pÌ9) = 
=1 


" 
= 3X) [sin(+ 1/2)p - sinŒ& - 1/2)p] 








k=1 
+ 
- sp ( *ø) - ainỆ 
2n + 1 
sin (—z ?) 1 
Vậy : S = — am š (chú Ỹ 


sin(/2) z 0 vì k không chia hết cho (n + 1). 
Đo có 


2n+ 1 2n +1 
2 2 
= 2kz - kwxi(n + 1) 
2n +1 
3 #) 
Bây giờ trở lại bài toán. Do đúng với mọi 


(2n + 1)km 
n+l 
= 2km - g/2 nên 


= -sin(/2). Do vậy : S = -1. 








sin ( 


x nên nói riêng với #¡, x; = 2*,... X„ = n+, 
ta có : 
2 
g,c082x, +... + œ,cos2nx, > 1 
2 
ayCos2x, +... + q,cos2nx, > 1 
2, 
œieosx +... +ø coa2nx  > 1 


Chú ý rằng kx, = k.2x, = 2kz, = 2xk nên 
hệ (1) trở thành : 
aicos2x, +. đa. ĂcoSTx >1 
œ,eos22x, +... +a,cos22x, > 1 
Cộng theo từng vế các bất đẳng thức của 
(2) ta có : 


0T, + a2T, +... +a TT > 3 (3) 
”" 
Ö đó T, = 3; coskr, 
£=1 
Ta có 


2T,—n = 3 (2eo#kx,T— 1) = 
k=l 


Lủ 
= Ð) cosk(2x,) 
k=1 


Lấy 2x¡ = 2ix/(n + 1) ; rõ ràng ¿ không 
chia hết cho (w + 1) vì 1 < ¿ < n, nên theo 
bổ đề ta có 2T; - n = -1 hay 

= (n - 1)/2 với mọi ¡ = 1,..,n. (4) 
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Như vậy lấy z; = x/ứœ + L), thì theo cách 
En Si: -ò #n ở trên ta có z; = 2n/(n + 1), 
- *n = njặn + Ú), hay với mọi | < ¡ < n 
Đx có 2z, = 2ixjứv + 1). Do vậy, theo (4) khi 
lấy zị = #%/(n + 1) thì từ (3) ta cớ : 
“ha, +a¿+...+a,) z n hay 


ai +a, +... tai 3> 2nj@x — 1)(đ.p.c.m) 
Bài toán 4l (8/138). 


Theo bất đẳng thức Bunhiacôpxki suy 
rộng (xem báo TH và TT số 6 năm 1988), 
ta có : với m, n số dương ø,, ¡ =l,m;j = l,n 
và m„ n là các số nguyên không âm thì : 

m " 


"n mm" 
(3 2s) <1 (3) 
Jj=1:iml ¿=1 j=l] 
Ấp dụng bất đẳng thức này ta được : 


si .1 Wa; ... Ma, . ÑmaT)" 


¿=1 z1 


kem-l m 


< ( +....+ 1# ~”"H@i + œ, +... + ø„}?X 


mĩ mà k-nr-1 S kủ 
là CON biếu 


Vậy có 
n n k 
ầ mỹ ¡ ai > > m, / 
í= i= 


Bài toán 42 (3/150). 
Với đị, d; > 0 và G, ở; < 1. 
Ta thấy : 
2/1 + Ýø;z¿) — (1/1 ~ ai) + 1 + ø2)) = 
= (1q +Ýøœa¿) - 1/1 +a,)) + 
+ (1Q + Ýãja;) - L/(1 + ø2)) 
= Wø(Vø) ~ V2) / ( + Ý#a;)(1 + aj) + 
+Ý82(Wø; ~ Ýø))/(1 + ÝZ/Z2)(1 + a,) 
x (ø, — Ýa,)? (1 - Ýø¡a2) >0 
(1 +Ýa¡z2)(1 + aJ)(1 + a2) 





Vậy có : 2/(1 + Ẳaa,) > 
> L1 +ø,) + 11 +a_) Œ) 
Dấu bằng xảy ra khi a; = = &; hoặc aa„ = 1. 
Áp dụng (L) vào bài ta có : 
[“+1)/2] 


» l +ø) <  2/(1 +Ý@a„si-¡ ) 


¿=l ¿=1 
Dấu bằng xảy ra khi n chẵn và hoặc : 
đi =d;=... = dạ hoặc = 1. 


ïrw1-i 
Xét hàm số ƒfí+) = 1/(1 + e*) ta thấy ƒ(x) 


là hàm số lõm với x < 0 bởi vì : 
f4) = -#/( + e92 
và ƒ 4) = £#(£* - U/1 +e93 < 0 (với x < 0). 
Ấp dụng bất đẳng thức Jensen vào hàm 
lõm với các *¡< 0 và 


e1 = Ý0/8„.¡_; < ltacó: 


[ứŒt + 1)/2] 


Š 1/(1+m) < 3) 2/(1+Ý4,d,¿ìj) < 
¿=1 (=l 


q, 
1») 
Bài toán 43 (2/152). 
Gọi P@ = œ~xX& —z)... 

n+ị 


Pœ =|]' œ - xà. 
¡=0 #k 
n+ì1 


P4) = 3) Puœ) và 
k=0 


<n/ (1+ 


& —zu)& ~ xn, ¡) và 


Dễ thấy 


LÊ 
P"ø) = 3 P¿@)l@ —#) 
k=0 
km7 
Từ đó 
"+1 


s P,(x)/Œ; — *j) = 


P”œ) 


n+1]1 
= 3 P,œ)Gg,) = 9 
k=0 
kưi 
do điều kiện của đầu bài với ¡ = 
Do đó x(x - 1)P”*{x) = 
= (n +9)œ + P@) (Ð) 
Dễ dàng thấy rằng chỉ tồn tại duy nhất 


một đa thức bậc n: + 2 với hệ số cao nhất 
bằng 1 thỏa mãn (1). 


Mặt khác đa thức Q(x) = (-1)",P(1 - x) 
thỏa mãn phương trình (1). Q(x) là đa thức 
bậc n + 2 với hệ số cao nhất bằng 1. Vậy 

(-1)?P(1 - x) = P@). 
Từ đó và từ giả thiết 
0 <3¡<#*¿<...<zn<l 
ta suy ra điều phải chứng minh. 

Bài toán 44 (9/1ã7). 

Xét hàm số ffx) = tg^x, x € [0, z/2) 

Th có : 

f'%) = (2cos'x + 6sin2xcos2x)/cosSx > Ø0 


Vzx € [ÍO, z/2) nên ƒ#z) là hàm lồi trên [0, 
z/2). 


Vậy theo bất đẳng thức Jensen ta có : 


" ở 
>id?a, ƒn > tgˆ Š s = tg°xín (1) 
'=1 /“1 


" 


—n l(n+3tz*a,) < 1/1 +tg2Grn)) = oœ2(/n) 


(=1 


" 
=2n / ( + > tg°ø, ) - 1 < Øeos (z/n) - 1. 
=1 


Vậy cuối cùng có : 
" " 
í _> t8) L ( + tg”a,) < cos(2z/n). 
¿=1 i=l 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi (1) xây 
ra dấu bằng tức là a¡ = œ,„ =.... = œ„ = zÍn. 

Bài toán 4õ (7/159). 

Theo bài ra có fx) > 0, Vx > 0 và #@ = I1 
V0<¿£<ñn, (ở đây nụ # 1 để log, n có 
nghĩa). 

Biểu diễn w  € N tùy ý) ra cơ số ñ.„ 

n= +. HỆ Tang nˆ~1 +... +x (Œ >0, 


0 sx.< nụ). 


Nếu * = 0 thì ø = xu < n¿ 1+ [log,m] 
Xi si f2) ` fứ,) 
=> fn) = Ì < ————— —- 
fn,)— 1 f@œ¿)T— 1 


Nếu k > 0 thì fn) = ƒQạ,. nỄ + x„_mỆ~l + 
+..+ *#Q) 
< fŒ,) + fŒị nÀ +... + sự... nỀ) 
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<... 
< fŒ„,) + f@\) -fn,) +... + 
+/G¿).f0,* (đo (Ù và (2). 


fn k+t 
< f(f2)— 1(6pem) 
Bài toán 46 (5/160). 


Theo định lí Viet ta có mnp = 1. Lấy 
a = 4ð°; 8 = -809 ; y = 16ð° thì 
œ++j = 1809 
và cosz = Ý2/2 ; cos8 = 3/2 ; 

cosy = -coslð? = ¬2 + 3/2. Vậy bất 
đẳng thức cần chứng minh tương đương với 

Y2 np + WB pm - j2 + {mn & m2 + n2 
+ p2 hay 

2npcosa + 2pmecosổ + 2mncosy < m2 + n2 
+p?(®) 

Th có 
(p — meosÖ — noosa)? + (msin8 - nainz)2 > 0 
= p2 + mˆ?cos28 + sin28 + n2(cos2œ + gin2a) > 
> 2mpcos8 + 2npcosa ~ 2mncos(œ + ) 
= pˆ+ m2 + n2 > 2mpoosổ + 2npcoaz + 2mncoey 
(vì za + +y = 180°) 

Bất đẳng thức (*) được chứng minh. Dấu 
bằng xảy ra khi và chỉ khi : 

msin8 = nging 
Ð = mecosổ + ncosơ 

emisìinœ = nisìn8 = pjsiny. 

Đặt & = m/sinz. Tạ cớ 

k = mnpÍsinasinđsiny = -4(V3 + 1) 


=k= _- W4Qỗ +1) m = ksina = 


=- ÑÝ2.ŸWñri 

n = ksing8 = {(Wñ+3)/2 
p = hsin = ÑJŒ-- 4Ÿ8)/2 
Bài toán 47 (10/186). 

Th có 


a2? = b2 + c2 ~ 2becosA = b2 + c2 ~ 
— (2bcsinA).cotgA = b2 + c2 - 4ScotgA, 
(S là diện tích AABC). 


Từ đó suy ra 
a2 + b2 + c2 =4S(cotgA+ cotgB+ cotgC) (1) 
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Mặt khác : 
a2 = b2 + c? ~ 2bccosA > 2bec — 2becosA = 
2be(1 — coaA) 
4bc.sin2(A/2) 
sin2(A / 2) 
sinA 


4bc.ginA. 


4S.tg(A/2) 
2 
@ Š 
Do vậy A73 > 4S. Từ đó suy ra : 
a^b2c2 
tø(A /2) . tg(B / 2). tg(C ¡ 2) 
Kết hợp (1) và (2) ta được đ.p.cm. Dấu 
"=" xảy ra khi và chỉ khi a = ð = c, tức 
AABC là tam giác đều. 


Cách 2 ; 


Gọi r là bán kính đường tròn nội tiếp 
AABC. Tu có : 


r = Gƒp = (p- a)tg(A/2) = (p - b)tg(B/2) = 
= (p- c)tg(C/2) (1) 





>(493 (2) 


_ (b2+ c2— a2)/2be _ b2 + c2— g2 
X2 HES-7:7 00a àc- a2 


Từ (1) và (2) ta suy ra bất đẳng thức cần 
phải chứng minh tương đương với : 


(493 « a2b?%e? p3(p - a)(p — b)@œ - e)/SỐ = 
= p^a2b2c2/S 
«(a +b -— e)2{b +c — a)2(c + œ — b}2 « a2p2c2 
(3) Mà 

a2 » g2 - (b ~ e2 = (œ +b —e)(a +e —b) 

b2 > b2 — (œ—c)2 = (œ+b= c)(b +e — œ) 

e2 >c2~ (a—b)2 = (œ+e — b)(b +e — g). 

Nhân các vế tương ứng ta được (3). 

Bài toán 48 (6/74). 

Œ› + 1)cos[x/Œo + 1)] ¬ neos(rfn) > 1 
tương đương với 
n[cos[/(n + 1)] — coe(xín)]} > 1 ~ cos[x/(n + 1)] 
hay 
nrain[x/2n(n + 1)] sin[x(2n + 1)/2n(n + 1)] > 
> sin2[z/2(w + Ủ)] 


Ta sẽ chứng minh bất đẳng thức cuối 
cùng là đúng. Chỉ cần chứng minh : 

1l sinr(2n +  1)/2nn + DỦ] > 
> sin[x2n/2n(n + 1)] = 

= sin[x/(n + 1)] > sin[x/2(n + 1)] 


(với n >z 2, các cung ở đây đều ở trong 
khoảng (0, z/2) nên hàm số sin đồng biến). 





2) nain[x/2n(n + 1)] >z sin[x/2(n + L)] 
Để cho tiện ta đặt : z/2n(n + 1) = a ta 
có nsinz œ sinnd, 


Ta chứng mình bất đẳng thức này bằng 
phương pháp quy nạp - Với n = 2 ta có 
2sinz > sìn2a 


hay 2sinz > 2sinzcosa (vÌ cosz « 1) 


¬ Già sử bất đẳng thức đúng với n = *k 
tức là : 
keinz > sinke, ta phải chứng minh 
( + l)sinz > sin(k + l)œ 
Thật vậy : 
hsinz > sinkœ 
*ksinz + sinz > sinkx + sỉna 
b+1 *k— 
( + l)sinz > 2sin _ cos — 
Bất đẳng thức cuối cùng là đúng vì : 


(k + 1a ( — Dø 
L8) êNg < cos Ta. 


(các cung (k + 1l)ơ/2 ¡ {& - L)œ/2 đều ở 
trong khoảng (0, z/2) nên hàm số cosin 
nghịch biến). 


Th có : 


k+]1 b+1 
(k + 1)sinz > 2sin — co CC 


(k + 1)sina > sin(k + 1)z (đpem) 
Bài toán 49 (8/74). 


Ấp dụng định lí hàm số sin, ta có 
œ/sinA = bjainB = cisinC = 2. do đó 


a2jsin?A = b2jsin?/B = C?jsin2C = 4R? 
(g2 + b2 — œ?)/(sin2A + sin?B + sin?C) = 
= 42/1 mà ø2 + b2 - e2 = 4R nên 
sin2A + sin2B - sin?C = 1 
sin2A + sin28 = I + sin2C 
(1 - cos2A)/2 + (1 - cos2B)/2 = 1 + sin2C 
- (cos2A + cos2B)/2 = sin2C 
¬ cos(A + B)cos(A - B) = sin^C q) 
VÌA +B+C=xnên 

sin(A + B) = sinC 

cos(A + B) = ~ cosC 
Do đó chia hai vế của (1) cho 
— cos(A + B)sin(A + B) = cosCsinC ta có 
cos(A - B)/sin(A + 8) = sinC/cosC 


(cosAcos + 
sinBcoaA) = tgC 

Chia tử số và mẫu cho cho coaA oosB, ta có : 

(1 + tgA tgB)/(tgA + tgB) = tgC 

(1 + tgAtgB)/( ~ tgAtgB) = 
tgC(tgA + tgB)/( - tgAtgB) = 
= tgC.tg(A + B) 
-tg?C (vì A + +€C = x) 

Do đó 

(tgÁtgB + 1)/(tgAtgB - 1) = tg2C 

Chú ý rằng ; từ œ2 + 62 - c2 = 4R 
Suy ra 

1) C là góc nhọn, do đó tgC xác định. 

2) A và B z# 90° nên việc chia tử và mẫu 
của vế trái cho cosA cosỡÐ là thực hiện được. 

3) A z x/2 - B (vì C nhọn) do đó 

tgA # tgGt/2 - B) = cotgB, 
tgAtgB z 1 hay tgÁtgHB - 1 #, vậy 

việc chia hai vế cho tgAtgB - 1 cũng thực 
hiện được. 

Do đó mọi phép biến đổi trên là tương 
đương. 

Bài toán ð0 (7/101). 

Trước hết ta nhận xét rằng từ 
0 < œ6 + l)xz < z/2 suy ra 0 < ø„x < x/2 và 
0<x<z⁄2. 

Bất đẳng thức cẩn chứng mỉnh tương 
sinwxsinx 
Cosrrcomr 
hay (do cosrxcoar > 0Ö) 


sinAsinB)(sinAcosÐ# + 


đương với 1 - cos2x < 


cos(w + 1)x < cos2'?lx cogyx () 


Ta chứng minh bất đẳng thức (1) bằng 
quy nạp. Với z = 1 bất đẳng thức (1) trở thành 
cos2x < cos'+ hay coefx - 2cosir + 1 > 0, 
nghĩa là sin'x > 0. Bất đẳng thức này đúng 
vì 0 < zx < z/2. 

Giả sử rằng bất đẳng thức (1) đúng với 
n = k— 1, tức là với 0 < Èx < z/2 ta có 


coabx < cog2*^lx cos(k ¬ l)x @®) 
ta chứng minh (1) cũng đúng với n = &, tức 
là với 0 < ( + 1)x < +z/2 thì cos( + l)x < 
< cos?t† Lcoskx, 


Thật vậy, theo nhận xét ở trên do 
0 < (+ l)x < z/2 nên ta có Ö < x, z/2 và 
0 < kr < z/2 nghĩa là có (2). Nhân bai vế 
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của (2) với cosr > 0 
Cosr cos#x+ < cos2Kr cos(k — L)x, 
cos(k + 1)x + sinx sinkx < 
< cos?fz(cosxz coskx + sinxsinkx) 
cos?**Ï xzcoskx cos(& + 1)x > 
> sinxsinkx cos2kxz sìnz sinkx = 
= (1- cos) sinx.sinkx > 0. 
Vậy theo nguyên lÍ quy nạp ta cớ bất đẳng 
thức cần chứng minh. 
Cách 2 
Bất đẳng thức cần chứng minh tương 
đương với 
tgnxtgx + cos2D> > ] 
Kí hiệu fz) = tgixtgx + cos2"x, Th chứng 
minh ƒ(& + l) > /(&) với ® = 0,1,..n—1: 
tgÈx tgx + cosf> < tg( + l)x tgx + 
+ cos2kt2+ 
©cœ#% - coø2*'3y < tax[tg(E + 13x — tgkx] 
©cos?zsin2x < tgxsinx/cos(# + 1)xcoskx 
©cos2*x < l/coax cos(k + l)x coskx 
Do giả thiết 0 < @ + 1)x < z/2 nên các hàm 
số lượng giác ở vế phải đều có giá trị dương và 
nhỏ hơn 1, vậy bất đẳng thức là đúng. 
Thay & = 0, 1,..., ø — 1 ta có 
fm) > fn - 1) >.... > f0). Nhưng ƒ(0) = 1, 
vậy fn) > 1 (đ.p.c.m). Có thể mở rộng gớc 
x thành 0 < nx < z/2. Đồng thời bất đẳng 
thức cần chứng minh có thể làm chặt hơn là 


(1 - cos?x)(1 + eos"x) < tgn+x sỉnzx. 


Chứng minh bất đẳng thức này tương tự 
cách giải 2 ở trên, chỉ cần thay tgx bằng sinz. 

Bài toán ỗðI (5/119). 

a) Chứng minh (1) = (2). 














Ta cớ 
P = cosA + cosB + cosC + cog?) 
A+B A~-B C+D CD 
= c0s 5 S08—— + cos 3 cos 3 
+ A~-B C-PD 
= cos—s (co8~g— — cos=z—) (8) 


(vì (A + B) + (C + D) = 2z). 
M = cotgA + cotgB + cotgC + cotgD 
_ sinA + B) _ sin(C + Ð) 
— sinAsinÐ  sinCsinD 
1 A 1 
sinAsinE sinCsinÐ) 


ll 


sin(A + ®)( 
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Từ P = 0 suy ra hoặc cos[(Á + B)/2) =0 
hoặc cos[(A - B)/2] = cos[(C - D)/2]. 

1) Nếu cœ[(A + B)/2] = 0 thì sin (A + B) = 0 
=M = Q. 

2) Nếu cos[(A - B)/2] = cos[(C - D)/2] 
thÌ hoặc A - 8 = € - D hoặc A - Ð =D-C, 
tức là hoặc A + D = B+C >= 1, hoặc A + = 
= B+D=zx. Lúc đó tính M theo A +Ð, B+C 
hoặc theo A + C, B + D tương tự như theo 
A + trong (4) ta có M = 0. 

b) Chứng minh (2) = (1) 

Từ (4) ta có M = Ũ ©œsin(Á + B) = 0 
hoặc 1/sinAsinB = 1/sinCsinD. 

1) Nếu sin(A + 8) = 0 thì cos[(A + BJ/2] = 0 
=P=0Q. 

2) Nếu l/sinAsinB = 
sin4sinB = sinCsinD 

" cos(Á — 2= cos(A +) G: 


1/sinCsinD thì 





_ to8(C — Ð) — cos(C + D) 
x 2 


«©cos(A - B) = cos(C - Ð) 
®A- B=(C- Dhoặc A- B =D-C 
©Á+D=B+C=xrhoặcA+C= 
=B+D=z. 
Lúc đó tính P theo Á + ?, B + C hoặc 
theo A + C, B + D tương tự như theo Á + 
trong (3) ta có P = 0. 


Bài toán B2 (5/111). 
VÌ x = 20° nên 

sinx + sin2x = 2sin(3x/2)cos(x/2) = 
= cos(x/2) = sin4r. 
Vậy A trở thành 

A = 2Ï[Ginz + sin2x)3 - sin°2x - sin5z] 

= 25.B[sinxsin2x(sinÄx + sin32x) + 

+ 2sin2xsin22x(sinx + sin2x)] 
= 2”.ðsinrsin2x(sinz + sin2x) x 

x (sinÄx + sinzsin2xz x sin22x) 
= 2Ÿ ösinxsin2xeoe(x/2)[cos2(x/2) — sinzsin2z] 
Mặt khác cũng vì x = 20° nên 
sinxsin2x = (cosx - 1/2)/2. 
cosxcos(x/2) = [cos(x/2) + 3/2]/2. 
Do đó 
A = 2.B(cosr - 1/2)cos(x/2) 





x [cos7(z/2) - cos(z/2) + 1/4] 
2!,B(cosx — 1/2)cos(x/2).(3/4) 
22.3.5[cos(x/2)/2 + {3/4 - cos(x/2)/2] 
= 85.3 = 158. 

Bài toán 53 (7/139). 


Gọi Ai, Đụ, C¡ là chân các đường phân 
giác đỉnh A, các đường trung tuyến đỉnh B 
và C. Từ A; kẻ đường thẳng song song với 
CC, cất AB ð A, Ta có ; MA/MA, = 
C)ÁIC,A, = BCJC(Ay = BCIA,C Do b > e 
nên MÁ, = MN + NA, và chú ý 

MAjMA, + 1 = p | MA, ta có : 


P„Í(MN + NA.) = (2b + ©)jb q) 


Tương tự ta cũng có NMA/NWA; = 1 + bịc 
và cũng chú ý NA/NA, + 1 = p„/NA;,, ta có : 


Đ//NA¿4 = (2e + b)ƒc (2) 
Từ (1) và (2) ta rút ra được : 
P„(6* — c2) 
MX = G+286+) 4®) 


Theo bất đẳng thức Côsi cho 2 số ta có : 
(e + 2b)(b + 2e) < (9/4)(6 + c)?. Vậy phần a) 
được chứng minh. 


TẢ P.Ab?—c®) 4 p„(®—©) 
» 9 @œ+ c)? 9 b+c 
Tiếp theo, do 6 > e nên MC, = ŒC, - 
MC,_ (8m - MG „ 
GM; Vậy: MG ” (GB)m,+MG * ?Đ` 
Từ đó rút ra được 
MG = (2/8\(b - e)m /(e + 2b). 4) 


Chứng minh tương tự (với chú ý do 
b>cnên có NEy = NG +GB)) ta CÓ ; 
NG = (2/300 - cìm,/(3b + e) (5) 

Như vậy, từ (3), (4) và (ð) ta có : 

GN.GM _ 4 (È — ©)mm, 
NM_ 9 (@b+Cp, 

Phần b) cũng được chứng minh xong. 

Bài toán 4 (9/168). 

Điều biện cần : Hiển nhiên. 

Điều kiện đủ : Trong mọi AABC ta có : 

A .B..VC 
CosA + cosÖ + cosC = ] + 4sin~ sinz sinz. 
2 2 2 

cos2A + cos2H + cos2C = 


= -] - 4coaAcosÖÐcosC. 

VÌ vậy từ giả thiết ta suy ra 
sinA/2.sinB/2.sinC/2 = coaÁ.cosB.cosC (*) 
Từ (*) suy ra AABC nhọn. 

Ta có : coaÁ.cosB = 1,2.[cos(A - B) + 

+ cos(AÁ + B)] « 1,2[1 + cos(Á + B)]1. 


= 1/2[1 - cosC] = sin2(C/2) @) 
Hoàn toàn tương tự : 

cos8.cosC < sin2(A/2) 2) 
cosC.cosA < sin2(B/2) (@®) 


Từ (1), (2), (3) suy ra 
coa4.cos.cosC «< sin(A/2).sin(B/2).sin(C/2). 
Dấu đẳng thức xẩy ra chỉ khi AABC đều. 
Bài toán B5 (8/171). 
Nấu AABC đều dễ thấy : 
cos(A - B) + cos(B - C) + cogs(C - Á) = 3 
= 2(coaÁ + cosB + cosC). Ngược lại : 
cos(AÁ — B) + cos(H - C) + cos(C - A) = 
2(cosÁ + cosB + cosC) = 
[cos(A - 8) - cosC] + 
[coa(B ~ C) - coaA] + [coe(C — A) - coaB] = 
= CosÁ + cosB + cosC, 
= [cos(A - B) + cos(A + B)] + 
+[oos(B ~ C) + cos(B + €)] + [cos(C - 4) + 
+ cos(C + A)] = (coaÁ + cosB + cosC) 
= 2(cosAcosB + cosBcosC + cosCcosA) = 
= (cosA + cosB + cosC), 
Chú ý rằng (cosAcosB + cosfcosC + 


+ cosÁcosC « (cosÁ + cosÐ + cosC)2/3 
1 < coaA + coaB + cosC «< 3/2 @®) 


và cosÁ + cos + cosC = 3/2 tương đương 
với AABC là đều. Nên từ đẳng thức trên suy 
ra 2/3 x (cosÁ + coasB + cosC)2> 
(c4 + œaB + œøC) => cos4 + œsB + cøC > 3/2, 
do (*) suy ra AABC đều (đpcm). 

Bài toán 56 (8/147). 





Th có : 
1 "0. 
1% X siu2x ° ( cosx ) ` 2sinxcosx 
1 
— 9(eogr)©S© * lạipyl— com 
và tgx > 0 khi 


= 2(cosr)2-°52*(sinx)2sIn2x 
0 < xz < z/2 nên bất đẳng thức cẩn chứng 
minh tương đương với bất đẳng thức : 


⁄% 


2 > (1/cos2x)°%%, (1 /sin2x)sÖ(*) 


Ấp dụng bất đẳng thức Côsi tổng quát 
ta có 


(1/cos2x)°%%* (| /sin2x)sr* < 
= cos2r sin2r Bã 
cosx#  sin+x - 


Dấu bằng xảy ra khi cos2y = sin2x © 





+ 





®©©sinx = cosz (chú ý sinz, cosxz > 0 khi 
0<x<z⁄2) 

sex = x/4. Vậy (*) được chứng mỉnh. 

Bài toán 57 (7/153). 

Th có S = abc4R và S = 
{p( ~ œ[p —ð)@—e) cho nên p?R? = 
pa?b2c?/16(p ~ g)(p ¬ b)(p - c) = 
= a?b2c2,S2/16(p - a)2Qœ ~ b)2(p — e)2 còn 
øŸp - blƒp ~e) = a'pp ~a)(p — ð)p ~ ©)jp(p - a) = 
= a?S?Jp(p - a) = S?(gj(œ - aø) - aÍp) 
tương tự b2 - ø)(p ¬ e) = S?G/(p - b) ~ bịp) 

cÝ{p ~ a)(@ - b) = S?(cj(p - e) ¬ eíp) 

Đặt X = d/(p - a) ; Y = b/@ - b); 

Z = cíp - c) 


ta có đẳng thức cần chứng minh là : 

49? < SẦ(X+Y+Z- (ø+b+c)jp) < 
X°Y22?2S?/16. hay 4 < X+Y+Z- 2< 
X?Y2Z2/16. 

Mặt khác do 

gÍ(p ~ a) = Ä nên aịp = X/(X + 1). Vậy : 

X/X + 1) + Y/ŒW + l) + Z/Z + U = 

= aịp + bíp + cịp = 2. 

Vậy X(Y + 1) + + Y2 + D(Œ + + 
+ ZŒ + 1) + 1) = 2X + U(Œ + 1 (Z + 1) 


X+Y+Z+2=xXVZ. 


SUY ra 
Ấp dụng bất đẳng thức Côai cho 4 số 
dương X, Y, Z 2 ta có : 
2+X+Y+Zz4(2XYZ 
XYZ > 4 {2XYZ và XYZ > 8. 
Vậy X+Y+Z-2>4 (@) 
Mặt khác (XYZ - 8)2 > 0 
nên (XYZ)? - 16(XYZ) + 64 > 0 
hay X2Y2Z2 > 16(XYZ - 4) = 16 +Y+ 
+Z+2-4) 
Vậy X?Y?Z2/16 > X+Y+Z-9 (2) 
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do đó 


Từ (1) và (2) suy ra điều cẩn chứng minh. Muốn 
có dấu "=" thì ta phải có X = Y = Z = 2 
tức là a/@ - a) = b/(p - b) = cÍ@ - e) = 9 
hay 2p = 3a = 3b = äc. Ta có tam giác đều. 
Ngược lại khi a = ö = c thì ta lại có X = Y = 
=Z=2dođóX+Y+Z-2=4và 
Ä°Y2Z2/16 = 4. 

Bài toán õ8 (9/108) 

Đặt ø = z¡ = min (Xạ, 2y... #1e;o), ta có 
Œ¿ — ø)Œ¿ - 1964) < 0 (& = 1,2,..., 1979) 

SzỆ — (ø + 1964)+, + 1964z < 0. 

Lấy tổng từ l đến 1979 và đặt 

A=@?+z2+..+z72,0)/1979, 

B=ứ,*#z,+... + #tg;o)/1979 
thì ta được 

A - (œ+ 1964)B + 1964a < 0 

hay Á < (œ + 1964)B - 1964ø 

A/B? < - 1964a/B? + (œ + 1964)/B. 


Đặt vế phải bằng ƒ(1/B), nó là tam thức 
bậc hai đối với 1/B có hệ số của (1/B)2 là - 
1964a < 0, vì vậy 


øœ † 1964, _ (ø + 1964)? 
f(/B) < f('STgạp ) “` 4.196 _- 
+ 1964)2 
Do đó A/B? <S _— 


Ta có P = 1979A/19792B2 = A/197982 


<—L_, (œ+ 19682, 

1979" 4.1964 

Như vậy P đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi 

(Œœ~a)(, — 1964) = 0 # = 1,2, .., 1979) 
và 

B = 2.1964a/(œ + 1964) 

Gọi z là số các số hạng của số liệt bằng 
1964, ta có 


(1979 x)œ + 1964 2.1964 
1979 “z+ 1964 
= (1964 - ax+x = (1964 - ø) 1964a/(a + 1964) 
1) Nếu 1964 - œ z 0 thì x = 1979a/(œ + 
1964). Dã chứng mỉnh được rằng z nguyên 
khi và chỉ khi ø + 1964 = 1979 tức là khi ơ 
= lỗ, x = lỗ (chú ý 1979 là số nguyên tố). 
Th có số liệt : 


nên P 


B= 


#⁄| = #2 = .. = Xrioøy = lỗ, 


Xioss = “hoạ, = +: 


thi đó 
= (1/1979)(15 + 1964)2/(4.1964.15) = 
= 1979/(60.1964) 


= #ig;o = 1964 


2) Nếu 1164 ~ z = O thì ø = 1964, khi đó 
Zị =1; = ... = tieng = 1964 
P, = 1/1979. 


Bài toán 59 (6/110) 
* Đặt a  = (1 + 1⁄2)?! Trước hết ta 
chứng minh bất đẳng thức. 
k2—1 
( “2? 





7" (0+g$i) «a0 


1 1 
M”Er) SE Soi ( ủa o0 
Ì \(2Z+l 

EU 





“e1 


Do (tt 





=1+CŒ},11/(/2— 1) + 


+ C2..¡ 2 — 1)2+ CỔ „,1/(W2— 13+ 


và chú ý đến khai triển của vế phải bất đẳng 
thức ta chỉ cần chứng minh : 
C2y vị 1Œ? — 1) + CỄ, vị 1/2 — 1}? + 
+ Cộ ,11/@2~ 19> 1(& — 2+ 2/&— D) 
©=(3# + 1/2 - 1) + k(2k + D/@?2 - 1)2 + 
+ b(3k + 1)(2& - 1)/8(2 ~ 1)3 > 
> 1œ - 1)? + 2/(& - 1). © 
2Œ - Ú) - 1? — Ù + k(2k + 1)/@2 ~ 1 + 
+ k(2k + 1)(2£ - 1)/8@&2 ¬ L)3 > 
> 1Œ — 1)2+ 2Œ - 1) 
c=k(9k + 1)/Œ2 1)? + k(2k + 1)(2& - 1)/3(w2 
— 1ỷ > 14& - 12+ 1@2 ~ 1) = 2#4@? - 1@& - Ð) 
=(2% + U/@ + D + (42 - D/3& + U^& ~ l) > 2 
(4#? - 1/8( + U2& - 1) > 1/Œ - 1) 
©=4È2 ~ 1 > 3É2 - 3, 


Bất đẳng thức cuối cùng là hiển nhiên, 
vậy có (1). 


Ta chứng mỉnh ø, < ø, - 1. 

Ta có 

ay/ø _y = (1 + 1/8)2*t1/[1 + 1/@ ¬ D1! 
#2—1 1 


=( = )“”"(1*+zej)Ÿ < Le @)). 





Vậy a, < _. 
Cho š = 2, 3, 4,... ta sẽ có 
8 =ai>da,> day >... 


Vậy ơn < 8 với mọi n. 
Để chứng minh an > 7, trước hết ta 
chứng minh bất đẳng thức 


(l+a)P' > 1 + ma + Œn — L2ø2 (3) 


trong đó m là số tự nhiên, ø; là số đương và 
ứŒn - 1)[a(m - 1) ~ 1] z 0. 

Khi m = 1 bất đẳng thức (2) đúng. 

Giá sử (2) đúng với m = &, ta chứng mính 
(2) cũng đúng với m = & + I : 

(+a) 1 = (1+a)(1 +a)Ê > 

> (1 +đ)[1 + ba + (k - 1)2a2] 
= 1 +*a +(k - 1)2a2+ ad + ka2 + (k — 1)2a3 
= 1+(È + 1)a +k?4? + a2 — ba? + (b — 1)2a3 
= 1+( + Ủø + k”a? + a?(& — L)[ø(& - 1) — 1] 
> 1+(È + la + #22 (đ.p.c.m). 

Ấp dụng bất đẳng thức (2), đặt a = 
m = 2n + 1, ta có 

(1+ 1/1)? > 1 + (2n + l)ín + 

+ (2n +1 - 1)2/n? = 17 + ljn > 7 

Bài toán được giải xong. 

Bài toán 60 (5/130) 

Ta cố định các biến X2 Tạ, .„ *ạ, riêng 
biến x¡ = z biến thiên trong đoạn [0, 1]. Khi 
đó 7 có dạng 7' = š+ + ö với các số cố định : 

=l-x;-#¿- „ — #n Và Ö = x„ +... + 
Ấn : 17⁄3 8 - TyYn = T412 - *n-1Ấn: 

Rõ ràng, khi này các giá trị lớn nhất và 
nhỏ nhất của hàm tuyến tính đạt được tại 0 
hoặc I là các nút của đoạn [0, 1]. Chú ý rằng 
CÁC SỐ %2, 1, ... tuy là cố định nhưng 
trước khi đốt định hông lấy các giá trị tùy 
ý thuộc đoạn [0, 1). Do vậy, sau khi áp dụng 
tương tự các lập luận trên vào z., zạ,... ta 
có kết quả là : các giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của 7' đạt được khi một vài số trong 
các số z¡ bằng 1, còn các số còn lại bằng 0. 
Gọi số các số bằng 1 là m, vậy m là số 
nguyên và 0 « m « n. Khi đó. 


n 
X».= m và x1; +... t3, †xớn +. Ta đa 


¿=1 


= C2 
=Œc 


lín, 
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nên 7 = m - mứm ~ 1)/2 = (3m - m2/2. 
Nếu coi m là biến liên tục thì đây là phương 
trình parabol mà đồ thị của nó quay bề lõm 
xuống dưới, tọa độ đỉnh là (3/2, 9/8) và cắt 
trục hoành ở 0 và 3, Bài toán của ta ¿mm — 
nguyên và Ô < m < n mà tại?n = l,?m = 
2 (là các giá trị nguyên không âm gần hoành 
độ của đỉnh nhất), giá trị của 7 đều bằng 1, 
nên giá trị lớn nhất Tụ = 1 đạt được tại 
= l hoặc m = 9. na VÉZ > 3 nên 7. 


đạt được tại m = n và Tmịn = (ồn ~ n2j2. 
Bài toán 61 (6/130) 
1) Ta có với è = 0, 1,... 
#ẩ¡ =x; + 8 + 8k2 + Ly q) 


Từ (1) suy ra 


3 
Tài 


Viết các bất đẳng thức này cho & từ 0 đến 
n — 1, rồi cộng lại thì được 


3 
>x¿+ 8. 


x3 > x2 + ổn (n > 1) (2) 
Nhờ (2), từ (1) suy ra với k z 1 
y+¡ <x + 3 + 3/G2 + 3È) + L/@} + 8k)2 
< x¿ + 3+ 1⁄ + 1/(9%?). 


Viết các bất đẳng thức này cho & từ 1 đến 
n» ~ 1, rồi cộng lại thì được 
H—1 nT† 


x¡ † đíu — 1)+ (1#) + (1/9) Ð) (1/82) 
k=l k=1 


< xj +iần + ) (1/8) + (1/9) Ð) (1/42) @) 
k=1 k=1 


" 


1 1 
Để ý rằng >.;<l +†E* Dš- hs 


1 
œ~ Dn 
k=1 
= 1+(1- 1/2) + (1/2 - 1⁄3)+...+ 
+[Ủớ - 1) - ljp] = 2-— 1n < 2, (4 
và theo bất đẳng thức Côøi - Bunhiakốpxki 


» bộ 2u ch, Bà 
2#) kì R : 
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do đó 
ch 
»-<Y2 (5) 
k“ử 


Nhờ (4) và (5), từ (2) và (3) suy ra 
xuin + 8 < x3jn < xïín + 8 + {Öjn + 2/(0n) 
Cho n —> œ, ta thấy rằng 

lim (x„/n) = 3. 








tị =Ẳœ 
Vậy œ = 3 và A = 8. 
2) Để ý rằng 
ữ =Z2,<#¡<... S4 Su. 
Th có với ® = 0, 1,... 
1_ 1 3#r %1 1 
® #Zếi Xe  xÐyy TẾT TH, 


Viết các bất đẳng thức này cho 
È =0,1,..., n - 1, rồi cộng lại thì được 


lu ST le, ¬. ~x, do đó 
k=Ã( 
"n 


Điện: ¬< l⁄, = la. 


Bài toán 62 (10/165) 


Gọi đ,, đị, đ, là độ dài các đường phân 
giác của các góc A, B, C tương ứng thì : 


2beoosÐ 


đ, =Tgực 

đ2 = 4b2c?cos? (§ )@ +2 

= 202c2(cosA + 1)/(b + e}2 = 

= be[(b + e)? — a?]/(b + e)2 = 

= 4bep(p - a)/(b + c)2. q) 
Vì 4öe « (b + c)? nên từ (1) suy ra 

đ? < pí - a)(2) Tương tự : 

độ < p(p ~ b) (3) ; d2 < p(p -e) — (4). 
Từ (2), (3), (4) suy ra : 





2+ d2 + d2 
dc + dể +đˆ < 


<p(-œ+p-b+p-c) =p° 
Mặt khác : 


n+rệ trệ=p? [ UẺ) trổ, +] > 


(5) 


§3. Logic và 


Bài toán 63 (1/171) 


Giả sử các phần tử của A và Ð kước- ứng 
là : đị, dạ, 0y, cà đm Và Đị, b„ Õa, ; bu, ta 
có m +mn > 1990 (gt). Xét "% Số h sau đây : 
+¡ = 1990 - Ò, Œ = 1,2, 3, tu¿n)) VÌ các 
phần tử của B đôi một khác nhau nên các 
số c¡ cũng đôi một khác nhau (1), hơn nữa 
mọi số ò, đều là số tự nhiên lớn hơn 0 nên 
mọi số c; cũng là số tự nhiên nhỏ hơn 1990, 
Do đó ta có m + n số tự nhiên nhỏ hơn 1990 
sau đây : đị, đ¿, G2... đ y0), €2y cày... cộ, Vì 
chỉ có 1990 số tự nhiên nhỏ hơn 1990 trong 
khi m + n > 1990 nên trong dãy này phải 
có hai số bằng nhau. Do (1) và điều kiện a) 
nên một và chỉ một trong hai số đó 
phải thuộc A : Giả sử hai số bằng nhau đớ 


a, = cụ. Vậy a, = 1990 - b.Ố hay œ +ö, = 1990, 
Bài toán 64 (3/166) 
Đặt M, là tập hợp (1, 2,..., 2r}. M; là tập 


hợp fr, r + 1,... 2r} thì M,CM, 
(M, = Mẹ khi r = 1) và M, có r + 1 phần tử. 
Như thế giả sử ta chia tập Mi, thành r tập 


tổ 
con M_ = U C, thÌ sẽ tồn tại hai phần tử ư, 
¡=1 
u thuộc Äf,, cùng thuộc một tập con C, nào 
đấy. Giả sử r<u<u<?2r. Khi đó đặt 
=2u —U,x=y=U-—u ta có ø>0 và 
x=y>], th aq+xz=a+y=u;a+x+y=u 
Ta đã có ¡, 0 thuộc cùng một tập con C; nào 
đó của M, vậy M,_ là một tập hợp thỏa mãn 
điều kiện của đầu bài. Suy ra k() < 2 (1) 
Bây giờ xét một cách chia tập hợp 
M,= {1,2,.. 2r— 1} (thành r tập con) như sau : 
r 


M,=U D, trong đó D,={k,k+r} với 


>p ?[ tộ tg2+ tr tạ tgc+ tạ t© =p? (6) 
2 ”2 2”2 2 


Từ (ð), (6) ta có : 


rẻ + rệ + rẻ > đề + đ? + d2. 


Toán rời rạc 


'Th xét hai trường hợp : 


1. Giả sử 3z>0,y>x>l sao cho 
đ†+xz,a+y,œ*+x+y thuộc cùng một tập 
con D, nào đấy với k = 1, 2, ..„, r - 1. Khi 
đó :ø+x=aza+y=b và +x+y=k+r. 
Như thế suy ra rằng x=y=r và 
œ=kh—r< 0, mâu thuẫn. Vậy điều giả sử 
không đúng. 

2. Giả sử 3œz>0,y>x>l1 sao cho 
œ++z,a+y,a+z+y cùng thuộc D, = {r} 
th a+xz=a+y=a+x+y=r. Điều này 
không thể xảy ra vì luôn luôn có 
a+xz=a+ yzr+x+y. 

Vậy với cách chia tập hợp 1M, như trên sẽ 
không tồn tại các số œ > 0, y > x > l sao 
cho ø+x~,œ+y,œ+xz+y thuộc cùng một 
tập con D,, k = 1, 2,...,r của M,. Từ đó suy ra 
h(r)> 2r—~ 1 (2). Từ (1) và (2) ta có h(r)= ?r. 
Đó là số nguyên nhỏ nhất »(r) cần tÌm. 

Bài toán 6õ (12/172) 


Ta gắn cho mỗi em học sinh một số 
nguyên ø, l1 < đ < ø, sao cho hai em khác 
nhau được gắn hai số khác nhau. Khi đớ, 
tương ứng với mỗi trật tự đứng của ø em 
học sinh trong hàng (tính theo thứ tự từ trên 
xuống dưới) ta sẽ có một hoán vị của + số 
nguyên dương đầu tiên. Hơn nữa, nếu A là 
hoán vị tương ứng với trật tự đứng của n 
em học sinh sau lần thổi còi thứ & (k © N, 
với b = O ta coi đớ là trật tự đứng ban đầu) 
và Á' là hoán vị tương ứng với trật tự đứng 
của các em sau lần thổi còi thứ & + 1, thì A' 
sẽ là hoán vị nhận được từ A bằng cách lấy hai 
số, được dùng để gắn cho hai em đã đổi chỗ 
cho nhau sau lần thổi còi thứ & của A và đổi 
chỗ của chúng cho nhau. Như vậy nếu câu 
trả lời của bài toán đã ra là khẳng định thì 
từ hoán vị ban đầu, bằng cách thực hiện liên 
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tiếp một số lẻ lần phép đổi chỗ của hai số 
trong hoán vị như đã mô tả ở trên (mà ta 
sẽ gọi là phép đổi chỗ X) ta sẽ phải nhận lại 
được chính hoán vị ấy. Tuy nhiên, ta sẽ 
chứng minh rằng xuất phát từ một hoán vị 
bất kỳ của œ số nguyên dương đầu tiên ta 
sẽ không thể trờ về chính hoán vị Ấy sau 
một số lẻ lần thực hiện liên tiếp phép đổi 
chỗ X. Và từ đây, hiển nhiên suy ra câu trả 
lời của bài toán đã ra là phủ định. 

Xét một hoán vị A bất kÌ của ñ số nguyên 
dương đầu tiên. Ta sẽ gọi cặp số (ø, b), với 
a, b € A, là cặp số ngược nếu a > b và ơ 
đứng trước ð trong hoán vị Á. Nhận xét thấy 
rằng khi đổi chỗ hai số ø,„ ,„, đứng cạnh 


‡ 

nhau trong hoán vị A để được hoán vị A' thì 
số cặp số ngược của hoán vị A sẽ hơn hoặc 
kém số cập số ngược của hoán vị A', 1 đơn 
vị (hơn nếu cặp số (a,ø,, ,) không phải là 
cặp số ngược và kém nếu cặp số (&, đ; + ¡) 
là cặp số ngược). Suy ra sau khi thực hiện 
liên tiếp một số lẻ lần đổi chố hai số đứng 
cạnh nhau, từ hoán vị A ta sẽ nhận được 
hoán vị mới có số cặp số ngược khác về tính 
chẵn lẻ với số cặp số ngược của hoán vị A. 
Mặt khác, phép đổi chỗ hai số Ø, G. ÿ <#) trong 
hoán vị A có thể được thay thế bằng một số 
lẻ lần ((2Œ& - ÿ) - 1) lần) phép đổi chỗ hai 
số đứng cạnh nhau. Do đó ta có : sau khi 
đổi chỗ hai số của hoán vị A cho nhau ta gẽ 
nhận được hoán vị mới có số cập số ngược 
khác tính chẵn lẻ với cặp số ngược của hoán 
vị A, Từ đó suy ra sau khi thực hiện liên 
tiếp một số lé lần phép đổi chỗ X ta sẽ nhận 
được hoán vị A' có số cặp số ngược khác tính 
chẩn lẻ với số cặp số ngược của hoán vị A. 
Điều này chứng tỏ khi xuất phát từ A ta sẽ 
không thể nhận lại được Á sau một số lẻ lần 
thực hiện phép đổi chỗ %. (Ð.p.c.m). 

Vậy tóm lại, sau một số lẻ lần thổi còi 
của cô giáo ta không thể thấy tất cả các em 
học sinh đều đứng ở vị trí ban đầu của mình. 


Bài toán 66 (T9 /173) 


VÌ mỗi ô trên bàn cờ hình xuyến đều có 
đúng 8 ô lân cận nên xung quanh mỗi ô cờ 
ta đều có thể dựng được một hình vuông có 
4 đỉnh là 4 tâm của 4 ô cờ có chung đỉnh 
với ô cờ ấy (xem hình vẽ). Nếu ta quy ước 
độ dài một cạnh của ô cờ là 1 thì hình vuông 
đựng được sẽ có kích thước 2 x 2. 
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Từ cách đi của quân vua trên bàn cỡ ta 
thấy hai quân vua sẽ nằm ở các vị trí không 
ăn được nhau trên bàn cờ khi và chỉ khi hai 
hỉnh vuông được dựng theo cách trên, xung 
quanh 2 ô cờ mà hai quân vua đó nằm có 
nhiều nhất một cạnh chung. 


Từ các nhận xét trên ta có số tối đa các 
quân vua xếp được trên bàn cờ thỏa mãn đề 
bài chính bằng số tối đa các hình vuông 
(cong) 2 x 2 có thể xếp được lên mặt xuyến 
diện tích n x œ sao cho không có hai hình 
vuông nào chờm lên nhau. Dễ dàng thấy 
rằng số tối đa các hình vuông 2x2 cớ thể 
xếp được là [n/2J. Vậy trên bàn cờ hình 
xuyến của bài ra có thể xếp được tối đa 
[n/2]? quân vua sao cho quân nọ không ăn 
được quân kia. 

Bài toán 67 (8/158) 


Th kẻ một mạng lưới hình vuông đơn vị 
tùy ý rồi cất rời các ô vuông ra khỏi tờ giấy. 
Th xếp các ô vuông này chồng khít lên nhau. 
Giả sử vết mực có thể thấm qua các tờ giấy. 
Như vậy ở tờ giấy trên cùng sẽ bị các vết 
mực ngấm lên làm thành một vết mực có 
điện tích nhỏ hơn 1 (các vết mực có thể còn 
thấm lên nhau). Suy ra có điểm P của hình 
vuông trên cùng không có vết mực nào. Th 
lấy một cái kim đâm thủng cả chồng giấy từ 
trên xuống qua điểm P. Đem tải các hình 
vuông trở về vị trí cũ thì các lỗ thủng này 
tạo nên một màng lưới hình vuông không cớ 
đỉnh nào nằm trong vết mực cả ! 

Bài toán 68 (12/158) 

Th chứng minh bài toán bằng quy nạp 
theo số ø các hÌnh tròn. Bài toán hiển nhiên 
đúng với nw = 1, 2, 3 và 4. Giả sử bài toán 
đúng với n = È, nghĩa là ta có thể bằng 4 
màu tô & hình tròn được dán một cách tùy 
ý trên mặt bàn sao cho các hình tròn tiếp 
xúc nhau được tô bằng các màu khác nhau. 





K7 


% 2⁄ 


Ta xét ø =k + 1 hình tròn bằng nhau 
được dán tùy ý trên mặt phẳng. Ta chứng 
minh rằng tồn tại một đường tròn tiếp xúc 
với không quá 3 đường tròn khác. Thực vậy, 
giả sử tâm của các hình tròn là 
O,O,,..Ơ,,, Ta nối tất cả các tâm 
Óp; Ó, lại với nhau để thu được một đa giác 
lồi m > 3 cạnh chứa các tâm Ó, khác của các 
hình tròn còn lại ở trong. Như vậy tổn tại 
0, sao cho 0,0, 0; < 18Ữ với V¡ # j #í, 
tùy ý. Dễ thấy rằng có không quá 3 đường 
tròn tiếp xúc với hình tròn tâm Ớ,, vì nếu 

° 


hai đường tròn (Ø,) và (O,) tiếp xúc với 


đường tròn (0,,) thì ta có Õ,O, O, > 602. Từ 


đớ ta chỉ việc tô màu & hình tròn khác 
(O; ) bằng 4 màu và tô màu hình tròn (O, ) 


bởi màu khác với màu của các hình tròn tiếp 
xúc với (Ó,). 
Bài toán 69 (4/85) 
Giả sử sau z+ lần cắt ta nhận được 100 đa 
- giác hai mươi cạnh. . 

Sau mỗi lần cắt tổng số đỉnh sẽ tăng 
thêm nhiều nhất là 4. Vậy sau ø lần cắt, 
tổng số đỈnh sẽ không quá 4n + 4. 

Sau mỗi lần cát tổng số mảnh sẽ tăng 
thêm 1. Vậy sau nw lần cắt tổng số mảnh là 
„+ 1. Số mảnh không phải là hình 20 cạnh 
là n + 1 ~ 100 = n - 99. Tổng số đỉnh trong 
các mảnh này ít nhất là 3(z - 99). 

Ta có 

4n + 4 z 100. 20 + 8 (n ~ 99). 

Giải ra được :œ > 1699. Vậy số lần cắt 
không thể ít hơn 1699. 


Bây giờ ta chỉ ra một cách cắt chỉ dùng 
đúng 1699 lần cÁt : 


“Trước hết ta cắt 99 lần để nhận được 100 
hình chữ nhật. Sau đó ở mỗi hình chữ nhật 
ta cát 16 lần để được một hình đa giác hai 
mươi cạnh. Tống số lần cát là : 


99 + 100 x 16 = 1699 
Bài toán 70 (5/128) 


Chia mặt sàn thành các ô vuông a, b, các 
ô chữ nhật c như hÌnh vẽ. 


Ta chứng minh có Ít nhất một hình chữ 
nhật có điện tích lớn hơn 3m2, là hình chữ 
nhật tạo bởi ø+ 2b +3c hoặc tạo bởi 
22 + c, không chứa bỉ. 

Gọi tính chất để có hình chữ nhật như 
thế là A, ngược lại là không A. 

Th cố nhận xét : 

¬ Nếu một ôÔ 
vuông #ø nào đó 
trống (không có bị) 
thì để không A, các 
ô b, c xung quanh ô 
œ đó phải có tổng 
số Ít nhất 2 viên bỉ 
và nếu chỉ có hai 
viên thì hai viên bị 
đó phải nằm ở hai 
8 c khác nhau (Vì 
nếu trái lại thì sẽ 
có hình chữ nhật 
tạo bởi ø + 2ð + äc 
trống). 

- Nếu có hai ô ø trống kể nhau (cách 
nhau 1 ô c) thì để không A, trong ô e ở giữa 
đó phải có Ít nhất một viên bi. (VÌ nếu trái 
lại thì hình chữ nhật tạo bởi hai ô ø và ô c 
đơ trống). 

Từ nhận xét trên suy ra : để không A thì 
tổng số bỉ trên các ô 6, e phải lớn hơn số ô 
a trống. 

Gọi n là số ô œ trống. Số bi trên các ô œ 
có bi là z thì 


Sea 


ớ 
41⁄2 T5 





fZ—ZI1T———1 


x>36~t 
(vì có tất cả 6 ô a). 
Số bi trên các ô ở, c là y thì để không A : 
yan+ị 
Như vậy zx + y z 37. 


Ta chỉ có 35 viên bi nên tất phải có Á 
(đ.p.c.m). 
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Bài toán 71 (7/83) 
GIÁ thiết trái lại có thể xếp 5 hình cầu 
Šụ S„ 5+ S„ S; có cùng bán kính #, sao 


cho mỗi hỉnh cẩu tiếp xúc với 4 hình cầu còn 
hại. 


Gọi Ớ,, Ó,, O,;, O¿, Ó, là tâm cửa ð hình 
cầu ấy. 

Hình cầu S, tiếp xúc với hình cầu 8; nên 
khoảng cách 0,0, bằng 2R. 

Từ đây suy ra rằng khoảng cách giữa hai 


tâm bất kì luôn luôn bằng 2#. Đặc biệt 
O¿, Ó.„, Ó;, Ó, là 4 đỉnh của một tứ điện đều 
có cạnh 2F. Nhưng Ó., Ó., Ó¿, Ó; cũng là 
4 đỉnh của một tứ diện đều có cạnh 2E. Hai 
tứ diện này có chung đáy O;O-O, : thế thì 
hai đỉnh O, và O; của hai tứ diện ấy phải 
nằm về hai phía khác nhau của đáy chung. 
Khi đó O,O, > 2ñ và ta gặp mâu thuẫn. 
Bài toán 72 (6/88) 


Trước hết ta xem sau khi người thứ nhất 
lấy C, trên AB rồi thì người thứ hai phải lấy 


4; trên ÁC như 4 


thế nào để đạt 

được mục đích Œ 
% ì ⁄ 

của mình. 


Gọi A' là điểm 
trên BC sao cho 
C,A` / AC. Dễ 4; 


dàng chứng mỉnh Kẻ shng Z 


được rằng nếu Hình 2 
người thứ hai lấy A; nằm trong đoạn ØA' 
hình 2) hay lấy A¡ nằm trong đoạn AC thi 
đều không lợi bằng lấy A; = A'. Vậy sau khi 
người thứ nhất lấy C, trên AB thì để đạt 
được mục đích của mình người thứ hai phải 
lấy A trên BC sao cho C¡A, // AC. 

Vấn đề còn lại là người thứ nhất phải lấy 
C| như thế nờo đế dạt dược diện tích 
A,BỊC, lón nhất, 

Dễ thấy rằng với cách lấy A; của người 
thứ hai đã chỉ ra ở trên thì dù B, ở vị trí 
nào trên AC thì cũng không làm thay đổi 


462 


diện tích tam giác A,B)C,. Vì vậy ta có thể 
già sử ñ, = A. 

Đặt AÁC¡=z thì C/Ai=aT—x, ta có 
dtA1B,C¡ = x x (ø — z)sin1200/2. Diện tích 
A,B,C, lớn nhất A3 
khi tích SỐ 
x(a — +) lớn nhất, 
tức là khi 
x=dư~—# hay 
x=aø/2 (Hai số 
dương có tổng 
không đổi thì tích 
của chúng lớn 
nhất khi hai số đó 
bằng nhau). 


Như vậy diện tích tam giác AB,C;, lớn 
nhất mà người thứ nhất đạt được bằng 


(z/2)(az/2)sin1209/2 = a3J3/16. 

Bài toán 73 (3/179) 

Trước hết, ta quy ước : tập số M được gọi 
là có tính chất 7 nếu M cớ thể được chia 
thành hai tập con rời nhau sao cho tổng của 
tất cả các phần tử của tập con này bằng tổng 
của tất cả các phần tử của tập con kia. 

Theo bài ra, ta cần tìm tất cả các số 
nguyên dương & để tập X có tính chất 7. Dễ 
thấy nếu X có tính chất 7 thì tổng của tất 
cả các phần tử của x sẽ là một số chần. Mà 
tổng này bằng 1990(# + 1) + k(&k + 1)/2 nên 
k(k + 1): 4. Suy ra, k cần có dạng È = 4+3 
hoặc k = 4¿ với ¿ G N. Xét : 

1) Trường hợp 1 : b = 4t +3, + CN. Khi 
đó, số phần tử của X sẽ là 4 + 1). Do đó, 
ta có thể chia tập X thành ¿ + 1 tập con rời 
nhau sao cho mỗi tập con đều gồm 4 số tự 
nhiên liên tiếp. Dễ thấy, tập gồm 4 số tự 
nhiên liên tiếp là tập cố tính chất 7. Từ đớ 
suy ra tập X sẽ có tính chất 7. 

2) Trường hợp 2 : k = 4t, CN. Khi đó, 
tập X sẽ cớ 4 + 1 phần tử. Do đó, nếu X 
được chia thành hai tập con rời nhau A, B 
thì một trong hai tập con đó, không mất 
tổng quát giả sử là A, phải có không Ít hơn 
2 + 1 phần tử. Như vậy tập B sẽ có không 
quá 2/ phần tử. Suy ra, nếu kí hiệu a, b 
tương ứng là tổng của tất cả các phần tử 
của Á, Ö thì : 


“) 
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q » 1990 + (1900 + l) +... + (1900 + 22 = 

= 1990 (2 + 1) +/(2 + 1) 

bò < (1990 + 2¿ + l) +... + (1990 + 42 = 

= 1990 x 2# + /(6/ + 1) 

Với giả thiết a = b ta có : 1990 x 2 + 
6/(6 + 1 > 1990(2 + 1) + /22 + 1) 
4/ > 1990 = ¿ > 28. 

Với £ = 23 ta có X = {1990, 1990 +1,.... 
1990 + 92} = AUB, với : A = {1990 + 1, 
1990 + 2,..., 1990 + 46, 1990 + 68} 

8 = (1990 ; 1990 + 47, 1990 + 48,... 
1990 + 92} 

Hiển nhiên A, B rời nhau, và bàng tính 
toán trực tiếp dễ thấy ø = b. Như vậy với ¿ 
= 23 (k = 92) tập X cớ tính chất T. 

6i £¿ > 28 ta có X=X,UX, với 
X, = { 1990, 1990 + 1,.., 1990 + 2} và 
X, = {1990 + 93, 1990 + 94,..., 1990 + 4¿}. 
Theo phần trên, tập X; có tính chất 7. Hơn 
nữa, do tập ÄY, có 4Œ — 28) phần tử nên, vận 
dụng những lập luận đã trình bày khi xét 
trường hợp 1, ta sẽ được tập X; có tính chất 7. 
Từ đớ suy ra tập X cũng có tính chất 7T. 

Vậy, tớm lại, tất cả các số nguyên dương 
k cần tÌm là tất cả các số có dạng 
k=Á4(+3,€ N và k = 4,0 CN, ¿ > 28. 

Bài toán 74 (T8/181) 

Quy ước gọi con chim đậu tại điểm P là 
chim P. 

Trước hết, ta sẽ chứng mỉnh, bằng quy 
nạp theo n, rằng số cặp chim trông thấy 
nhau không ít hơn [(e — 1)?⁄4]) ở đây [x] kí 
hiệu phần nguyên của z). 

Thật vậy, với n = 2 thì số cặp chim trông 
thấy nhau không Ít hơn 0 = {(2 ~ 1)2/4]. Giả 
sử ta đã có điều cần chứng minh đúng với 
n =k( > 2), ta sẽ chứng minh nó cũng 
đúng với  = È + 1. 

Trong số (k + 1) con chím, chọn ra con 
chim Á trông thấy nhiều con chim khác 
nhất. Gọi s là số chìm mà Á trông thấy. Lấy 
trên đường tròn hai điểm X, Y sao cho sđAX 
= sđXY = sdYA = 120°. Khi đó, trong XY 
(không kể hai đầu mút) phải có (k — s) chim 
đậu. Do đớ, mỗi con chim đậu trong XY sẽ 


trông thấy Ít nhất (k — s — 1) con chim khác. 
Từ cách chọn chỉm A suy ra s > k — s — 1= 
2s4>k—I = s >[k/2]. Với b con chim còn 
lại, theo giả thiết quy nạp, số cặp chim trông 
thấy nhau không Ít hơn [(& ~ 1)3⁄4). Do vậy, 
với ( + 1) con chim đậu trên đường tròn thì 
số cập chim trông thấy nhau sẽ không ít 
hơn : 


[#/2]+ [&— 1)2⁄41= [#2/4]= [@&+ 1— 1)2⁄4] 


Theo nguyên lÍ quy nạp, ta cớ điều cần 
chứng minh. 


Bây giờ, ta sẽ chỉ ra một cách đậu của œ 
con chỉm trên đường tròn cớ số cặp chỉm 
trông thấy nhau đúng bằng [(: — 1)2/4]. Lấy 
trên đường tròn hai điểm X, Y sao cho sđXY 
= 309. Cho [rz/2] con chỉm đậu trong XY, còn 
{@ + 1/2] = (n — In/2]) con chim còn lại 
cho đậu trong cung đối của XY. Khi đớơ, số 
cập chỉm trông thấy nhau sẽ là : 

Ir/2(z/2] — 1)/2 + 

+ [@œ + 1)/2]([@ + 1)/9] ~ 19/2 = 

= [lœ — 12A] 

Vậy số nhỏ nhất các cặp chim trông thấy 
nhau là [(@ — 1)2/4] 

Bài toán 7ð (T8/183) 

Cách 1 : 

Chia tất cả các ô vuông của bảng đã cho 
thành ba loại : 

+ Loại ÏI : gồm tất cà các ô ứn, n) mà 
ím —~ n = 0 (mod 3) + Loại II : gồm tất cả các 
ô ứm, n)} mà m — n = 1 (mod 83) + Loại III : 
gồm tất cả các ô (m, ‹) mà m — nw = 2 (mod 3) 

Vì 1992: 3 nên ở mỗi hàng ta đều có số 
ô mỗi loại là bằng nhau. Do đớ, ở toàn bảng 
số ô mỗi loại là bằng nhau (1} 

Dễ thấy, kể từ lần thứ hai, trong mỗi lần 
tô màu ta tô đúng một ô loại I, một ô loại 
1ï và một ô loại II (2) 

Từ (1) và (2) suy ra, nếu tô màu được hết 
tất cả các ô của bảng đã cho thì ở lần tô thứ 
nhất ta phải tô đúng một ô loại I, một ô loại 
TII và một ô loại II. Tuy nhiên, cà ba ô được 
tô ở lần thứ nhất đều thuộc cùng một loại (do 
r—s=(+l)-(s+1)=(r+ 2) -— (s + 2)). 
Vậy : 
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Bằng cách tô màu của bài ra ta không 
thể tô được hết tất cả các ô vuông của bảng 
đã cho. 


Cách 2 : 


Câu trả lời là không. Ta sẽ chứng minh 
điêu này bằng phản chứng. 


Giả sử, bằng cách tô của bài ra, ta có thể 
tô màu được hết tất cả các ô vuông của bảng 
đã cho. Khi đó tổng số lần tô là 1991 x 664. 
Điền các số vào các ô vuông của bảng theo 
cách sau : tại ô (m, n) điền số m, n. Gọi S 
là tổng của tất cả các số đã điền ta có : 
5=(1+2+..+1991 +2 +... + 1992) = 0 
(mod 8) (1) Mặt khác, gọi S, là tổng của ba 


số nằm tại ba ðô được tô ở lần thứ ¡, ] < 
¿< 1991 x 664. Dễ thấy 
5; =rs + (r+ 1)œ + 1) + (r+ 2)( + 2), 

và với mỗi ¿ = 2, 3,... 1991 x 664 thì S,là 


tổng của ba số dạng aò, (ø + l)b, (œ + 2)b 
(z b € Z*). Suy ra 5¡=2 (mod 8) và 


5, = 0 (mod 8), ¿ = 2, 3,.., 1991 x 664. Do đó : 
S=Sjt6,+..+ Seo x ¿sa 2 (mod 3) (2) 
Mâu thuẫn giữa (1) và (2) cho ta điều cần 
chứng mìỉnh. 
Bài toán 76. (T10/177) 


Kí hiệu (Ó, #) và dt F lần lượt là hình 
tròn tâm Ó bán kính # và diện tích của hình 
phẳng F. 


Vì số các hình tròn đã cho là hữu hạn nên 
tồn tại hình tròn có bán kính lớn nhất. Gọi 
hình tròn đơ là (0, Rị). Gọi Ƒ, là hình 


phẳng do (O;, E,) và các hình tròn có điểm 
chung với (Ơ,, R,) tạo nên. Dễ thấy, tất cả 
các hình tròn tạo nên F, đều nằm trong 
(O,3E). Do đó dự, <dt(O,3R,) = 
= 8dt (O¿, RJ). Suy ra dt(O,,E,)> dtP/9. 0) 

Xét hai trường hợp sau : 

1) (Ớ,, R) có điểm chung với tất cả các 
hình tròn còn lại. 


Khi đơ, do các bình tròn phủ kín hình 
phẳng có diện tích 1, nên suy ra dt >1. 


Do đó, từ (1) ta được dt1(O;, R;) > 1/9, và 
bài toán được chứng minh. 
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2) Tồn tại hình tròn không cớ điểm chung 
với (Ó;, R). Do số các hình tròn không có 
điểm chung với (Oy R¡) là hữu hạn nên ta 
có thể chọn ra trong số chúng một số hữu 
hạn, chẳng hạn #(# > 1), các hình tròn 
(0, .). ni (Óy + lun + h) sao cho : 

a) Với mỗi ¿ = 2,... & + 1, (Ø„ R,) là hình 


tròn có bán kính lớn nhất trong số các hình 
tròn không có điểm với 
(Ó, ®)), „ (Ó; _1 h, = Ù : 


chung 


b) Không tồn tại hình tròn không có điểm 
chung với (Ó), #,), (Ó,, R.)....(Oy + ạ đụ. Ù- 

Với mỗi ¡ = 2,..., # + 1 ta gọi t,là hình 
phẳng do (O,, Ö,) và các hình tròn có điểm 
chung với (Ớ,,) nhưng không có điểm 
chung với (Ớ), #,),..., (Ơ, ~p#;_ J tạo nên. 
Từ a) suy ra tất cả các hình tròn tạo nền 
f, đều nằm trong (Ơ, 3f). Do đó 


dt #; < dt (Ó, 3R,) = 9dt (Ó„ B,). Suy ra 
dt (Ơ, R,) > dt F/Đ (2) 
Từ b), và do tất cả các hình tròn phủ kín 


hình phẳng có diện tích 1, ta cớ 
dtể, + dt, +... + dt, >1 (3) 

Từ (1), (2), (3) suy ra : 

dt (Oy, R) + đt (Ơ,, R,) + 

+ dt(O,„¡;Fy.¡ > L/ 

Hơn nữa, từ cách xác định 
(O, R), (O„ R2), ... (Oy + p2) hiển 


nhiên ta có tất cả các hình tròn này đôi một 
rời nhau. Bài toán được chứng mỉnh. 


Nhận xét : Có nhiều bạn gửi lời giải của 
bài toán tới Tòa soạn. Không ít bạn mắc 
thiếu sót trong việc chỉ ra cách chọn các 
hỉnh tròn (Ó,„ ®2), (O¿x, R;),... và phạm phải 
các sai sót sau : 

1) Khẳng định dt, + dt Ƒ„+...+dtử,„ ,= 1. 


2) Từ giả thiết các hình TH, H,,... H, 


n" 
nằm trong hình H 
dư, + dựi, +... + di, < dt, 


suy ra 





Bài toán 77 (6/44) 


Cho tam giác ABC, Rõ ràng là trước hết 
phải cát theo một đường DE song song với 
một cạnh của ABC, chẳng hạn DE // BC. 
Như vậy ta được một tam giác (ADE) đồng 
dạng với tam giác đã cho. Vấn đề còn lại là 
chia hỉnh thang DECB ra ba phần sao cho 
có thể ghép lại được một tam giác đồng đạng 
với ABC ; giả sử tam giác này là PBF. Như 
vậy phải cắt DECB theo đường FG // AC. 
Cuối cùng, phải cát hình bình hành GECE 
ra hai phần và ghép lại để được tam giác 
bằng tam giác PDG. Th tịnh tiến PDG để 





cho GP đến vị trí CQ. Thế thì phải có 
CF = GD, tức là G là điểm giữa của DE, 
và phải cắt GECF' theo đường FH /¡ AB. Õ 
đây phải có Œ = HE để cho hai tam giác 
FGH và QEH bằng nhau, lúc đó hình bình 
hành GECF được chia ra hai phần và ghép 
hai phần này lại thì được QC (bằng PDG). 

Như vậy, đường DE phải được vạch sao 
cho : nếu từ điểm giữa G của DE ta vạch 
GPF jJ AC ŒP trên BC) trôi từ F vạch FH // AB 
€H trên DE) thì có GH = HE. Dễ thấy rằng, 


muốn vậy, phải có BD = SPA. Tớm lại, cách 


cắt như sau vạch DE / BC, với 


BD = š BA ¡ lấy điểm giữa G của DE và 
vạch GƑ' / AC, cuối cùng vạch FH // AB. 

Bài toán 78 (4/47) 

Khi chia một đa giác ra thành n tam giác 
(bàng đường chéo hoặc không phải đường 
chéo) thì do mọi góc của đa giác đều nhỏ 
hơn 2d nên không một đỉnh nào của đa giác 
có thể nằm trên cạnh của một tam giác, mà 
mỗi đỉnh của đa giác phải là đỉnh của ít nhất 
một tam giác. VÌ vậy, tổng các góc của tất 
cả n tam giác không thể nhỏ hơn tổng các 
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Hình 1 

góc của đa giác đã cho. Trong trường hợp 
hình đa giác 17 cạnh, ta có tổng các góc của 
đa giác là (17 - 2)2d = 30d, mà tổng các 
góc của œ tam giác, là 2nd. Ta cớ 2nd > 30d, 
tức là œ > 15. Ta có 15 tam giác nếu kẻ tất 
cả các đường chéo của đa giác xuất phát từ 
một đỉnh. 

Xét trường hợp chia hình 17 cạnh &bông 
jồi thành n tam giác. Nếu góc ở một đỉnh 
nào đó của đa giác mà nhỏ hơn 2d, thì đỉnh 
đó phải là đỉnh của một tam giác. Nếu góc 
ở đỉnh đó lớn hơn 2d (chẳng hạn góc A trong 
hình vẽ), thì A nằm trên cạnh của một tam 
giác (DEEF), nhưng phần còn lại của góc Á 
phải thuộc về Ít nhất một tam giác khác và 
A phải là đỉnh của tam giác đó. Vì vậy, trong 
mọi trường hợp, mỗi đỉnh của hình 17 cạnh 
phải là đỉnh của ít nhất một tam giác, do đó 
tổng số đỉnh của các tam giác không thể nhỏ 
hơn 17. Ta có 3n > 17, tức n > 6 (vì n 
nguyên). Hình vẽ chỉ ra một trường hợp cụ 
thể về đa giác 17 cạnh được chia ra 6 tam giác. 

Bài toán 78 (6/47) 

Sau khi kẻ tất cả các đường chéo của đa 
giác xuất phát từ đỉnh A¿, và nối M với tất 
cả các đỉnh của đa giác, ta dễ dàng nhận 
thấy rằng : 

a) Tam giác A/A,A,„,¡ được chia ra n 
phần. 

b) Đa giác A;4„4;...A, lồi có & cạnh và 
được chia thành (& - 2) tam giác : A:A¿A; 
được chia ra hai phần, A4x4„ được chia ra 
3 phần, A4, € IẦy được chia ra (k - 1) phần. 
Do đó đa giác A¡A,... A, được chia ra 2 + 3 
+4+... + - l = (È + L& - 2)/2 phần. 

cì Đa giác A,A,A,_,..Á,„, lổi có 
(ae—-k+l) cạnh và được chia thành 


2` 
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( —k+ 1) tam giác : AI A„ Si được chia 
ra 2 phần, ArA„_ rÁ„ _ „ được chia ra 3 phần, 
ÁLA„-;Á, -as được chia ra 4 phần, ... 
AI, 2Á, +1 được chỉa ra (n — &k) phần. Do 
đó đa giác này được chia ra 
2+3+4+..+ứ-k) = 
=[2+(Œ— k)l(@n — k — 1)/2 phần 


4⁄4 


444v? 


4; 42 


Như vậy gọi S là tổng số các phần đã 
được chia của đa giác đã cho thì : 

S=n+(&+ 1)(@& — 2)/2+ 

+[2+é— k)l(n — k— U)/2 
hay 

8= (n2 + ân — 4)/2 + k? — bín + 1) 

Š có giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) khí 
k2 — (n + 1) lớn nhất (nhỏ nhất) 

Ta biết rằng đồ thị hàm số 
y =x?T—x(n + L) với 2 < x « ø - 1 là một 
đoạn parabôn có tung độ lớn nhất khi 
x = 2vàx =?n- l1, và cớ tung độ bé nhất 
khí z = (œ + 1)/2. Th suy ra S (xác định với 
các giá trị nguyên của k : 2 < È « (n - 1) 
có giá trị lớn nhất khi k = 2 và k = n - 1 
bé nhất khi è = (nw + 1)/2 (nếu n lẻ) hoặc È 
= nị2 và k = (n + 3)/2 (nếu n chẵãn). 

Bài toán 80 (158/68) 

Kí hiệu ø, là số ở hàng thứ ¿, cột thứ j 
và để ý đến cấu tạo của bảng thì ta có : 

gu = (í— lì +j, 

Muốn có n số thỏa mãn đẩu bài, ta chỉ 

việc lấy n sỐ sau ; 


tị„› ..., su _ 

Trong đó ø, là số thứ tự chỉ cột và 
gị đi nếu ¡ # j. Như vậy nếu hoán vị các 
œ, cho nhau, ta được tất cả n ! cách chọn 
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(n!l=1x2x.. xn). Điều này các bạn tự 

chứng minh được. Muốn có cách chọn khác ta 

chỉ việc hoán vị ø, và œ, cho nhau mà phép 

hoán vị không làm thay đổi tổng của hai số 

đã cho, nên mọi cách chọn đều có chung một 

tổng. Gọi tổng của œ chữ số đó là Š ta có : 
8 =(1~ Úw +ai + (2 — l)n + 


+ a,+.. tín — lìịn ta, 


S =Ứi + +2n +... + (n — lịn + 
+ đi tay +... tay 


mà 
aita,+..+au=1+2+..+n ... 
nên : 
S=[1+2+..+@œ— Dịa + S9 
š~ 5 0  nớ LỤ, nể? DỤ 


Bài toán 81 (9/47) 


1) Ta coi đây là sự chọn 9 lần có hoàn lại 
đối với tập hợp 3 yếu tố : 3 toa tầu, thì số 
kết cục đồng xác suất là 3? = 19683. 


a) Trong 9 bạn ta chọn được Cộ tập hợp 


3 bạn. Mặt khác cứ 3 bạn lên toa đầu thì 6 
bạn còn lại có tất cả 25 cách lên 2 toa sau, vì 
đây là một sự chọn 6 lần cớ hoàn lại đối với 
tập hợp 2 yếu tố là 2 toa sau. Như vậy số kết 
cục thuận lợi cho việc 3 bạn lên toa đầu là 


C .26 =ð376. Vậy xác suất phải tìm là : 
T?ì = 537619683 = 1792/6561. 


b) Trong 9 bạn chọn được CỆ tập hợp 8 
bạn. Nhưng cứ 3 bạn lên một toa thì trong 
6 bạn còn lại ta lại chọn được Cỷ tập hợp 3 


bạn để lên toa khác. Nhưng nếu 3 bạn đã 
lên toa thứ 2 thì 3 bạn còn lại chỉ còn lại 


một cách duy nhất, tức là CỶ cách để lên toa 


còn lại. Tóm lại số kết cục thuận lợi để mỗi 
toa có 3 bạn là : 


Cỷ x C x C3 = 1680 
Do đó xác suất phải tìm là : 
P; = 168019683 = ð60/6561 


e) Tương tự như trên ta có xác suất để 
cho 4 bạn lên toa đầu, 3 bạn lên toa thứ hai 
và hai bạn lên toa thứ 3 là : 


C¿ x CỆ x C2/19683 


Mạt khác theo đầu bài ta có thể hoán vị 
số thứ tự ba toa cho nhau nên xác suất để 
cho một trong 3 toa có 4 bạn, một trong hai 
toa còn lại có 3 bạn và toa cuối cùng có 2 
bạn là : 


Py=Cx Œ x Œœ x 34/19688 = 280729 


2) Th quy ước viết tất cả các biển số đưới 
dạng số gồm 4 chữ số, bằng cách thêm chữ số 
0 đằng trước những số có Ít hơn 4 chữ số : 
Chẳng hạn số 24 được viết thành 0024... riêng 
số 10000 được viết thành 0000. Với quy ước 
trên đây thì trong tập hợp 9 chữ số : 0, 1, 2, 
..; 7, Ø (bỏ chữ số 8) ta có thể viết được 
9° = 6561 con số khác nhau có 4 chữ số ; đó 
cũng là số biển số không chứa chữ số 8. 

Do đó xác suất phải tÌm là : 

P = 6561/10000 = 0,6561 

Bài toán 82 (6/140) 


Trước hết, ta nhận xét rằng với n = 1, 2, 
3 thì không thể sắp xếp các số của A„ thỏa 


mãn 1) ; 2) ; và 3). 
Khi n = 4 thì có thể sắp xếp A, như sau : 


1L 3 0 -8 
“3 '1 8 9 
SE |6 si Í <8 


bị 0 2 1 
Khi ø = 4# thì tồn tại cách sắp xếp : 


A, 0...0 
0 A,...0 
A„= hủ 
00..A 
0 
0 
0 


Giả sử n = 4k + r: 0 < r < 4. Trước hết, 
nhận xét rằng nếu bảng Á,„ thỏa mãn các 


điều kiện 1), 2), và 3) thỉ khi đổi vị trí hai 
dòng, hai cột tùy ý thì các tính chất trên vẫn 
đúng. Vì vậy, ta có thể đổi vị trí để các số 
1 (hoặc =1), 2 (hoặc -2), 3 (hoặc -3) vào các 


trong đó 


vị trÍ đi, đị„ ø¡; ; cũng vậy, đối với các 
dòng (+1, ...), (+2,...), (t3, ..) được xếp 
theo thứ tự đòng 1, dòng 2, dòng 3 của bảng 
A„ Tiếp theo, sắp xếp cột có phần tử thứ 2 
(từ trên xuống) khác 0 ở cột thứ 4 và dòng 
có phần tử thứ 2 (từ trái qua phải) khác 0 
ở dòng thứ 4. Vậy tất cả các phần tử còn lại 
ở 4 dòng và 4 cột trên đều bằng 0. Nếu bảng 
4 x 4 thu được theo cách trên không thỏa 
mãn l), 2), 3) thì không tồn tại bảng A,„. Giả 


sử bảng đó thỏa mãn 1), 2) và 3). Sau khi 
gạch bỏ 4 dòng đầu và 4 cột đầu, ta được 
một bảng mới cũng có các tính chất 1), 2), 
3) như bảng A„. Đối với bảng mới này, ta 


tiếp tục thực hiện quá trình như trên, sau & 
bước ta được bàng r x r có các tính chất 1), 
2), 3). Điều đơ không thể xây ra (do nhận 
xét ở đầu bài giải). 


Vậy khi z không chia hết cho 4 thì không 
tồn tại bảng A„ có các tính chất 1), 2), và 8). 

Suy ra, điều kiện cần và đủ đề tổn tại 
bảng A„ có các tính chất 1), 2) và 3) là n 
chia hết cho 4. 

Bài toán 83 (T10/152) 

Giả sử Á;,... A„ là các ngôi nhà của ta và 
4, ¡ là nhà máy điện. Như vậy nếu ta mắc 


điện sao cho mỗi nhà chỉ nhận điện từ nhiều 
nhất là một nhà khác, thì bao giờ cũng có 
một ngôi nhà A, @¿ « n) chỉ được nối với 


đúng một nhà khác - chẳng hạn nếu ta xuất 
phát từ nhà máy điện, đi theo đường dây 
điện, thì ta sẽ đến một trong những ngôi nhà 
cuối cùng như vậy. 


Bây giờ ta đem ứng một cách mắc điện 
với một bộ (¡,jz,...j„_ ¡) theo quy tắc sau : 


1) Trong các ngôi nhà ở cuối đường dây 
điện gọi 4, là ngôi nhà có chỉ số nhỏ nhất. 
1 


Chỉ số của ngôi nhà được nối với A, (chỉ có 
1 
đúng một ngôi nhà như thế) được đặt là 7,. 
2) Đem bỏ đi ngôi nhà Á,, gọi A, là ngôi 
h ? 


nhà có chỉ số nhỏ nhất trong các ngôi nhà 

ở cuối đường dây. Đạt chỉ số của ngôi nhà 

được nối với A, là 7, Giả sử ta có chỉ số j, 
? 


rồi thì ÿj,„, là chỉ số của ngôi nhà được nối 
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với ngôi nhà A, ' là ngôi nhà có chỉ số nhỏ 
t1 

nhất trong tất cả các ngôi nhà ở cuối đường 

dây. 

Như vậy thì với mỗi cách mắc điện ta có 
được một bộ ŒbJa„ =nŸgS— 1) Với 1 <j,<n 
Œ = 1,2,.., ~ 1) được xác định một cách 
duy nhất. Ta thấy dễ đàng rằng : 
i¡,= min{ 1,2,,} /{JjsJz „J„_ 1 
¿¿ = min{ 1, 2,..., +} /{tpd» —¬ ® 
i„_¡=min{ 1,2,...,} /{ llz-sÉx—/x—x} 

Qua (°) ta thấy ngay là ứng với bai cách 
mắc điện khác nhau là hai bộ 
J2 -sjạS- ¡) khác nhau. 

Như vậy ta có số các cách mắc điện có 
thể < (œ + 1)? TL! Mặt khác ta có thể xây 
dựng từ một bộ Ớt›j„; --›ÿ„ _ ¡) cho trước một 
cách mắc điện tương ứng. Thực vậy, nếu cố 
một bộ (¡,J;, =Ẩjy ~ 1) thì ta xác định một 
bộ (ấy ba, ủ— ¡) tương ứng bởi (). Ngoài 
ra đặt J„=n+1 và 
¡„ = min({ 1,2,...n} /{ií„..i„_(}). Ta 
cho nối dây từ nhà Á,, sang nhà Á, Œ = 1, 
2,..., ø) và kí hiệu ở trên sơ đồ các nhà bằng 
một véc tơ đi từ điểm A,, sang Á, tương ứng. 

+ 
Cách mắc điện này thực hiện được và thấy : 


(a) Mỗi nhà có nhiều nhất là một véc tơ 
dẫn đến nó 


(b) Không tồn tại ø « ¿ để có j,= ¡.. 


Bây giờ ta chứng minh rằng trên hệ thống 
dây mắc, không tồn tại một vòng kín (các 





4r 


A 
468 


cạnh không xét hướng). Thực vậy nếu ta có 
điều ngược lại. Có thể giả thiết rằng 7, là chỉ 


số nhỏ nhất mà khi nối Á, với A, thì xuất 
hiện chu trình C. Từ (b) suy ra là Ái, dân 


sang 2 nhà bên cạnh nó ở trên C (tức là theo 
chiều véc tơ dẫn di từ A, sang hai nhà bên 


cạnh. Nếu đi theo chiều từ Á_ theo 2 cạnh 
véc tơ, ta dẫn đến một nhà A, nào để nhận 


điện từ 2 nhà bên cạnh (tức là 2 véc tơ dẫn 
đến nớ). Điều này mâu thuẫn với (a).(°*) 


Cuối cùng ta phải chỉ ra là từ nhà máy 
điện, điện có thể tới mỗi nhà tùy ý. Chú ý 
rằng hệ thống của ta có n đoạn dây dẫn. Giả 
sử rằng nếu nó chia thành khu vực ø và ¿ 
nhà không được nối với nhau bởi đoạn dây 
nào thì bằng quá trình đếm các nhà ở cuối 
đường dây và lần lượt vất bỏ chúng, thì ta 
thấy số lượng dây ở trong mỗi cụm «< s - 1 
và < £ - 1, tương ứng. Suy ra tổng số dây 
<sø†+£-2=n- l, vô lý. Suy ra (n + 1ÿ! T1 
không lớn hơn số các cách mắc điện. 

Vậy ta có tất cả (n + 1)" ~ Ì cách mắc điện 
khác nhau. 

Bài toán 84 (T1/1ã4) 

Trước hết ta thấy ngay đường tròn bán 
kính VÏ0/2 thỏa mãn yêu cầu bài toán. Th 


sẽ chứng minh rằng đó là đường tròn có bán 
kính lớn nhất thỏa mãn yêu cầu của ta. 





Thực vậy nếu ta có một đường tròn € đi 
qua một đỉnh ô vuông A nào đớ. Khi đó € 
phải cắt 1 trong 4 hình vuông đơn vị có đỉnh 
tại A. Như vậy để đi ra khỏi hình vuông này, 
Ể phải đi qua một đỉnh nào đó của hình 
vuông, kể A như B hoặc đối diện với A như 
C ở trong hình vẽ. Th có hai trường hợp : 





a) É đi qua đỉnh B kế A. Như vậy tương 
tự như lập luận với đỉnh A, nó sẽ qua đỉnh 
kề B như E chẳng hạn, hoặc qua đỉnh đối 
điện với 8 như Ƒ. Trong hai trường hợp này 
bán kính của € không vượt quá 10/2. 


b) £ đi qua € đối diện A. Như vậy từ Œ 
nó sẽ qua đỉnh 7' kế C hoặc K đối điện với 
C. Trong hai trường hợp này bán kính của 
đường tròn ta khảo sát cũng không vượt quá 
Ý10/2 (đ.p.c.m). 

Bài toán 8ð (T3/157) 

Ta có thể giả thiết thêm : 1 € 4; và số 
nhỏ nhất trong A„ bé hơn số nhỏ nhất trong 
4; (3). Ta xây dựng các phân hoạch bằng 
cách xếp lẩn lượt các số 1, 2,... ít vào 
ArA, 4; theo các điều kiện (1), (2) và (8). 

Ta có : 1 € A¡. Còn số 2 có 2 khả năng : 
3e Ar hoặc 2 € A4; (do (3)). 

Nếu A, và A; còn rỗng thì các số tiếp 
theo, do điều kiện (3), đều chỉ có 2 cách xếp : 
vào Á, hoặc A.. 

Sau khi phần tử đầu tiên của A„ được xếp 
thì số tiếp theo chỉ có 2 cách xếp : vào A,„ 
hoặc vào 4; (vì số đó có cùng tính chẵn, lẻ, 
với phần tử cuối của Á, lúc đó). Khi A, còn 


rỗng thì do điều kiện (1), (2) các số tiếp theo 
cũng chỉ có 2 cách xếp vào 2 trong 3 tập 
Ai, 4+ 4. Sau khi phần tử đầu tiên của 4 


được xếp, ta có thể chứng mỉnh tiếp bằng 
phép quy nạp rằng mỗi số luôn cớ thể và chỉ 
có thể xếp vào 2 trong 3 tập Á¿, Á„, Á¿. 


Thật vậy, giả sử đến một bước nào đó số 
& có thể xếp vào một trong 2 tập A, và A, 
1 1 


và không thể xếp vào A4, („i„i„) là một 
3 


hoán vị nào đó của (1, 2, 3) nghĩa là & khác 
tính chẵn lẻ với 2 số cuối của Á và A lúc 


đó, và cùng tính chẩn lẻ với số cuối ca Á 
lúc đó. Giả sử ta xếp & vào A, thì ở bước 
1 
tiếp theo số k + 1 chỉ có thể xếp vào A, hoặc 
1 
Ái (do điều kiện (1)). Nghĩa là cũng có đúng 


2 khả năng sắp xếp đối với k + 1. Töm lại 
mỗi số trong tập [1, 2,..... n] trừ số 1 đều 
cho ta 2 khả nàng sắp xếp. Vậy có 2?—1 
phân hoạch tập [1, 2,.., n] vào 3 tập 
Ai,ÁA„ A; theo yêu cầu của bài toán, 


Bài toán 86 (T12/158) 


Trước tiên ta nhận xét toàn bộ nền nhà 
phòng triển lãm bao giờ cũng có thể phân 
chia được thành các tam giác, bởi các đường 
chéo không cắt nhau, nằm trong ? - giác 
(nền nhà). Với mỗi cách phân chỉa ta được 
1 đồ hình của phòng triển lãm (phép phân 
chia này được gọi là phép tam phân một đa 
giác). 

Bây giờ ta sẽ tô mầu các đỉnh của 1 đổ 
hình sao cho 2 đỉnh được nối với nhau (theo 
cạnh thẳng của đồ hỉnh) sẽ có mầu khác 
nhau. Ta khẳng định rằng để tô mầu như 
thế chỉ cần 3 mầu là đủ. Ta sẽ chứng mỉnh 
khẳng định này bằng quy nạp theo n. 


A 


> 
= 


= 3, Phòng triển lãm là 1 tam giác và 
chỉ việc tô 3 đỉnh bằng 3 mầu. Giả sử khẳng 
định đúng với phòng triển lãm cố n tường 
(n > 3). Xét một phòng triển lãm G có (: + 1) 
tường. Sử dụng phép tam phân đối với đa 
giác G, ta gọi G' là đa giác nhận được từ G 
sau khi cắt bỏ đi AABC (hình vẽ). Theo giả 
thiết quy nạp, khẳng định đúng với n ~ giác 
G'. VÌ rằng A và B chỉ có thể được tô màu 
bằng 2 trong số 3 màu đã cho nên ta chỉ việc 
tô mầu đỉnh C bằng mầu còn lại. Vậy khẳng 
định đúng với Œ + I1) - giác G và do đó, điều 
khẳng định được chứng minh. Vậy ta giả sử 
rằng các đỉnh của phòng triển lãm có n bức 
tường được tô bằng 3 mầu a, b, c. Có tất cả 
n đỉnh, đo đó cớ Ít nhất một mầu, chẳng hạn 
mầu a mà số đỉnh được tô màu ø không vượt 
quá [n3]. 
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Vì mọi cặp đỉnh của một tam giác bất kì 
trong đề hình G là không thể có cùng một 
mầu. Do đó trong mỗi tam giác thì 3 đỉnh 
của nó được tô bằng 3 mầu khác nhau. Rõ 
ràng là tại mỗi đỉnh được tô mầu a ta đặt 
một ngọn đèn thì toàn bộ phòng triển lãm 
được chiếu sáng, mà số đỉnh đó là không 
vượt quá [n/3] (đpem). 

Bài toán 8? (T8/164) 

Gọi ø, là số nhớm có người thứ ¡ tham gia 
trò chuyện (¿= T,Z8). Th có ø, >2, Vi =I,Zn 
(vÌ người thứ ¡ nói chuyện Ít nhất với 1 cặp 
vợ chồng (A, B) và tồn tại hai nhóm khác nhau 
chứa A, chứa Ö). 


Như vậy, chỉ xây ra hai trường hợp 

Trường hợp 1 : 3¿ sao cho g,= 2. Giả sử 
CO C2 = {¡} (C; xem như 1 tập hợp). Khi 
đó mối đôi vợ chồng không kể đôi vợ chồng 
của ¡ có một người tham gia vào Œ,„ và người 
kia tham gia trong C„. Kí hiệu |C| là số phần 
tử của € và đặt C? =C„N\{¡} ¡ CÓ =CN{¡} 
thì |C7| =œ — 1 và |CŒ}\| =wm-— 1 

Mỗi người thuộc C? sẽ nói chuyện với 
người không phải là bạn đời của mình của 
nhớm C*. Do các nhớm này phân biệt cho nên 
có tất cả (n — l)Œ@+ — 2) nhóm như vậy. 

Khi đó : # > @ ~ Lệ — 9) + 2 

= 2n + (n — l)ứt — 4) 

Vậy k > 2n (vì n > 4). 

Trường hợp 2 : Với mọi ¿=I,Zn có 
ø, >3. Khi đớ gán cho người thứ ¿ biến số x„ 
Vi Ề= I,Z2n. Xét hệ phương trình 2w ẩn 
Œ, X2 3 Xz). 

5xr,=0;0=T,# @) 
¡CC 


Giả sử < 2», nghĩa là số phương trình của 
(1) Ít hơn số ẩn. Khi đó hệ (1) có nghiệm 
không tẩm thường (các z, không đồng thời 
bằng 0) Ø2). 

Mặt khác nếu đặt 

Ỳ,= ») 5ị 

¡c C 

M = {G;j) với ¡ và ÿ là vợ chồng } 
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¿=1 ;¡=l1icC ‡Z1 


một hoán vị của 0, 1, 2, 
ta thấy : 


M° = {( ; J) với ƒ # j và ¡, j không là vợ 


chồng} 


*~ Š gệ + 25 sp 
Œ; )€M” 


= 5 x2,;— D3 x:+2 xe, -25*z, 


i#j Œ;)cM 


2n 
= 3z? Œ, — + (Sxz)?-z> X#i 


¿=1 ¡=1 


(;j €AĐ 


= Sz?Œœ,—2) + (Sx,)” + 5 œ¡—z# 


¿=1 ¡=1 


(;j)eM 


k 
Do đó : 3y? = 0 =z, = 0 Vị = T;7. 


f=1 


Hay ? =0z,=0 (3) 
Th cớ (2), (3) mâu thuẫn. 
Vậy h>?n. 


Töm lại với n > 4 ta luôn có &# > 2n. 
Bài toán 88 (T6/148) 
a) n = 2È. Ta gán các số trên các đường 


tròn theo chiều kim đồng hồ, bát đầu từ số 
nào đớ. Kí hiệu đ;, Ø., 
trên đường tròn thứ nhất, bụ, Š 
các số gắn trên đường tròn thứ hai, Ta hãy 
đạt hai đường tròn lên nhau sao cho ø, trùng 
với 6,. VÌ ai, 
hai kưền/g ở khác nhau của 1, 
nên với mọi ¿ < 2È luôn có j; < 2k sao 
cho a, = b,. 


. #¿¡ là các số gắn 


2 a Đại là 


g„,... dạy và bị, bạ, ... bạ) là 
bai. ZÃ 


Bây giờ ta giả sử ràng không tổn tại ¿¡ # 


Ly SaO cho FÃ - Í tỤ, =m_ (mod 2#). Khi đó 
1 2 
vì các chỉ số ¿, i2, ... iy\ VÀ j,.J, . 
1 


là các hoán vị của 1, 2,..., 
2*) của các hiệu jJ¡ — È,J, — Ù J, — lv là 
1 z lạ 


L ò7, cũng 
2 2k 


2k nên số dư (mod 


› 2k — 1 và 


2k-j 


Só, ~ỉ =5 (mod2k) 


r=1 s=0 
2k 2k 


hay X7. — Xí, = h(2k — 1) (mod2k) 


r=1” r=l 





0 = &(2k - 1) (mod 2k) mâu thuẫn. 
Vậy phải cổ íị # ¿„ để J; — =j, TÚ, 
ì ? 
(mod 2*). Ta quay đường tròn thứ hai quanh 
tâm cho öj, tới trùng với ø =bj, lúc đó 
1 1 1 
bj, tới trùng với ø, = bj,... (đpem). 
› 2 1 


b) ø = 2k + 1. Giả sử cách gắn số trên 
đường tròn thứ nhất là ø,, œ„,... đ,. Trên 
đường tròn thứ hai ta gắn ở, = a, trùng với 
g, và Ö, = ¡v2 thì các số b„, í z# 1 trên 
đường tròn thứ hai đối xứng với các số œ, 
bằng nớ trên đường tròn thứ nhất qua đường 
thẳng đi qua tâm của 2 đường tròn và điểm 
a¡ = b¡. Như thế trừ ø, ra trên đường tròn 
thứ hai 2k số đ„, đ;, ... đ;y,¡ đã được sắp 
xốp theo thứ tự ngược lại so với đường tròn 
thứ nhất. Bởi vậy khi ta quay đường tròn 
thứ hai sao cho có một cặp số bằng nhau thỉ 
các cặp số bằng nhau khác không thể trùng 
nhau được. 

Bài toán 89 (3/53) 


Trước hết, chứng minh bổ đề : Nếu tên 
mặt phẳng cớ 4 điểm bất kì và ta nối từng 
cặp điểm trong các điểm đó bằng một đường 
cong thỏa mãn điều kiện của bài toán (liên 
tục, không tự cất và không qua các điểm còn 
lại ; hai đường cong bất kì không cắt nhau 
ð điểm khác với các điểm đã cho) thì bao giờ 
cũng có một điểm nằm /rong hình "tam giác 
cong" giới hạn bởi ba đường cong nối ba cặp 
điểm kia. 

Thực vậy, cho 4 
điểm A, B, C, Ð. Ta 
nối AH, BD, CD, 
DA bàng các đường 
cong thỏa mãn 
điều kiện của bài 
toán ; ta được mnột 
đường cong kín, 
chia mặt phẳng thành hai miền (ta có một 
"tứ giác cong"). Nếu hai đường cong AD và 
BC đều nằm ở miền trong của "tứ giác cong” 
ABCD thì chúng phải cất nhau. Vậy phải có 
ít nhất một đường, chẳng hạn là AD, nằm 
ngoài tứ giác cong ABCD, và như vậy điểm 
C (hay điểm ) sẽ nằm trong hình tam giác 
cong ABD (ACP), đpcm. 





Bây giờ ta giải bài toán. Th hãy xét 4 
điểm A, B, C, D trong 5 điểm đã cho. Theo 
bổ đề, có một điểm, chẳng hạn C nằm trong 
tam giác cong ABD. Th nối các điểm với E. 
Có hai trường hợp có thể xảy ra : 

~ E nằm ngoài tam giác cong ABD ; thế 
thì #C phải cắt một "cạnh" của tam giác 
cong ABD (vì E và C nằm ở hai miền khác 
nhau của mặt phẳng, giới hạn bởi ABĐ) ; 

- E nằm trong tam giác cong ABD, do đó 
E ð trong một trong ba tam giác cong AĐC, 
BCD, CDA, chẳng hạn E ở trong ABC. Thế 
thì E và D lại ở trong hai miền khác nhau 
của mặt phẳng, giới hạn bởi tam giác cong 
ABC, do đó ED phải cát một "cạnh" của ABC 
(đpem). 

Bài toán 90 (8/62) 

Cách 1 : 

Dễ thấy ràng có tất cả (n - L)Œ@+ ~ 2)/2 
đoạn thẳng nối n - 1 điểm từng đôi một ; 
do đớ, từ một điểm A, tùy ý của hệ, ta vẽ 
được (n - 1)œ —¬ 2)/2 đường thẳng song song 
với các đoạn thẳng nối ø - 1 điểm còn lại. 
Trong mặt phẳng có n điểm, nên ta vẽ được 
tất cả K = nín - l)(n - 2)/2 đường, chia làm 
nín — 1)/2 bộ, mỗi bộ có + - 2 đường song 
song với nhau. 

Ta tìm số giao điểm tối đa của một đường 
thẳng tùy ý z (qua điểm tùy ý Á,) với các 
đường thằng khác trong hệ. Vì trong mặt 
phẳng, ta ké tất cả là nín - l)Œ - 2)/2 
đường, nên nếu không kể đường z thì có 

M = nứn — 1){n - 2)/2 — 1 đường. Trong 
M đường đó thì có (n - 1l)œ - 2)/2 
đường qua 4, tức là nếu không kể z thì 
có NÑ = (n ~ 1)Œ - 2)/2 ~ 1 đường qua A, ; 
và vì mỗi bộ đường có ø - 2 đường song song 
nhau, nên có P = n - 3 đường song song với 
xz Như vậy có nhiều nhất là M ~ N - P 
đường cắt z, tức là số giao điểm tối đa của 
~ với các đường khác (không kể các đường 
qua A,) là 

Q=M-N-P= tín - 1) — 3)/2 ~ 1] - 

~- [ứ — 1) - 2)/2 — 1] - (n — 3) - 

= (n3 - án? + ñn + 4)/2 

Vì có tất cả là K = nín - l){@w -— 2)/2 
đường thẳng, nên số giao điểm tối đa cần 
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tìm là X, Q/2 (vì mỗi giao điểm kể hai lần), 
tức là 
nín — 1)(w — 9)(n3 — 4n? + 3n + 4)/8 
Cách 2 : 


Gọi số đoạn thẳng nối tất cả n điểm là 
A thì 


A = nữ - 1)/2 


Gọi số đoạn thẳng nối tất cả (n - 1) điểm 
là B thì 


B =ứ - 1)(n - 2)/2 

Gọi chùm các đường thẳng vẽ từ mỗi 
điểm của hệ Song song với tất cả các đoạn 
nối + - 1 điểm còn lại bằng tên của điểm 
xuất phát tương ứng (ta có chùm ÁAụu, Ây co 
An). Do điếu kiện đã cho trong hệ không có 
hai đoạn nào song song nên số đường của 
mỗi chùm A, đều bằng nhau và bằng số đoạn 
thẳng tối đa nối (: - 1) điểm của hệ là B. 

Th xét giao điểm của 2 chùm đầu tiên Ai 
và A,. Giả sử mọi đường của chùm A; cất 
mọi đường của chùm A¿ thì số giao điểm tối 
đa sẽ là 8”. Nhưng ta biết từ mỗi điểm trong 
hệ (+ - 1) điểm có (œw ~¬ 2) đoạn thẳng xuất 
phát (uốn với (w — 2) điểm kia) nên số đoạn 
thẳng trong hệ Ö (hệ nối (n ~ 1) điểm) không 
đi qua 1 điểm của hệ là B - (n - 2). Như 
vậy chùm A, và chùm 4; sẽ có Ö - (n - 2) = 
= B-n+ 2 cặp đường không cất nhau (vì 
cùng lần lượt song song với B ¬ n + 2 đoạn 
thẳng không đi qua 4, 4;). Tức là số giao 
điểm tối đa thực tế có thể có (không kể các 
điểm đã cho) là 

B?-(R-n+9) = B?~B+n - 2. Chùm 
4¿ (tương tự lí luận trên) cát chùm A¡ và 
Á; với số giao điểm tối đa (không kể điểm 
đã cho) là 2 (H2 - B + n - 2). 

Lần lượt như vậy cuối cùng chùm A„ cắt 
»— 1 chùm A,... 4, ¡ và cho tối đa 
(œ - 1)(B ~ B+n - 2) giao điểm, 

Vậy tổng số giao điểm tối đa là 

(B—B+n-2)1+2+..+@ - 1)] = 

=(?-BR+n-92)A 

Thay Á = nứa - 1)/2 và B = (n ~ L)ín - 2)/9, 
ta cũng được kết quả như trên. 
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Bài toán 91 (5/67) 


1) Chứng minh quy nạp theo số thành phố 
làn. : 

Hiển nhiên mệnh đế dúng với n = 2, vì 
khi đó phải có số đoạn đường là 1 để có thể 
đi lại giữa 2 thành phố đó với nhau. 

Giả sử mệnh đề đúng với mọi khu vực có 
wz° < n thành phố. Ta phải chứng minh mệnh 
để đúng với khu vực có : thành phố. 

Vì khu vực đớ không cớ đường vòng nên 
thế nào cũng có một thành phố mà tại đớ 
chỉ có một đoạn đường. 

Thật vậy, nếu trái lại, mọi thành phố mà 
tại đó đều có 2 đường trở lên, thì ta cớ thể đi 
tới 1 thành phố nào đó bằng một đường rồi đi 
khỏi thành phố đớ bằng một đường khác để 
đi tới thành phố thứ hai và lại đi khỏi thành 
phố này bằng một đường khác nữa v.v... 

Vì khu vực không cớ đường vòng nên khi 
di tiếp như thế không thể trở về những 
thành phố mà trước đó đã đi qua. Mặt khác 
vì gố thành phố là hữu hạn nên không thể 
đi mãi như trên được ! Vậy phải có một 
thành phố mà tại đó chỉ có một đoạn đường, 
giả sử đó là thành phố A. 

Bây giờ ta bỏ thành phố A và đoạn đường 
nối với Á được một khu vực có + - 1 thành 
phố. Theo giả thiết quy nạp, số đoạn đường 
trong khu vực này là : (@ - 1) - 1 = œ - 8. 

Do đó, nếu thêm thành phố A và đoạn 
đường nối với A vào khu vực đó thì trở thành 
khu vực đang xét có n thành phố và số đoạn 
đường có tất cả là : 


(6 — 2) +1 =n- 1. 


2) Chứng mìỉnh bằng quy nạp theo số 
đoạn đường là m. 

Hiển nhiên mệnh đề đúng với m = n - 1 
đoạn đường, vì theo câu 1) khu vực đó không 
có đường vòng, tức là ø = 0 nên : 


n*—~m +u =n—(n - Ì +0 = 1. 


Giả thiết mệnh đề đúng với mọi khu vực 
có m2” < m đoạn đường. Ta phải chứng minh 
mệnh đề đúng với khu vực có m đoạn đường. 

Trong khu vực có m đoạn đường, ta bỏ đi 
một đoạn đường thuộc một vòng đơn nào đó, 
giả sử đoạn đó là AB, ta được một khu vực 
có m -— 1 đoạn đường và có 0 - 1 vòng đơn 


(vì khi bỏ đoạn AB thuộc 1 vòng đơn nào đó 
thÌ số vòng đơn sẽ giảm đi 1). 
Theo giả thiết quy nạp, ta có : 
n ~ (m ¬ 1l) + (u - l) = 
Do đó : n - m + = 1 (đ.p.e.m) 
3) Chứng minh bằng phân chứng. Giả sử 
mọi thành phố mà tại đó đều có Ít nhất là 


6 đoạn đường, mà mỗi đoạn đường chung 
cho 2 thành phố kề nhau, nên ta cớ : 


m > 6nj2 = 3n hay n < m3 


Vì mỗi vòng đơn là 1 đường gấp khúc kín, 
tạo thành 1 đa giác cong, mối-đa giác có Ít 
nhất 3 đoạn đường, mà 2 đa giác kể nhau 
thỉ có một đoạn đường chung, nên ta có : 


m > 3u/2 hay u < 2mi/3 


Do đớ theo công thức ở câu 2, ta có : 

Ì =n_— m+u < mị3 - m + 2mị/3 = 

(Vô lí Ð. 

Vậy phải có l thành phố mà tại đó có 
nhiều nhất là ð đoạn đường đi đến các thành 
phố khác. 

Bài toán 82 (2/85) +- 

Cách 1 : 

Gọi đị là số đặt ở cột ¡ hàng /. Nếu thay 
đổi dấu của số tụ thì chỉ có a, và b, đổi dấu. 
Khi đó tổng a, +b, thay đổi, nhưng sự thay 


đổi này làm cho Š thêm hay bớt một đại 
lượng chia hết cho 4. 


Bay giờ xét một bảng chỉ gồm toàn số 1. 
Khi đó 


- Sa cu, =n+n=2n. 
=Ị k#=I1 


Đổi mỗi lần đấu một số z, thích hợp và 
làm một số lần sao cho bảng đó trở thành 
bảng đã cho. Mỗi lần đổi đấu một ø. thì tổng 
8° lại được thêm hay bớt một đại lợng chia 
hết cho 4 và cuối cùng thì trở thành tổng S. 


Vì n lẻ nên S° = 2n không chia hết cho 4, 
đo đó S không thể bằng số 0. 
Cách 2 : 


Theo đầu bài, các số ø, và b, đều bằng 1 
hoặc -1. 


n n 
Giả sử 3) a + 3ò, =0 

21 kmI 
thế thì trong tất cả số ø, và b,, số các số 
bằng 1 bằng số các số bằng -1. Mặt khác ta 
có đi, đ;,... ở, ð, b„... b. bằng bình phương 
của tích tất cả các số của bảng nên bằng 1. 
Vậy trong tất cả các số ø, và 6, nói trên, số 
các số bằng -l phải chăn. Vậy số các số dị, 
và ò¡ là tổng của hai số chẵn bằng nhau nên 
chia hết cho 4. Nhưng vì bằng có hàng, n 
cột nên số các số đó bằng 2#, mà n là lẻ nên 
2 không chia hết cho 4. 


Mâu thuẫn này chứng tỏ điều giả sử là sai. 


§4. Các bài toán chứng míỉnh hình học 


Bài toán 93 (T10/1ã3) 


Kí hiệu các cạnh của tam giác ABC là a, 
b, c và các khoảng cách từ 2 đến các đỉnh 
A, B, C tương ứng là R,, #., R„. Trước tiên, 
ta chứng minh khẳng địn Si: : Tử giác 


DYAZ có thể ngoại tiếp đường liên khi uà 
=c~-b. 


chỉ khi R;-Rỳ 





Thật vậy, giả sử tứ giác DYAZ ngoại tiếp 
một đường tròn. Gọi P Q, H, S lần lượt là 
các điểm tiếp xúc của đường tròn với các 
cạnh DOY, YA, AZ, ZD. Khi đó : 

R, - R; = BP - CS (do DP = DS) 


= BR- CQ 


c~ b (doAR = AQ) 

Ngược lại, giả sử ta có : R„ - R„ = c — b. 
Gọi Q, R, S lần lượt là các điểm tiếp xúc 
của đường tròn nội tiếp tam giác AZC với 
các cạnh AC, AZ, ZC. Từ Ø kẻ tiếp tuyến 
thứ hai với đường tròn nội tiếp tam giác 
AZC. Tiếp tuyến này tiếp xúc với đường tròn 
tại P' và cát ZC tại D'. Ta sẽ chứng minh 
P' trùng với D. Thật vậy, theo phần thuận 
ta có:c-b=D'B- D'C. 
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Giả sử D'C = D'D + CD = D'D + Rạ. Khi 
đó c_- b = BD'- D'D - R;. Nhưng c - b = 
=?,- R; nên suy ra BD'- D'D = R, = BD. 
Điều này chứng tỏ Dˆ phải nằm trên BY, 
Nghĩa là D' trùng với D. 

Nếu D'C = CD - DD' thì cũng bằng lập 
luận tương tự ta cũng đi đến kết luận D” vừa 
nằm trên CZ vừa nằm trên BY nên nó trùng 
với D. Diều khẳng định được chứng tmỉnh. 

Bây giờ giả sử DZBX và DXCY ngoại tiếp 
được đường tròn. Theo điều khẳng định vừa 
chứng mỉnh ta có : 

Rị - Ry = c— đ và R, - Rị =a— b 

Từ đó suy ra Œ, - R; = e - b. Lại theo 
điểu khẳng định vừa chứng minh ta thấy 
DYAZ cũng ngoại tiếp được đường tròn. 

Bài toán 94 (T2/158) 

Vì OA + (3); AB = AC, N nằm trên 
đường tròn tâm Ø nên dựng N'” đối xứng với 
Á qua đường thẳng OA, ta có : 


# £ 84 e 





N' nằm trên đường tròn tâm O, NN' //¡ BC 

và tứ giác BCN"N nhận ‹ ÓA làm trục đối 
-— _— 

xứng. Suy ra: SCN" = R.BN = ñNN = SQN? 
(cùng bằng nửa số đo của một trong 2 cung 
MÀ? hoặc MỀN ", Vậy tứ giác SCQN' nội 
tiếp, hơn nữa tứ giác MQNP cũng nội tiếp 


-——— 
nên : SN'C = SQC = PQM = RNB. 
Chè, ARBN += ASCN' (g.c.g), do đó : 


B =SC, và AR = AS. 


_ Chú ý 1. Chứng mính trên vẫn đúng khi 
ŠCN' z 909. 


2. Trong trường hợp C, Q ở hai phía đối 
với đường thẳng SX' thì lí do để tứ giác 
SQN'C nội tiếp là : 

-_ -——— 
SƠN! + SQN' = 1809. 
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3. Bài toán vẫn đúng trong trường hợp 
(đ) cắt hoặc tiếp xúc đường tròn tâm Ó. 


Bài toán 8ö (T10/167) 


Không mất tổng quát, giả sử 2 > 909. 
Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC. 





£ 


-——— _——— 
Kê Cx + AC. Do AMN và ANM là các góc 
nhọn nên E„ sẽ cắt MÃN tại điểm nằm trong 
ng MN ty do vậy L„ sẽ cắt Cx tại điểm 
Ä ð cùng phía với PB hà với AC (H_U. Do 
r: * là tứ giác nôi tiếp nêp ; MAH = 
Ta lại có: MNH = CAK (hai góc 
nhọn có canh tương ứng vuông góc). Suy ra 
MAI = CAR, Nhưng MAH = 4BC = 902 
và CAK + AKC = 90°, nên ABC = AKC. 
Suy ra K nằm trên đường tròn ngoại tiếp 
AABC. Và do ACK = 90° nên AX là đường 
kính của đường tròn. Do vậy A#, và cũng là 
Lạ, đi qua Ó. 





Hạ BI + AC. Gọi P, Q tương ứng là giao 
của đường tròn đường kính B7 với AB và 
BC. Kẻ Cy L BC. Do 2 > 90° nên 7 nằm 
trên CA kéo dài về phía A. Do đó P và B 
nằm về hai phía của ïQ. Suy ra BQP > 90° 
và do vậy Lạ cất PQ tại điểm nằm trên P@ 
kéo dài về phía Q. Suy ra Lạ cắt Œy tại D ở 
khác phía với Á so với BC (H. 2). Vì BIPQ 

_—— -_— 
là tứ giác nội tiếp nên PBI = PQI. Mặt 


khác : Bạï = CBD (hai góc nhọn có cạnh 
—_——— _—— 

tương ứng vuông góc) nên PBI = CBD. Mà 
-—— —_——— -_—— ——— 

PBI + PAI = 90° và CBD + BDC = 909 

~——— .—— -——— _—— 
nên BÀI = BDC. Suy ra BDC + BAC = 
-—— _—— 

1809 (vì BAI + BAC = 180°). Do vậy D nằm 
trên đường tròn ngoại tiếp AABC. Và vì 
BCD = 90% nên BD là đường kính của 
đường tròn. Như thế BD và cũng là z„ đi 
qua O. 

Vì B và C có vai trò như nhau trong bài 
toán nên nếu gọi E là giao của L,. và Öz 
(Bz 1 BC) thì bằng cách tương tự như đã 
chứng minh đối với Lạ ta cũng sẽ chứng 
mỉnh được CE là đường kính của đường tròn 
ngoại tiếp AABC và do đớ CE cũng đồng thời 
là LÀ. đi qua O. 

Vậy LẠ, Lạ, Lạ đồng quy (đpcm). 

Bài toán 96 (T10/173) 





Giả sử AB, cắt ÁC tại P. Gọi ï là giao 
điểm ba đường phân giác. Ta chứng minh 
IP / BC. 


-——— ~ 
Thật vậy AIBH, = 1/2 x (sđ AB, + sđ 


¬ 1 — — _— 
AB) =5 x (eđ AB, + sđ A,C = APH,. Do 
_—— 

đó tứ giác AIPB, nội tiếp. Suy ra IPQ = 
TAB, 

Th lại có : 
-—— —_—— —~ .— 
1AB, = A:AB, = 1/2 x (sđ A¡C + sđ CBỊ) 

Lưng 2 _— 

= 1/2 x (sđ A,B + sđ 8,C) = B.,QC) 

Vậy ïP /¡ BC. 

Tương tự !Q // AC. Suy ra tứ giác IQCP 


là hình bình hành. Tương tự ISBR và IMAN 
là hình bình hành. 





Từ đớơ S(SIR) = S(SBR) 
SP) = S(CPQ) 
SGMN) = S(AMN) 
Tu có AIRQ = AABC, AIPN ¬ AABC và 
AIMS = AARC. 
Đặt IK / KA = x, ILJILB = y, 1JIJC = z. 
Th có : 
x+ty+z= 
= (SqBO) + SŒCA) + SŒAB))/S(ABC) = 1. 
Vì thế 
SựQR)/S(ABC) + SŒPN)/S(ABC) + 
SữMS)/S(ABC) = 3x2 + y2 + z2 > 1/3 x œ + 
y +z)2 = 1/8. Suy ra 
Š$; = SŒQR) + SPN) + SMS) > 
5S(ADO)/3 
Gọi S là diện tích phần chung. Từ (1) ta 


œầ) 


có 

5¡ + 2S - SJ) = S(ABC) 

2S = S(ABC) + 5¡ > 45(ABC)/3 

Vậy S z 2/3 x S(ABC) (đpem) 

Dấu bằng xảy ra khi x = y = z tức là khi 
ABC là tam giác đều. 

Bài toán 97 (T2/178) 

Do Cx /¡ AB và Ởy 
cắt Cx tại C nên v 
đường thẳng chứa tia 
Cy cắt đường thẳng 
AB tại IÔ Gọi giao 
điểm của tia EF' với 
AB, CD tương ứng là 
M,N. Do CD /j AB 
nên theo định lí 
Th-lét, ta có : 

MAjND = FMIFPN 
= MB/MA (1) 

Ta lại có : 

NC/jMI = EN/EM 
= MI/MB (2) 

Từ (1) và (2) ta có : MB/MA = MI/MB = 
(MB + MIJ(MA + MB) = IB/AB. Suy ra : 
IB(AB + IB) = MB/(MA + MB) = MB/AB, hay 

MB = IB.AB : (AB + IB) = không đổi. 
Vậy, M - cố định (vÌ nầm trên tia BA và 


cách gốc B một khoảng không đổi), và bài 
toán đã được giải xong. 


MBINC hay NCjND 


ND/MB hay NC/ND 
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Bài toán 98 (T3/183) 

Nếu ñAD = 905 
thì hiển nhiên #F 
đi qua 0. Bây giờ 
giả sử BAD > 909 
(với BAD < 9Q0° ta 
chứng minh hoàn 
toàn tương tự), 

Gọi A' là điểm 
đối xứng của A qua 
EF,_ Ta có ZATP = ` 
EAP (1). Mặt khác ta thấy EAF = CĐ 
(2) (vì đều bằng 1809 - BAD), 

Từ (1) và (2) suy ra FEAT = fCF hay tứ 
giác ECA'F là nội tiếp. Vậy có Ê, = Ê, = Ể,. 
Nhưng R, = ĐÀN: (hai góc cớ các cặp cạnh 
tương ứng vuông góc). Từ đó ta có GÀ = BAA' 
hay tứ giác DACA' là nội tiếp. Vậy A' nằm 
trên đường tâm Ó ngoại tiếp tứ giác ABCD. 
Do EF là trung trực của dây AA' nên EF đi 
qua Ó, đpem. 

Bài toán 98 (T10/138) 

Trước hết ta chứng minh rằng MA + MB4 
+ MC? = 18R' (1). Thật vậy, không mất 
tổng quát ta giả sử M 28. Đạt MA = ø, 
MB = b, MC = c. Trên CM lấy điểm Ð sao 
cho CD = MA, dễ dàng chứng minh được 
tam giác MDB là đều. Từ đó ta có : 

c=ga+tbvà 

€2 = œ2 + 62 + 9ạb = a2 + b2 + c2 = 
= 2(@? + b + ab) = 2(42 + b2 — 2abcos1209). 
nên ø? † ö? + c2 = 2AB? = 6R?. Từ đó 
Suy ra : 

a! +3 +c$ = (a2 + b2 + c2)2 ~ 2a2p2 — 
- 2c2(a2 + b2) = (a2 + b2 + c2)2 ~ 9[3R2 - 
- (g? + b^)]? - 2e2(a2 + b2) 

= (g2 + ð2 + c2)? — 18R* + 12R2(g2 + b2) ~ 
2(a? + 62)(a2 + b2 + e2) 
36R* - 18Rf + 12R2(œ2 + b2) — 

- 2(a2 + b?)6R2 = 18R4 

Vậy (1) được chứng minh. 

Mặt khác do 8, C, là điểm đối xứng qua 
MA của B, C nên giao điểm ï của BC và 
C,B nằm trên MN. Th có 





bị 
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BJBC, = BBIC = BA = 609= ñ,JB 


= AC,B = 609 = AC, / BỊC. Từ đó suy ra 
BỊA = C¡C (2). Từ BB, /J AA, suy ra A,ồ, 

— ~—— — .— 
= AB = AÊ+ AIÀ = ñJÈ hay A,A = BỊC 
(3). Từ (2) và (3) ta có : 

A¡A1 + B.B! + CC = 

= BỊC! + B,B1 + B.A* (4) 

Cuối cùng ta thấy (1) vẫn đúng nếu ta 
thay M bởi N hoặc Ð,. Nghĩa là ta cũng có. 

NA + NB! + NC1 = B,A* + B,B! + B,C^ 
= 188'(ð) từ (1), (4), (5) cho ta đẳng thức 
kép cần chứng minh. 

Bài toán 100 (T9/140) 

Do hai tam giác ABC và A'B”C' đồng dạng 
với tÍ số k # l và có cùng hướng nên tam 
giác A'B'C' là ảnh của tam giác ABC sau một 
phép vị tự quay tâm Ó, góc œ, tỈ số È. 





Khi đó các tam giác OÁA, OBB'”, OCC' 
đồng dạng và ta có AA/BH' = OA/OB ; 
AAJCC' = OA/OC. Vạy BB.CA + CC'AB = 
= (AA/OA)(OB.CA + OC.AB). Do bất đẳng 
thức Ptôlêmê OB.CA + OC.AB > OA.BC nên 
ta có 

BB.CA + CC'.AB > AA'.BC. Tương tự ta 
có hai bất đẳng thức kia. 

Th cố đẳng thức chỉ khi OABC là tứ giác 
nội tiếp được. 

Bài toán 101 (T7/142) 


Kí hiệu M, %, P, Q, lần lượt là tâm của 
các hình vuông dựng về phía ngoài tứ giác 
ABCD trên các cạnh AB, BC, CD, DA. Ki 
hiệu trung điểm của các cạnh AB, BC, CD, 
ĐA, lần lượt là E, F; GŒ, H. Khi đó : 


S 
+8 


= S„rou +8 +8 


NEGP 
q) 


1!“ SMNPQ 
ŠQHEM 


EFGH MEFN 


PGHO 





-_—— 
Ta sẽ tìm Su reu. Đặt @ = ABC. 
khi đó : 


SMEFN - SbEpr + SEBM + SEBN + ŠMBN 


= Ssap + AB?/8 + BC?/8 
-——— 

+ 1/2.MB.BN sin MBN (2) 

_ đấu "+" xảy ra khi z/⁄2 « ø < z, lá 

MBÑ = 3mi2 - p 


__ dấu "-" xảy ra khi 0 < g < +/2 lúc đó 
MBN = +x/2. 


Sau một số biến đổi lượng giác, cả hai 
trường hợp của (2) đều đưa đến, 


ŠMEEN = Šgmg + 8(AB? + BC? - 2AB.BCœœp). 


Ấp dụng định lí hàm cosin cho AABC 
ta có : 


SMEEN = ỐEnr † 1/8.AC2 (3) 


Lập luận tương tự đối với các tứ giác 
NFGP, PQHQ và QHEM ta cũng thu được : 


=: 2 

ŠNuop = Šgcc + 1L/8.BĐ (4) 
SpGuo = Šgpụ + 1/8.AC? (B) 
SQnEM = ŠnAg + U8.BD2 (6) 
Thay (8), (4), (5) và (6) vào (1) ta có : 
S\ = 8gp † Spco * Sopạ † 8 
+ pro + 1⁄4(AC? + BD?) = 
= 8Ancp + 4(AC? + BD?) = 
= S+ 1/4AC? + BD? > S + L2AC.BD > 
>S+1/2.AC.BDasinz = 268 


(z là góc giữa 2 đường chéo AC và BD 
của tứ giác ABCD), dấu bằng xảy ra khi và 
chỉ khi AC = BD và sinz = 1, hay AC = BD 
và œ = xi2. Nói cách khác, S; = 25 khi và 


HAE # 


chỉ khi các đường chéo của tứ giác ABCD 
bằng nhau và vuông góc với nhau (đpem). 

Bài toán 102 (T7/14ã) 

Gọi lần lượt a¡, a,, ø; ; Bị, B„ By, O là 
các cạnh, trung điểm của các cạnh, tâm 
đường tròn ngoại tiếp của tam giác A;A,Á; 
ta có : 





mị, <R+QOB, 
mụẦì < đinh, + OBiJ/h 


hay q) 


Một cách hoàn toàn tương tự như thế có 
mạ!lh„ < Ríh; + OB,lh, (2) 
mạíhs < Tùh, + OB/h¿ (38) 
Cộng các bất đẳng thức (1), (2), (3) vế với 
vế ta có 
mịlhị + mạlh; + mạ(h; < 
< OBih, + OB,lh; + OB.h; + R(l/h, + 


+ 1â, + 1h) Gọi Š là điện tích AA¡A;4; 
ta thấy : 


OBJ/h, + OB,Uh„ + OB;/h, = 

= a,.OB,/2S + a,„OB/2S + a,OB./2S = 1 

1/⁄h, + l/h; + l/h¿ = (œi +a, +a,)/2S = 
pÐ/S = lứm. 

Từ đó ta có bất đẳng thức phải chứng minh. 

b) Xét tứ diện AA;A+4, có chứa tâm Ó 
của mặt cẩu ngoại tiếp ta gọi lần lượt mạ, 
Hy, Hạ, Phụ ý hạ, hạ, hạ, hạ ; #8, r là các đoạn 
thẳng nối các đỉnh A,, A.„ A„, Á„ với tâm 





4T: 





đường tròn ngoại tiếp các mặt đối diện ; các 
đường cao ; bán kính mặt cấu ngoại tiếp, nội 
tiếp thÌ ta luôn có : 

m/hi + m(h; + mạlhạ + mịh, < 
( + r)r Thật vậy : Gọi Bị, B,„ By, , là 
tâm các đường tròn ngoại tiếp các mặt của 
tứ diện ta thấy mị < R+OB, hay mịlh, 
J/h, + OBI/h,. Tương tự cũng có m;lh, < 
Rịh, + OB,lh, mạlh„ < RịÍh, + OB,Jh+, muIh, 
< Rih, + OB,lh,. 

Cộng các bất đẳng thức này vế theo vế 
được. 
mìlhị +mjjh, + malh, + m (Ji, € BC, + Lh, + 
+ 1ã; + l/h,) + OB,Ih, + OB,lh, + OBjJh, 
+ OB//h„ Ta cũng có 

L/hị + hk; + 1/h; + Mh„ = 

+ + = 
GA Ý SA A AT ÖAÝA, } SA 2,2 )/8V 
1/r và OBj/h + OBj/h, + OB;jh, + OB,jh, = 
+ + + 
VoAA,A/V VOA.A;A tá VoAA,AJ/V 
oAAA/Y 

Từ đó ta được bất đẳng thức cần chứng 
minh. 

c) Với tam giác A;A;A4; dấu bằng xây ra 
khi và chỉ khi Ø nằm trên A/B, 2 = 1, 2, 3. 
Nghĩa là A,A„A; là tam giác đều. 

Trong trường hợp tứ diện AIA;AzA4„, dấu 
bằng của bất đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
Ở nằm trên các đoạn AB, £ = 1, 2, 3, 4. 
Nói khác đi tứ diện A,A,Á„4, là tứ điện đều. 

Bài toán 103 (T7/151) 


=1 





a) Do A, B, C, D không cùng nằm trên 
một đường tròn nào nên A, 8, C', D' là bốn 
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điểm phân biệt. Ta có A'B', AD, B'C',... lần 
lượt là trung trực của CD, BD, BC, AD, ... 

Gọi Af, N lần lượt là trung điểm của AB, AD. 
Th có tứ giác nội tiếp AMC”N. Hạ C'H 1 AC. 
Do B'D' L AC nên B'D' /J CH. Vậy B' và 
Ð' nằm về cùng một phía đối với đường 
thẳng C'H và M, N cũng nằm về cùng một 
phía đối với đường thẳng C1. Vậy B'C?' = 
= MCN = n- BAD 


_— -_——— 
Tương tự C'D'A' =xz~ CBẢ |; 
-————_ —— 
D'AP' = x- ĐCB; 
-_— -— 
AB'C' = x ~- ADC. 


Do đó A'B°C'D' cũng là tứ giác lồi không 
nội tiếp được. Cũng vậy ta lại có A”B”C”D” là 
tứ giác lồi và hơn nữa A'B', AB cùng 
vuông góc với C'D' nên A”B” // AB. Tương 
tự B”C”' / BC và C”*A'"' 1 CA. Do đó các tam 
giác A'"B”C”' và ABC đồng dạng. Lập luận 
tương tự ta cũng có các cặp tam giác đồng 
dạng A'”Dˆ'C”' và ADC ; B'C”D"”' và BCD , 

” và ABD. Suy ta ABCD và 
4 ”D°' đồng dạng. 

Đ) Giá sử B'D" cắt AC tại K (trung điểm 
của ÁC). Trên H'D' ta định chiều dương từ 
phía chứa D với AC. Khi đó 


TK = AC.cosÐ/9sinÐ ; Ð'K = AC.cosB/2sinB 
và 
D'P' = |B'K - D'K| 
= ACsin(Ð + B)/2sinsin8 


Tương tự 
sạn — | D?Bsin(2` + Ö) 
f9 X1 | 2sin4`. sinB" | 
Do đó 
A”C? _ 1, sin( + Ð)sin(4 + C) 
KF=——-=- ————~—-“—>—~— 
AC `4 sin4sinBsinCsin?2 


1 sin(A+C) 

® “ 1 sinAsinBsinCeinD 

Bài toán 104 (T9/165) 

Kí hiệu *¡ và y, là hoành độ và tung độ 
của điểm K bất kÌ trong mặt phẳng. Phương 
trình các đường thẳng đ,, ở; đi qua hai điểm 
4A và B ; M và N tương ứng có đạng y = ơx 
+b;y = mx +n. Do ở là giao điểm của hai 
đường thẳng nói trên nên : 


qx, +b = mx; +n 





n—b 
a—m 

Thuợng trình tiếp tuyến của parabon 
y =3? tại các điểm M, N tương ứng là : 


=1; = 





y= 2u + — xạ, và y = 2x + — xụ. Do I là 
giao điểm của hai tiếp tuyến nơi trên nên : 
2X, ~ Xử, = Ö NT — XẾ "" 


=1 = Œụ Ms (1) (vì zự # #N) 

Do đó : y¡ = 2x +¡ - xÿ; = xw+xw(2) Vì 
các điểm A, B là giao của đường thẳng ở, 
với parabon y = x2 nên x 'A*p là hai nghiệm 
của phương trÌnh : : 

» 
-gx-b=0 

Vì M, N là giao điểm của đường thẳng 3, 
với parabon y = +? nên z, +, là hai nghiệm 
của phương trình 
2 


x 
Do đó theo định lí Viet ta có : - 
-ở ¡ *ụ Ý #N ®. 


` (3) 


xz? = dc +b +? 


= mx +n ©®x2 ~ mx - n = Ö 


#A T*xụ =ữ;, *A*n = 

#wXN = -n 

Từ (1), (2), (3) suy ra : 

zị = m2, yị = -nj2 

Mặt khác, do 7ï nằm trên đường thẳng đ, 
nên y¡ = œxr + b. 

Suy ra : -n/2 = amJ/2 + b «> 
am + 2(b +n) = 0 (4) 

Gọi A, BH), F, J' là hình chiếu của A, B, 
lLưJ trên trục hoành ta R cổ H 

A2 = xạ -xụ, Bử' = *pg —#ÿ 
AT =⁄Ạ -z¡ và = #p —%Ị 
Do đó : 
AB = - ATIRT (5) 

S=ữ, - xJ/Œp - #) = ~ É. - *)Œp ~ #) 
2z ¿*#ụ †+*jrj) = (x„ + xp)ứ, + *) 
«œ2[_- b + mí - b)/2(a ¬ m)] = 
= g[ữmj/2 + (n — b)/(œ - m)] 
«© 4b(m - d) + 2m(n - b) = 
+ 2a(n - b) 


«(da - m)(am + 2b + 2n) = 0 


œmí(q — m) + 


(6) 


Vì (6) là một đẳng thức đúng (do (4)} nên 
(5) cũng là đẳng thức đúng. Điều đó chứng 
tỏ A', B', 1', j' lập thành một hàng điểm điều 





hòa. VÌ vậy A, B, I, j cũng lập thành một 
hàng điểm điều hòa (đpem). 


Bài toán 105 (T10/168) 


Gọi S là điện tích AABC, S” là diện tích 
AAB'C'. 














Th có 
S= m= 2R?sinAsin BsinC 
@ '= _ 
= 2R2sin Â sinh .sin k 5 ` 


= 9R2cos(A/2)cos(B/9)cos(C/2). 

Do đớ : S/S' = 8sin(A/2)sin(B/2)sin(C/2) 
4{cos[(A - B)/2] ~ cos[(A + B)/2]]sin(C/2) 
4cos[(A - B)/2lsin(C/2) - 4sin2(C/2) - 
~ cos?[(A - B)/2] + cos2[(A ~ B)/2] 

— {2sin(C/2) - cos[(A - B)/2]}2 + 

+ cos2[(A — B)/2] < L. 


Dấu bằng xẩy ra khi và chỉ khi AABC 
đều. 
Bài toán 106 (T9/169) 


Hạ AO +L BC. Xét hệ trục tọa độ vuông 
góc có gốc là O, trục Óx nằm theo OC và 
trục Ởy nằm theo ØA. Do AABC là tam giác 
nhọn nên Ó nằm trong đoạn BC. Vì vậy tọa 
độ của các điểm A, B, C trong hệ trục tọa 
độ Óxy tương ứng có dạng (0, œ), (~Ø, 0), (y, 0) 
với œ > 0, 8 > 0,y > 0. Khi đó tgB = øiØ, 
tgC = aiy, tgA = - tg(B + C) = 

= a(B + y)/(œ2 ¬ đy) () 

Giả sử trong hệ Óxy đường thẳng L có 

phương trình : 


lÌ 


lÌ 
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xcosØ + ysin9 + p = 0 (0 < 9 = const < 2n, 
Ð = const € R) 

Ấp dụng công thức tính khoảng cách từ 
một điểm tới một đường thẳng cho các điểm 
4, B, € và đường thẳng L và theo (1) ta có : 
đài + uˆtgB + u tgC = (asin8 + p)2a(8 + J6 

# ~ Ổy) + (—eoe9 +p)3ajB + (yoos8 +pÌa 


= G2 ain2 + 2apsin9 +p?)a(8 + y)/(œ2 -đy) 3 + 
+ z(đ+y)cos?8 + ø(8 + y)/8y,p? = 
= a( + + y)/(y( x2a2 + 8y(œ2 ¬ 8y)cos28] = 
= ư(8 + + y)/y Øy)] 2) 


De 0< 4 < z/2 nên tgA > 0> z@ + 
+ y)/(ø2 - y) > 0= az?— 8y >0 (3) 

Từ (2) và (3) suy ra : ¿2tgÁ + u?tgR + 
+ 0°tgC > a( + y) = 2A (Đpcm). Dấu "=" 
xảy ra khi và chỉ khi (œp + ØysinØ)? = 0 © 
ap + ysin9 = 0 ©p + Øy/asinØ = 0 (đo œ # 0O), 
Diều này chứng tỏ dấu "=" xảy ra khi và chỉ 
khi đường thẳng L đi qua điểm (O, #yila) - 
trực tâm của AABC. 

Bài toán 107 (T10/169) 

Ý tưởng giải như sau : 

—> _ _—> _ 

1) Chứng minh : 41A + ðŸB + cïC = Ó (Ú) 
„2 Từ, giả, _ thiết _„ SUY ra 
AÁ, = aÏÄ, BB, = bIỂ, CỀ, = cÏỄ. Do đó, nếu 
gọi Œ là trọng tâm của AABC ta sẽ có : 
ĐEN + GB, + GC, = GA + 
+ ÂÃ) + Gỗ + đỗ + (đề + CÈ,) = (GÀ + 
+ đã + BÕ + GiẢ + siŠ + đổ < Ở 

Vậy G là trọng tâm của AA,B 1C; (đpem). 

Sự khác nhau trong lời giải của các bạn 
là phương pháp chứng minh (1). Dưới đây sẽ 


trình bày hai phương pháp chứng minh ngắn 
gọn và đơn giản hơn cả. 


Cách 1 


Gọi M, N lần lượt là giao của C7 và AB, 
AI và BC. Ta có NH/NC = cíb. (Do AN là 
phân giác 4) = bNB = cNC = 
bNB + c.NC = 0 (2) 


4 


“” 


8 


Mặt khác, theo định lí Mênêlaus ta có : 


AMJMB . CHICN.. NIHA = 1 => IAIIN = 
AM/MB. CBICN = AM/MB.(1 + NBÍNC) = 
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= b/g.(1 + cfb) = (b + c)/g => aÏA = (b + c)IN 
= aÏÄ + (b + c)ÏÑ =0 43 

_lừ (2) và (3) suy ra giẬ» + biŠ- + cjỄ = 
gÌÂ + b(Ñ + NỀ) + c{N + NÓ) = 0` 

Cách 2 

Gọi P là giao của A7 và BC. Hạ Aïi L BC. 


Đặt AH = h, và gọi r là bán kính đường 
tròn nội tiếp ABC. 


4 





ru= bổ 
Ta cổ : rịh, = IPIAP = AI/AD = 1 - rịh, 
Vì rœ +b +c) = ah, nên ríh = 
= aÍ(a +b + e). Do đó AI/AP = 
= (b +€)/(a + b + c). Suy ra : 
( + c\Á(a + b + c).PẦ (2) 


PP, l AC (P, € AB) và PP, Í[ AB 


œ SAc› 
Tu Có : CAIPP, = CBỊPB = 1 + PCIPB = 
= l+öc = È +c)/c => 


PP,JCA = el(b + e) = PỀ; = cl(b + e).CÃ 


BAIPP;, = BCÍPC = 1 + PBÍPC = 1 + cịp 
= ( +©lb = PP.JBA = b|(b + c) = 
PP, = bi(6 + c).BẢ 
Do đó : ĐÃ = PỀ, + PỀ, = 
= bí(b + e).BÀ + cl(b + e).CÁ 
Từ (2) và (3) ta cơ : 
TẢ = (b + c)Í(g+b +e).PÄ = 
= 1Í(@ +b + e).(bBÄ + cEÄ) 
- vã = L/( + b + e)(abBÄ + acCÄ) 
Chứng minh hoàn toàn tương tự ta cũng 
sẽ có 
b1Ö = = l(@ +b + c). (abA5 + bcCP), 
cÏẺ = l(a + b + e).(aeAÈ + bcBÈ) 
Do đó : 
_ ~ => — _ 
alÄ+ b[B+ cÏlC = 1/(œ+ b+ e)[ab(BÃ+ AŠ) + 
=a _> — _- _ 
+ bc(Cỗ + BỞ) + ae(CÃ + AC] = 0 
Sau khi chứng minh được (1), lời giải 


được trình bày tiếp theo như đã trình bày ở 
phần 2) 


@®) 





Bài toán 108 (T11/1689) 
_wì tam giác AB ABC nhọn nên các góc ĐAN, 
_——— _—— —— 
PA, MEC, NGEF, PHF, MBD đều nhỏ hơn 
1809. Trước tiên ta chứng mỉnh rằng : 


ND2 + PEỀ + ME2 = NEẺ + PE2 + MD}. (1) 


Ấp dụng hàm số cosin trong các tam giác 
ĐAN, PAE, MCE, NCF, PBE, MBD ta thấy : 

ND? = cŸ? + b2J4 ~ becos(A + 609) 

PEF2 = qˆ + c2/4 — aecos(B + 609) 


ME? = b2 + g2/4 - abcos(C + 609) 
NF2 = d2 + b2/4 — abcos(C + 609) 
PE2? = bˆ + c2/4 ~ becos(A + 60°) 
AMD2 = c2 + d2/4 ~ œccoa(B + 609) 


Từ đây thấy cớ được (1). 

Gọi H, L, K là các hình chiếu của M, P, 
N xuống DE, EF và DPF ta phân tích : 
ND = DK? + KN? ; PF2 = PL2 + LE? ; 
ME? = MH? + HE? ; NF2 = KN? + KEẺ; h 
PE2 = EL?+ PL? ; MD2 = MHˆ + DH? pp 
ước đi ta có : BH? + ƑL2? + DK2 = 
= DHˆ + EL2 + + FK? (2) 

Bây giờ gọi R là giao của MH và NE, Gọi 
1 là hình chiếu của F trên EF ta có. h 


EH? + L'F2 + DK? = DHˆ + (EL')ˆ + rkê (3) 


(vì cùng bằng DR2 + RE? + RF° — 
— (RHˆ + (RLU)2 + RK?) 

'Từ (2) và (3) suy ra EL2 - FL2 = EL/2 - F2, 
điều này tương đương với EL - FL = EL - FL'. 
Từ đây suy ra L = L. 

Vậy P, R, L thẳng hàng. Suy ra # € PL 
nghỉa là PL, MH, NK đồng quy. 

Bài toán 109 (CT89/170) 

a) Gọi các đường thẳng AM, BM, CM lần 
lượt là z, y, z. Gọi z° y' z tương ứng là các 
đường đối xứng với +, y, z qua các đường 
phân giác trong của các góc Ầ, 8c của 
AABC. Giả sử x' cắt y' tại M', ta sẽ chứng 
minh M' € z'. Thật vậy, gọi P, P'; Q,9'; 
R, R' tương ứng là hình chiếu của A, M' 
trên các đường thẳng ĐC, CA, AB. Từ sự đối 
xứng của z và z° qua phân giác trong của 
Â và từ sự đối xứng của y và y qua phân 


3t -TCTH 


giác trong của B ta có : 44=4; () và 


ñ, = 8, (2) (xem hình 1). Dễ thấy rằng : 


MQ `” MR 

Œ)>—= 
MR' ~MQ 

=MQ.M'Q' = MR.MR' (8) 

MR` MP 

(2) ©®1pr=_p “>MRMR = MEMP Ø) 

Từ (l) và (2) suy ra MPMPP' 
vn MP' = Mẹ >> 

= MQ.M'Q MÔ ” MP *° Cì E Ca (3) 


chứng tỏ z và CM' đối xứng với nhau qua 
phân giác trong của €. Từ đó suy ra M° € z'. 
Vậy, nếu x' z# y' thì z', y' và z° đồng quy tại 
một điểm M' nào đó. 

- NI sử , /j y, ta sẽ chứng minh rằng 
# Thật vậy, đặt 44 ¡=4 = ®“, 
ñ,=8 = Bộ (Xem hình 2). Do z' // y' nên 
B, =4; tức là œ = 8, và vì vậy ta được : 
MBC = 8 = a = MÁC. Suy ra bốn điểm 
M,A, B, C cùng nằm trên một đường tròn. 
Từ đó ta ‹ ta có : 
z=_M( MCB = MAB = ,+¿=, +) 
= CAz. Do đó z' // x' và như vậy #' // y" Đa" 
Vậy +, y, z' boặc đồng quy hoặc song song 
với nhau (Đpem). 

b) Nối QE và Q”R" (xem h. 1), ta sẽ chứng 
minh rằng QEER'@' là tứ giác nội tiếp. Thật 
vậy, ta có QMR = TM`°Q' (góc có cạnh 
tương ứng song song). Hơn nữa ta lại có 
MQ/MR = M'P'/M'Q' (do (Ù), Tù đó suy ra 


AMQR ~ AM'R'Q'. Do đó MQR = M'R' 
và vì vậy ta được AQR = 90°- MQR = 


90°- M'R'Q' = AR'Q'. Điều này chứng tỏ 
tứ giác QQ”R'R là tứ giác nội tiếp. Hơn nữa, 
do tâm của đường tròn (V) ngoại tiếp tứ giác 
QQ°R'F là giao của hai đường trung trực của 
hai đoạn QQ” và #' nên theo định lí Thiét 
suy ra tâm của (V) là trung điểm S của đoạn 
MM'. 

Tương tự như vậy ta sẽ chứng minh được 
các tứ giác RR'P'*P và PP'Q'qQ là các tứ giác 
nội tiếp và tâm của các đường tròn ngoại 
tiếp các tứ giác đó là S. 

Từ đó suy ra sáu điểm P, @,E,P, Q,Ó R' 
cùng nằm trên một đường tròn có tâm là 
trung điểm S của đoạn MM' (đpem). 
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Chú ý : Với nhận xét rằng M = Ó z M' 
HH và M = HH + M` = O (O uờ H tương 
ứng là tâm đường tròn ngoại tiếp và trực 
tâm của AABC ta sẽ thấy rằng đường tròn 
Óle (đường tròn 9 điểm) là trường hợp đặc 
biệt của đường tròn sáu điểm trong bài toán 
đã ra. 
Bài toán 110 (T10/171) 


Giả sử M © AB, AABC đều cạnh ø. Ấp 
dụng định lí Ptôlêmê vào tứ giác nội tiếp 
MABC ta có : 


Il 


4 
% 


AB.MC = AC.MB + BCMA 
Từ đó suy ra MC = MA + MB. 
Đặt MA = x, MB = y ta được : 
T = MA1 + MB! + MC* = MA + MB + 
(MA + MB)* 
= 2œ' + y4 + 2xŸy + 8x2y2 + 2xy3) — (1) 
Mặt khác áp dụng định lí côsin vào AABM 
ta được : 
-_—— 
MA? + MB? - 2MA.MB.cos AMB 
z2 +yˆ2 +xy CAMB = 120%) 
= (62+ y2 +xy)2 
x8 +y>t + 2x3y + 3x2y2 + 2xy) (2) 
Từ (1) và (2) ta thấy T' = MA* + MB + 


+ MC* = 2a, Điều này chứng tô 7 không 
phụ thuộc vị trí của điểm M trên đường tròn. 

Bài toán I11 CT10/172) 

Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Tn 
phải chứng minh 

~> ~>. —> _> 

GA, +GB, + GC, = 0= 


a2 


> 
I M1 


_—> —~ _> _—> _> _> —> 
GA +AA, + GB + BB, + GC + CC, = 0= 
_> — _—> —> —> 
U=AA, + BB, + CC, = 0. 

_—> _> _—> _ 

(Vì GA + GB + GC = 0). 

Thật vậy quay ba vectơ AÁ„ Bồ, cẻ, 
quanh 4, B, € lần lượt theo chiều kim đồng 
hồ đến AA,, BB;, CC,. 
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Th có AÁ,.ÁA, = 1 (gt). 
AA,.BC = 2S (S là diện tích AABC). 
=> BC = 2S.AA, = BC = 2S.AA,, 





Vì AA, cùng phương và chiều với BỀ nên 
Bề z 28.AÄ.. Tương tự ta cũng có 
_—> kcVT—- _> 
CA = 2S.BB;, AB = 2S.CC,, 
_—> => —> —~ ~*.Ố_ _ 
= 0= BC+ CA + AB=2S(AA,+BB,+CC,) 


_„ £ 2S0”= 0= 0> 0= 0 (vì u là ảnh của 
0° qua phép quay vec tơ góc 909). 
Bài toán 112 (T9/181) 





a) Dặt B.C, = ai, CIÁI = bị, AB = C, 
Xét A cân AB,C, ta có : 


ø, = ( +e~ a)sin(A/2) 


= ( +c-— a)j(1 - cosA)/2 

= (b +e~ a){[L— @1+ e1— a5/2pc]/2 

= [ð2 ¬ (e — ø)?][e? - (œ - 6)?]/4be < 

« Vbc/3 Dấu "=" xảy ra ©=øơ = b = c. 

Tương tự, từ việc xét các A cân BA¡Cy, 
CBỊA,, ta được : b, < Ýac/2 và c¡ < Ýab/2 

Dấu "=" xây ra ad = b = c. 

Do đó : 

ai +öịi tcị < (bể + Jac + Ÿeb3/2 < 


< (+ +c)/2 (Đpem) 
Dấu "z=" xảy ra «@q = b = c ©ÔAABC 
đều. 


b) Ấp dụng định lí hàm sin cho ABOC ta 
được : 


OCj/sin(B/2) = 
d/cos(A/2) 

= ÓC = øsin(B/2)/cos(A/2). 

Tương tự, ta được : 

OA = bsin(C/2)/cos(PR/2) 

OB = csìn(A/2)/cos(C/2) 

Do đớ : 

OA.OB.OC = abctg(A/2)tg(B/2)tg(C/2) (1) 

Từ tg(A/2) = cotg(H/2 + C/2) = 

= [I - tg(B/2)tg(C/2)1/tg(B/2) + tg(C/2)] 


rút ra 


tg(A/2hkg(H/2) — + 
tg(C/2Mwg(A/2) = 1. 


Do đó, áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 
ba số dương tg(A/2)tg(B/2), tg(8/2)tg(G/2), 
tg(C/2Ng(A/2), ta có : 

1> Ÿig%A/20gXB/2):g2(C/2) 

= tg(A/2)tg(BI2)tg(C/2) < A3 — (2) 


Dấu "=" xây ra ©tg(A/2) = tgậ2) = 
tg(C/2) ®A = B = C. Từ (1) và (2) suy ra : 


OA.OB.OC < abc/3J8 (3) 


Ấp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số 
dương øz.OA? bð.OB?, c.OC2 ta có 
OA.OB.OCJ(a.OA2 + b.OB2? + c.OC?) < 


< (1⁄8) OA.OB.OCiabe 
< 1/88 (do (3) (Đpem) 
Dấu "=" xảy ra 


BCjsin(B + C2) = 


tg(B/2tg(C/2) — + 


c=u.OA? = b.OB? = c.OC?<= 
«-ÁA =B=C 
«©=q = b = c©=AABC đều. 
Bài toán 113 CT10/132) 
Ta chứng mỉnh bằng cách chỉ ra một cách 
dựng hình hộp thỏa mãn điều kiện của đầu bài. 
Trước tiên ta dựng một tứ diện đều ABDA 
có cạnh a rồi dựng các hỉnh bình hành 
ABCD, AA'B'B và AA'D'D. Sau đó dựng hình 
bình hành B8'C'C. Hình ABCD. A'B'C'D' là 
hình hộp thỏa mãn điều kiện của đề bài, 
(Các bạn tự chứng minh). 





Cho M là điểm giữa của AB, ÑN là điểm 
giữa của CD thì vì các tam giác ABD, ABA' 
là tam giác đều nên nếu ta cát hình hộp 
ABCDAB'C'D' bởi một mặt phẳng vuông góc 
với các cạnh bên AB, CD, C'D', B^A' tại M 
thì thiết diện thẳng sẽ là tam giác cân A'MD. 

Nếu mặt phẳng vuông góc ø cất hình hộp 
tại W thì do các tam giác DBC và DD'C là 
các tam giác đều nên thiết diện thẳng đi qua 
B, D' và P (là điểm giữa của A'B'), là một 
hình thoi có cạnh bàng chiều cao BN của 
tam giác đều DBC. 


Nếu mát phẳng vuông góc œz cắt hình hộp 
tại một điểm E nằm giữa M và B thì thiết 
diện thẳng sẽ là hình ngũ giác như ngũ giác 
EFGHEK. 

Nếu mặt phẳng vuông góc œ cắt hình hộp 
tại một điểm nằm trong khoảng từ A đến M 
ta được các thiết diện thẳng là các tam giác 
cân. 

Nếu mặt phẳng vuông góc z cắt hình hộp 
tại các điểm trên D'C' tình bình xảy ra cũng 
tương tự. 

Túm lại các thiết điện thẳng của hình hộp 
sẽ có dạng là các hình tam giác cân, các hình 
ngũ giác và có ba thiết diện thẳng là hình 
thoi. 

Bài toán 114 (T9/136) 

Gọi A,, 4; là tiếp điểm của các mặt cầu 
nhỏ (Ø;) ; (Ó;) với hình tròn lớn của nửa 
hình cấu đã cho ; B;, B; là các tiếp điểm của 
các mặt cầu (Ø,), (Ó,) với nửa mặt cầu đã 
cho. CD là đường kính của hình cầu tâm Ở 
bán kính #, vuông góc với mặt phẳng của 
hình tròn lớn đã cho. Ta có : Ó,A, / ÓC ; Ó, 
O,, B, thẳng hàng và do O,B, / Ø,A, = OB| / 
ÓC nên cũng có A, B,, C, thẳng hàng (với ¡ 
= 12). Lại có, tứ giác Á,ODB, nội tiếp vì 
DBC = A,OD = lv, nên : 


483 








CA,.CB, = CO.CD = 2R? (¡ = 1,3). Do đó 
C có cùng phương tích với hai mật cầu (0;) 
và (0.), hay nằm trên mật đẳng phương 
của hai mặt cầu đó. Từ đó, gọi 7' là tiếp điểm 
của hai mặt cầu nhỏ thì ta có CT sẽ là tiếp 
tuyến của chúng và CÍ? = CA,CB, = 2E. 
Vậy 7 thuộc mặt cấu tâm €C bán kính Rỷ2 
cố định (đ.p.c.m). 

Bài toán 115 (T9/137) 

Từ điều kiện của để bài ta thấy chỉ cớ thể 
xảy ra một trong hai trường hợp sau : 

Trường hợp 1 : Thiết diện của [P} uờ tú 
điện ABCD là tam giác (Trường hợp này xây 
ra khi giao tuyến của [P] với một mặt nào 
đó của tứ diện, hoặc đi qua trọng tâm của 
mặt đó hoặc chia mặt đó ra làm hai phần, 
một phần chỉ chứa 2 điểm của mặt, còn phần 
kia chứa điểm còn lại cùng trọng tâm của 
mặt đó). Trong trường hợp này luôn tồn tại 
một mặt của tứ diện, giả sử mặt BCD, nàm 
về một phía của [P]. 

Gọi G, là trọng tâm của ABCD. Nối BƠ, 
kéo dài cát CD tại điểm giữa ï của CD. Trên 
BI kéo dài về phía ¡ lấy điểm B, sao cho 
1B = 1G,. Gọi G¡, I,, B, là chân các đường 
vuông góc hạ từ G¡, ï, B,„ xuống [P]. Do các 
bộ điểm (B, G¡, 1, B,) và (C, I, D) thằng 
hàng nên các bộ điểm (,, Gì, 1,, B,) và 


(C\, ïạ, DỊ) cũng thẳng hàng. Ấp dụng định 
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lí về đường trung bình trong hÌnh thang lần 
lượt cho các hình thang CC,ÐD,D, G,G1B,B, 


và BB,B,B, ta được : BB, + CƠ, + DD, = 


= BB, +91I, = BB, + G.G) = B„B) 


{ 


(BB, + BQB.) + Giới 


3G,G, q) 


Do G là trọng tâm của tứ diện ABCD nên 
AG = 3GG, @®) 

Dễ dàng chứng mình được : AAA,G <5 AG,G@@. 

Từ đây kết hợp với (2) suy ra ÁÁ, = 
86G, (3) Kết hợp (1) và (3) ta được : 
AA, = BBị + CC, + DD, (đpem). 

Trường hợp 2 : Thiết diện của [P] uờ tú 
diện ABCD là tứ giác. 

(Trường hợp này xảy ra khi giao tuyến 
của [P] với một mặt nào đó của tứ diện chia 
mặt đó ra làm hai phần : một phần chỉ chứa 
1 điểm của mặt, còn phần kia chứa 2 điểm 
còn lại cùng trọng tâm của mặt đó). Khi ấy 
[P] SẼ chia không gian ra làm 2 phần : một 
phẩn'chỉ chứa 2 đỉnh của tứ diện, chẳng hạn 
A, C, còn phần kia chứa 2 đỉnh còn lại B, D. 
Gọi M, N, Q là điểm giữa của AC, BD và 
MN. Lấy điểm O bất kì trong không gian. 
Th có : 


Gề = 5 (OM + GÑ) 


tôi ¬ 


+ [4(ðÄ + đồ + } (ðỀ + ðb 
5|? 2 


1 „¬ _> _—> _> 
4 (0A + 0B + ÓC + 0D) (4) 
Do G là trọng tâm của tứ diện nên : 
GÀ + GB + đề + ŠÐ = 0 

_> ~ _> _> 
= GỖ + OA + GO + OB + 

_> _> —> _> 
+ GÓO + OC + GO + OD =0 


= ðŠ =2 (0Ã + ÔŠ + ðÈ + ÖÐ) (5) 


Từ (4) và (õ) suy ra Q s G. Tức 3 điểm 
M,G, N, thẳng hàng và MG = GN _ (6). 
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Gọi M,, N¡ là chân các đường vuông góc 
hạ từ M, N xuống [P]. 

Do các bộ điểm (A, M, C) và (B, N, D) 
thẳng hàng nên các bộ điểm (A, 1M), C,) và 
(B\, Nụ, DJ) cũng thẳng hàng. Ấp dụng định 
lí về đường trung bình trong hình thang lần 
lượt cho các hình thang AA,C;¡C và BB,D.D 
ta cổ ; 

AA, + CC, = 2MM, (Œ) 
BB, + DD, = 2NN, (8) 

Đồng thời từ (6) suy ra : MM, = NN,. 

Từ đây kết hợp với (7) và (8) ta đưc._ : 
AA, + CC, = BB, + DD, 

Như vậy trong trường hợp này điều 
khẳng định của đề ra cần được thay bằng 
điều khẳng định sau : "Tổng của hai trong 
bốn đoạn thẳng AA,, BB,, CƠ,, DD, bằng 
tổng của hai đoạn còn lại”. 

Bài toán 116 (T10/141) 

a) Th có BD /J B'D' ; BA: (¡ C}DÐ' nên mặt 
phẳng (BDA?) // mặt phẳng (H'CD'. Theo 
định lí Talét mặt phẳng song song cách đều 
hai mặt phẳng (BDA) và (B'CD') sẽ chứa 6 
trung điểm M, N, P, Q, F, S (xem hình về). 
Vậy lục giác MNPQRS là phẳng. Với chú ý Ó 
là tâm đối xứng của hỉnh hộp (Ó - giao điểm 
của 4 đường chéo của hình hộp) nên M và 
Q;RvàN; S và P đối xứng với nhau qua O. 
Từ đó suy ra lục giác MNPQRS có tâm đối 
xứng là Ơ. 

b) Sử dụng tính chất đường trung bình trong 
tam giác ta dễ dàng có lục giác phẳng ứng với 
đường chéo AC'ˆ là đều ©A'B = Ä'D = BD ; 
lục giác phẳng ứng với đường chéo A'C là 


đều ©AH' = A?' = B'?D' = BD, lục giác 
phẳng ứng với đường chéo BD' là đều © 
AB' = BC = AC. Từ đớ quy ra: AB' = AB; 


Ù 
‡ 
l 
I 


rộ 


» 





AD' = AD ; AC = BD. Vậy hình hộp thỏa 
mãn đề bài là hình hộp chữ nhật. Gọi 
x=AB;y =AD, z= AA' từ AD = BD = AB 
ta có x2 + y2 = y2 +z2 = z2 +x? x = ÿ =2. 
Tơm lại hình hộp thỏa mãn yêu cầu của đề 
bài là hình lập phương. 

Bài toán 117 (T11/155) 

a) Giả sử œ là số đo góc các mặt của tam 
diện đều đỉnh A, Ó' là giao điểm của A'C' và 
B'D' a là độ dài cạnh của hình hộp. Th có 
AA'B'C' = AA'AC = AA'D'C' (A'C' chung và 
A'D' = DC' = AA = AC'= AB'= BC'= 
ø) suy ra Ó 'B' = O'A' = O'D'. Vậy AD'AB' 
vuông tại A. Từ đó có B'D'2 = AD'? + AB, 
Nhưng B°D'? = 4a?sin2(z/2) = 2a?(1 — cosa). 

AD'2= AB'2= 4a?cos2(z/2) = 2œ2(1+ cosz). 

Vậy có : Ì — cosz = 2 + 2cosz 
hay : cosz = — 1/3 tức là œ = arocos(— 1/3). 


br rà 
b) Gọi K là giao điểm của AC với đường 
thẳng qua @ và song song với ÁA'. Th có 
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AKQ = ACỡ = QAR. 

Suy ra AAKQ cân hay QK = AQ 

Ký hiệu VOAww là thể tích của hình chóp 
QAMN. V„„„„ là thể tích hình chớp PAMN 
ta CÓ : 


AQ/AP = QR/AP = VD AMN'YPAMN (@Ủ) 
Một cách tương tự ta cũng có : 


AQAN = VoxwpVNup 2) 

AQIAM = VOAMNÍ VựApy @®) 

Mặt khác ta thấy 
VOAMN  Voxp T VoAnp = ŸAjwp 


Vậy (1) + (2) + (3) cho ta đẳng thức cần 
chứng minh. 


Bài toán 118 (T11/168) 


Cách ¡. Trước hết, áp dụng định lí về 
tính chất đường đối trung trong tam giác 
(Báo TH và TT, số 150 năm 1986), chứng 
minh rằng : 


Mạnh dề 1. Mặt phẳng đối trung phát 
xuất từ một cạnh nào đó (AB) của tứ diện 
ABCD chia cạnh đối diện (CD) thành hai 
đoạn (MC và M?) tỉ lệ với bình phương diện 
tích các mặt (ABC và ABD) kế với các 
đoạn đó. 


Thật vậy, ta hãy chiếu vuông góc toàn 
bộ hình vẽ lên một mặt phẳng ø nào đó 
vuông góc với AB ở A'. Gọi E, KX và M lần 
lượt là giao điểm của cạnh CD với các 
mặt trung diện, phân giác, đối trung phát 
xuất từ cùng một cạnh AB của tứ diện ; 
và C°, D', E', K', M' lần lượt là hình chiếu 
của các điểm C, D, E, K, M trên a; 
CC}¡ DŨD fJEE' I KKT DMM JAA' La. 
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Thế thì dễ đàng thấy rằng : Ô”A'Ð' là góc 
phẳng tại A' của nhị diện cạnh AB, A'E', 
AK', AM' lần lượt là các đường trung tuyến, 
phân giác, đối trung phát xuất từ cùng một 
đỉnh A' của tam giác A'C'D' và MC ;: MD = 
= MC': MTD' (1) (tính chất của phép chiếu 
song song). Mặt khác, theo tính chất của 
đường đối trung, thì : 


MC:M'D' =AC?:AD2 (3) 

Nhưng A'C' và A'D' lần lượt là hình chiếu 
của các đường cao ứng với cạnh AB và do 
đó bằng các đường cao đó của các tam giác 
ABC và ABD, nên : 

A'C': AD' = 1/2.AB.AC':1/2.ABAD, 
tức là : A'C' : A'Dˆ = s(AABC) : s(AABD) 

(8) 

Từ (1), (2), và (3) ta suy ra đ.p.c.m. : 

MC : MD = s2(AABC) : s(AABD)(4) 

- Bau nữa, áp dụng định lí Céva trong 
hình học phẳng, chứng mỉnh 

Mệnh dề 2. Ba mặt phẳng đối trung đi 
qua ba cạnh (AB, AC, AD) phát xuất từ cùng 
một đỉnh (A) của tứ điện thì đồng trục, nghĩa 
là cắt nhau theo một đường thẳng (đ„) đi 
qua đỉnh chung đó, gọi là đường đối ~ trọng 
tuyến đi qua đỉnh đó. 

Thật vậy, gọi là giao điểm của cạnh 
DB với mặt đối trung đi qua cạnh AC và P 
là giao điểm của cạnh BC với mặt đối trung 
đi qua AD theo mệnh để 1, ta có : 


ND:NB = s2(AACD):s(AACB) ; (5) 
và : PB:PC=s2(AADB):s(AADO ; (6) 
Từ (4), (5), (6) ta được 


MCIMD.NDỊNB PB/PC = 1 ; lW0) 

Vì M, N, P lần lượt nầm trên các cạnh 

CD, DB và BC của tam giác BCD, nên viết 
lại (7?) đưới đạng độ dài đại số thì được : 

MCjMD = .NDjNB. PBỊPC =— L1 (8) 

Hệ thức (8) chứng tỏ rằng (định lí Céva 

áp dụng vào tam giác BCD với ba đường 

thẳng BM, CN và DP) ba đường thẳng BM, 

CN và DP đồng quy tại một điểm Á, nào đó. 


Từ đó suy ra ba mặt phẳng đối trung 


(ABM), (ACN) và (ADP) cắt nhau theo một 
đường thẳng đ„ = (AA,) đi qua A. 


-~ Cuối cùng, bất cứ hai đường đối - trọng 
tuyến nào cũng đồng phẳng (và do đớ, đôi 
một cát nhau), chẳng hạn, hai đường 
đụ = (AA,) và d„ = (BB,) phát xuất từ hai 
đỉnh A và B của tứ diện thì cùng nằm trong 
một mặt đối trung phát xuất từ cạnh AB nối 
hai đỉnh đó, mà không song song nên phải 
cất nhau. Bốn đường đối - trọng tuyến 
đạ, dn, đe d„ của tứ điện đôi một cắt nhau mà 
ba mặt không đồng phẳng, nên chúng đồng quy 
tại một điểm (đpcm) ; ta gọi điểm này là điểm 
đốt - trong tâm của tứ điện và kí hiệu là GŒ'. 
(Trọng tâm của tứ diện kí hiệu là G). 

Cách 2. - Trước hết, chứng minh : 


Mệnh dề 3. Điều kiện cần và đủ để tích 
của ba phép đối xứng - mặt là phép đối xứng 
- mặt, là ba mặt phẳng đối xứng cất nhau 
theo một đường thẳng (đồng trục), hoặc song 
Song với nhau, 

Chứng minh : Kí hiệu 5, là phép đối xứng - 
mặt qua mặt phẳng x, và giả sử 525 y„S,= 5,;@ 

@) =5 5v =5. 5S; đi 


Z0 (1 


(vì S? là phép biến hình đồng nhất). 


Môi vế của đi) biểu diễn một phép quay 
xung quanh một trục, hay một phép tịnh tiến : 


S„5,= 9œ, ny =4) (ii) 


Sz9,=7 đv) 
tùy theo hai mặt phẳng đối xứng cắt nhau 
hay song song. 

Do đóx ny=zñ#= q là trục của phép 
quay (i ; còn nếu z / y thì z //£ và x //y 
/j z jj † vì cùng vuông góc với phương của 
phép tịnh tiến (iv). 

Sau nữa, áp dụng mệnh đề 3 để chứng 
minh mệnh để 2. Thật vậy, dễ thấy rằng 
trong một tứ diện, ba mật trung diện phát 
xuất từ ba cạnh của một góc tam diện cất 
nhau theo một đường thẳng đi qua đỉnh của 
góc tam diện và trọng tâm của mặt đối diện 
gọi là đường trọng tuyến (hay trung tuyến) 
của tứ diện phát xuất từ đỉnh đớ. 

Th xét góc tam diện Đ(ABC), đạt (DBC) = Ø, 
(DCA) = 8, (DAB) = y và gọi +, +, z lần lượt 
là các mặt trung diện phát xuất từ các cạnh 
ĐA, DB, DC ; x, y, z' lần lượt là các mặt 
đối trung phát xuất từ các cạnh DA, DB, DC. 
Thế thỉ, theo định nghĩa mặt đối trung, ta 
có các hệ thức : 


(,z) = Œ, 8), (,y) = 7), (, ø) = (, z) 


Từ đó, ta được : 
Su Šy = 5,5; = 6. = 5y25,„5s 


SuøŠy = S8, = 6= S88, 
S,u5„= 5s S„ = S„ =6 5,6, 
Do đó : 
Sz„S,„S„= Sz(S,; 8.„ 8,)Sz= Sz„S,Sa= S(v) 


Hệ thức (v) chứng tỏ rằng các mặt phẳng 
đối trung x, y', z' đồng trục (VÌ z' z y1): 
z'ay'=d.cz'. 

- Sau cùng lặp lại đoạn chứng minh cuối 
của lời giải 1, 

Bài toán 119 (T12/173) 

Cách đánh giá thứ nhất. Ta chứng minh 
rằng : với M là một điểm bất kì trong không 
gian ta có : 

MD < MA + MB + MC. @) 


Thật vậy, theo bất đẳng thức tam giác ta có : 
MD < MA + AD = MA + BC < MA + MB + MC 
Cho M trùng với O ta được : 


OD < OA + OB + OC =rị +ry + rị = 


= 12+ 16 +48 = 76 em. 

Bất đẳng thức này nói lên rằng đỉnh thứ 
tư Ð luôn luôn nằm trong mặt cầu tâm O, 
bán kính # = 76em. 

Cách đánh giá thứ hai : Trước hết ta 
chứng minh rằng : Trong một tứ diện gần 
đều ABCD, trọng tâm G trùng với tâm Q 
mặt cầu ngoại tiếp tứ diện. 

Thật vậy, dễ dàng chứng mình được rằng 
trong một tứ diện, ba đoạn thẳng nối trung 
điểm các cặp cạnh đối điện thì đồng quy tại một 
điểm. Điểm này là trung điểm của mỗi đoạn 
thẳng đó và được gọi là đọng /âm của tứ điện. 

Gọi P và P' lần lượt là trung điểm của 
BC và DA (đoạn PP' còn gọi là một đường 
trung tuyến kép). Từ AAZC = ADCB suy ra 


2 2 
L2) 


487 


ÁP = DP. Cũng vậy từ ABDA = ACAD suy ra 
BP' = CP'. Do đó PP' là đường trung trực 
chung của hai đoạn thẳng BC và ĐA. Trung 
điểm của PP' chính là bong G của tứ diện. 


Bởi vậy ta được : = GD, GB = GC. 
Cũng chứng mỉnh nh cách tương tự ta 
thấy G nằm trên đường trung trực chung 
của AB và DC, của CA và DB. Từ đó suy ra 
GA = GB = GC = GD, nghĩa là G = Q, tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện. 


Bây giờ ta chứng mình rằng : với M là 
một điểm bất kÌ trong không gian ta có : 


MD2 < MA? + MB? + MC? 
Thật vậy, ta có : 
MA? + MB? + MC2 - MD” = 
_ — - => 
= MA? + ME? + MC2 - MD° = 
= (QÀ- QW)?+ (9ð— QÄp?+ 
+ + (QỆ- € SW? -@Ö- - 9? = 
q2? + - gi + + QC? = Q2: + 2QM2 - 
- 2(@A + Q+ $È - Qb)QM 
2(R2 + DM2) — 
- si(QÄ + QŠ + Qề + đổ) - 29b\9k 
trong đó # và Q là bán kính và tâm mặt cầu 


ngoại tiếp tứ diện. Vì ìQ= : ,Œ theo chứng 
minh trên nên SÀ + qồ + $qÈ + qb= hX 


Vậy có : MA? + MB? + MC? ~ MP? = 

= 2(R? + QMÊ + 2QD.QM) 

3(OD2 + QMê +92Q°Ð. SĂ) 

= 2(Qb + gần? z 0 (đpem) 

Cho M trùng với Ó ta được : 

OD2 < OA? + OB? + OC? = r† + r + r$ = 
= 19? + 162 + 48? 

= 42 (32+ 42+ 12?) = 
= 42182 = 527 

Vậy có : OD < B2cm tức là đỉnh thứ tư 


D không bao giờ vượt ra khôi mặt cầu đồng 
tâm O, bán kính rự= 52cm. 


h) 


bị 


42 (62 + 122) = 


Bài toán 120 (T11/177) 

Gọi A' là trọng tâm ASBC và Ó là trung 
điểm của BC. Khi đó A, G, Á' thẳng hàng và 
S A, O thẳng vn Đặt 
SMIiSB = x, SNISC = y (0 <S#*#,y < 1). Ta có : 
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Vsuyy/Vgupc = (SM/SB)(SNISC) = xy(1) 


Mạt khác vì M, A, N € (AMN) x (SBC) 
nên M, A4, N thẳng hàng. Từ đó 
Sasuy! Sasạo = SM/SB . SA'ISO = 


28A qua: Í SAsnc = 24/3. Tương tự ta được : 
2 Sxsxw Í S¿ssc = 2/3 

(Saswz ® Šasvx) ( SAsgc = Œ& †)/3 = 
œ+y)/8=SAswwlŠSassc= cư Tin, 


=x+y= 8xy (2). Từ (2) và giả thiết 0 < 
y< 1 suy ra 1/2 <x< 1; 12 <y <1. 


Đặt VJ/V= xz/(3x — 1)= 3? / (8x— 1)= fŒ) 


ƒfŒ) = x(&x — 2)/(3x — 1)”. Ta có bảng biến 
thiên : 





- 0 + 
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Vạy 4/9 < V/V < 1/2 

Bài toán 121 (T11/179) 
Gọi đ„, đy, đ. lần lượt là khoảng cách giữa 
các cặp đường thẳng (6, ©) ; (c, ở) ; (ø, b) theo 
giả thiết 
đ,(AM+ BN) + d,(BN+ CP)+ d,(CP+ AM) = 
= (đy + d)AM + (d, + dV)BN + (d, + d,)CP 
là không đổi. Dặt ø = d, + đụ, 8= d, + đ„ 
y=d +ủởy thì ø, ổ, y và aAM + 8BN + yCP 


không đổi. Chọn # và Ƒ trên các đoạn AB 
và MN sao cho ,EA/EB = FMỊEN = 8/œ thì 
œEÄ + 8EỀ = = aFÑMt + 8FÑ = r 





1/2 





Từ đó suy ra : 
(+6) BẼ = (aEÂ + aÁM + aMP) + 
+ @EbỀ + 8BÑ + 8N = aÀM + 8BÑ. 


Chọn 7 và trên các đoạn CE và PF sao 
cho IE/IC = = J HP = yí(« + 8. thì ta cũng có 
(œ +8 +) = (œ + Ø)E? + yCÈ = 
= aÀM + 8BÑ + „P, Vì M, N, P ở về cùng 
một phía đối với mặt phẳng (ABC) nên 
—_* ~Ắ_> —> 
AM,BN,CP cùng hướng, kết hợp với 
«AM + 0BN +yCP là không đổi suy ra 


aÀM + 8BÑ + + rCP _ không đổi. Vậy 
1) „ AM 0BÑ 0 CP và không đổi. Do 4A, B, 
€ cố định nên E và 7 cố định. Suy ra là điểm 
cố định. Như vậy hỉnh chiếu của trọng tâm G 
của tam giác ABC lên mặt phẳng (MNP) luôn 
nhìn đoạn G/ cố định dưới một góc vuông nên 
nằm trên mặt cầu đường kính Gv cố định. 


§5. Các bài toán quỹ tích 


Bài toán 122 (T12/149) 

Thuận : Theo giả thiết đầu bài ta luôn có tứ 
giác OAMB thoặc tú tứ giác OABM) nội tiếp = 

= AMÔO = ABồ. = 459 (vì AAOB vuông, 
cân ở Ó) (hoặc AMò = 18õ°) = OM lập với 
ở góc 45" 

=> M nằm trên 2 đường thẳng đi qua O 
và tạo với ở góc 4ð9, 

Giới hạn : M chỉ nằm trong hình vuông 
PQES ngoại tiếp (O) và có các cạnh / đ 
và ¿ đ'., 





Vậy ẤM nằm trên 2 đường chéo của hình 
vuông PQRS. 

Đảo : Lấy điểm Xí bất kÌ trên đường chéo 
PR (hoặc trên QS), qua M kẻ đường thẳng 
/ d cắt () ở A, kẻ bán kính ÓB L OA. Ta 
phải chứng mình MỸ /j d. 

—`> 

Thật vậy, tứ giác OAMB nội tiếp vì AMO 

—_———— -—— -———— 
= ABO = 4ã° => AMEB = AOB = 
AM jId,d + d'> MB //d'. 

Kết luận : Quỹ tích của M là 2 đường 
chéo hình vuông ngoại tiếp đường tròn (O) 
và có các cạnh / ở và // đ'. 


lv mà 


Bài toán 123 (T11/162) 


Gọi a, b, c là ba đường thẳng không đồng 
quy, lần lượt đi qua các đỉnh A, B, C. Góc 
giữa các cặp đường thẳng (ø, b), (b, e), (c, ơ) 
đều bằng z/8. Khi đó A' 8” C' lần lượt là giao 
điểm của các cặp đường thẳng (Ò, c), (q, e) 
và (œ, b). A'B'C) là tam giác đều thỏa mãn 
điều kiện của đầu bài. Gọi Cy, C„ C., lần 
lượt là các đường tròn ngoại tiếp các tam 
giác ABC, AB'C, ABC". Các đường phân giác 
gø, Ð), c, của các góc giữa các cập (b, c), fc, 
ø) và (a, b) lần lượt đi qua các điểm cố định 
E. L,M là các điểm giữa của các cung nhỏ 
BC, CA,AH thuộc các đường tròn 
C\, C,, C+, và chúng đồng quy tại X là tâm 
đường tròn nội tiếp của tam giác A'B'C'. 

€ 








Vì tam giác A'B'C' luôn là tam giác đều 
nên ba đường tròn C¡, C„, C; cát nhau tại 
một điểm ?P (gọi là điểm Torixeli). Vậy khi 
A, B, C, chạy trên các đường tròn C, trừ 
điểm P, C, trù điểm P và C. trừ điểm P thì 
các phân giác ø”, ð”, c', quay xung quanh các 
điểm cố định K, Ư, M theo mọi phương trừ 
ra các phương XP, LP, MP. Dễ dàng thấy 
rằng các cặp phân giác (œ”, b'), (b} €'), (e°, a") 
luôn hợp với nhau một góc 2z/3. Từ đó thấy 
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giao điểm X của chúng luôn luôn nhìn 2 cặp 
điểm của ba điểm cố định #, L, M dưới góc 
không đổi +/3 và nhỉn cặp điểm thứ ba của 
8 điểm này dưới góc 2z/3. Vậy quỹ tích của 
X, tâm đường tròn nội tiếp các tam giác 
A'B'C', sẽ là một đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đều KLAM trừ điểm P (điểm P cũng nằm 
trên đường tròn này). 

Bài toán 124 (T11/164) 

1. Quỹ tích trọng tâm AAMN. 

Trước hết ta tìm quỹ tích trung điểm ï 
của MN. Gọi 1, ở, K, L lần lượt là trung điểm 
của MN, NB, BC và MG. Gọi AA, là đường 

—_———— 
phân giác trong của BAC ; 1„ là giao điểm 


của đường thẳng đi qua X song song với 
AA; với cạnh AB hoặc ÁC. 


Phần thuận : Ta có lJ = LAMB= LK; 
IL = LNC = JK mà BM = NC nên tứ giác 
XJKL là hình thoi và từ đó có KI/ AA,. Do K 
cố định nên 7 nằm trên đường thẳng cố định KT, 


Giới hạn : Ï nằm trên đoạn thẳng KĨ, 


Phần đảo : Lấy điểm ï tùy ý thuộc đoạn 
Ki, qua I kẻ đường thẳng song song với ÁB 
cắt AC ở ?'. Gọi N là điểm đối xứng của A 
đối với I' (N thuộc cạnh AC) đường thẳng 
NI cất cạnh AB ở M. Ta sẽ chứng minh ! là 
trung điểm của MN và BM = CN. 





£ £Ø e 


Thực vậy, 7 là trung điểm MN doJA = 
EN, II l AB. Gọi ở, L là trung điểm của 
BN, CM ta có lJ IJ LK 1 AB ; IL II AC LJK 
nên /ZKL là hỉnh bình hành mà XI, // AA, 


nên ïK là đường phân giác J!L nên IJKL là 
hình thoi. Từ đó BM = CN. 


Kết tuớn : Quỹ tích của 1, trung điểm của 
MN, là đoạn thẳng 7K. Từ quỹ tích của Ï ta 
suy ra quỹ tích trọng tâm tam giác AMN là 
đoạn thẳng GI,, ảnh của đoạn thẳng 7 K qua 


phép vị tự tâm A. TỈ số 2/3 (G là trọng tâm 
AABC, AI, = 21J,). 
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2. Quỹ tích trọng tâm AAMP. 


Trước hết ta tìm quỹ tích của E, trưng 
điểm của MP. Gọi K, L, E, D lần lượt là 
trung điểm các đoạn thẳng BC, MC, MP, BP. 
A+x là đường phân giác ngoài của BAC. Gọi 
E„ là giao của đường thẳng AC với đường 


thằng qua X và song song Áx. Tương tự 
phần trên ta có tứ giác KLED là hình thoi, 
KE lL AC và E nằm trên đoạn thẳng KE,. 


Đảo lại : lấy điểm E tùy ý thuộc KE,, kẻ 


EE' Í AB, E' 6 AC. Lấy P đối xứng của A 
qua E' (có P thuộc đường thẳng AC). Đường 
thẳng PE cắt đoạn AB ở M. Ta chứng mính 
E là điểm giữa MP và MB = CP. Thực vậy : 
E là điểm giữa MP do E'P = E'A, EE'//AB. 
Gọi #, D là trung điểm BC và MC ta có 
KLED là hình bình hành mà KE // A+ nên 
KE là đường phân giác DKF. Vậy KLED là 
hình thoi, suy ra MB = CP 





8 bà 


Vậy quỹ tích của E, trung điểm của MP, 
là đoạn thẳng KE,. Từ đó quỹ tích trọng tâm 


AMAP là đoạn thẳng GE, ảnh của đoạn 
KE, qua phếp vị tự tâm Á tỉ số 2/3. (G là 
trọng tâm ABAC, AE, = 2E¡E,). 

Bài 125 (T2/170) 


Trước hết nhận xét thấy rằng với hai 
điểm X, Y cho trước trong mặt phẳng thÌ tập 
hợp tất cả các điểm P thỏa mãn PX < PY 
là nửa mặt phẳng chứa X và có bờ là đường 
trung trực của đoạn XY. 





Trở lại bài toán, ta thấy điểm P thỏa mãn 
OP < min (AP, BP, CP, DP) khi và chỉ khi 
P đồng thời thỏa mãn 
OP<AP,OP< BP,OP<CP và OP< DP. 
Do đớ, theo nhận xét trên ta cớ tập hợp tất 
cả các điểm P thỏa mãn để bài là phần 
chung của bốn nửa mặt phẳng chứa O và 
lần lượt có bờ là đường trung trực của các 
đoạn AO, BO, CO, DO. Dựng các đường 
trung trực của các đoạn AO, BO, CO, DO ta 
được tập hợp điểm cần tìm chính là miền 
trong của hình bình hành NQR (M, N, Q, 
R, là các giao điểm của bốn đường trung 
trực nơi trên). 

Bài toán 126 (T11/173) 


a) Cách 1 : Trên Ox lấy điểm C và trên 
Oy lấy điểm D sao cho ÓC = ØD = a. Gọi 
L và K lần lượt là trung điểm của ÓC, của 
ÓOD. Do OA + OB = ø ta thấy ngay OA = 
BD (1). Qua L và K kẻ các đường trung trực 
của ÓC và ÓD. Hai trung trực này cắt nhau tại 
1. Xót phép quay tâm ï góc quay @ = z - # 
trong đó z = xOy, chiều quay là chiều kim 
đồng hồ. Khi đó phép quay sẽ biến CÓ thành 
ÓD và do (1) thì A biến thành ÖB. Nghĩa là 
có 1A = ïB. Vậy đường trung trực của AB 
đi qua điểm 7 cố định (đpem). 





Cách 2 : 
Trước hết ta thấy hai tam giác vuông OKI 
và OL/ bằng nhau (vÌ có Óï chung, 


OK = OL = 5). Từ đó suy ra IK = 1L (2) 


Mặt khác do OA + OB = OL + OK = a 
suy ra AL, = BK (3). Do (2) và (3) ta thấy 
hai tam giác vuông BXï và AL! bằng nhau. 
Từ đó suy ra AI = 1B (đpem). 


b) do hai tam giác vuông BKI và ALI 
bằng nhau suy ra OBI = LAI hay OBT + 
OAI = 1809, Vậy tứ giác OAIB là tứ giác 
nội tiếp. Do Ó và ï là hai điểm cố định nên 
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB 
phải nằm trên đường trung trực của ƠI. 

Khi Á chạy đến Ó (thì B chạy đến D) và 
tâm của đường tròn ngoại tiếp tứ giác OAIB 
là giao điểm Ó của hai đường trung trực của 
Oï và của OD (qua K). Khi B chạy đến O 
(thì A chạy đến C) và tâm của đường tròn 
ngoại tiếp tứ giác OAIB là giao điểm Ó, của 
hai đường trung trực của ÓI và của ÓC (qua 
L). Đảo lại, lấy điểm O' bất kì trên đoạn 
O,O,, vẽ đường tròn (O'; O'O) cắt tỉa Ox 
và Ôy tại Á và B. Vì Ó' nằm trên đường 
trung trực của O7 nên cũng có @'O = Oï1. 
Vậy tứ giác OAIB là nội tiếp (đường tròn 
tâm Ó). Ta sẽ chứng minh AO + BO = a. 
Thật vậy, hai tam giác vuông ALI và BKï 
bàng nhau (vÌ có 7L, = IK, I1AL = I!BK do 
tứ giác OAIB nội tiếp). Từ đó suy ra AL — B1. 
Vậy ta có (xem hình vẽ) OA + OB= 
= (OL — AL) + (OK + KB) = 

Ll 


22 
=0L+OK=z+z =ø (đpcm). 


Bài toán 127 (T9/156) 


Phần thuận : Gọi OÓ là tâm, R là bán kính 
đường tròn ngoại tiếp, G là trọng tâm và ø, 
b, c là 3 cạnh của AABC, Dễ dàng chứng 
minh được rằng : 


_> —> —_> _> 
GA + GB + GC=0 
và GA2 + GB2 + GC2 = 


= (ø? + 62 + c2)/3 
Ta có MÀ = MB + GÀ 
—_—> —> 
nên MA? = MG2 + GA2 + 2MG GA 
Tương tự : MB? = MG2 + GB2 + 2MB GÈ, 
MC2 = MŒ2 + GC? + 2MB GÈ 
Do đó : MA2 + M2 + MC? = 
= 3MGˆ + (GA? + GB? + GC?) + 
+ 2aMb(GÀ + G + đồ) 
= 3MG2 + (a2 + b2 + e2)/8. 
Chứng minh tương tự đối với điểm O ta 
cũng có : 
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OA? + OBR + OC? = 30GŒ2 + (a2 + b2 + c2/8 


hay 8R2= 30G? + (a? + ð2 + c2)/8 


= OGŒˆ = R2 ~ (a2 + b2 + c2)/9 @) 


Vì M nằm trong đường tròn nên :; 
MA.MA' = MB.MB = MC.MC = Rˆ- 


= MA/MA' = MA2/(Rˆ? - OM?) ; 

MBIMP' = MB2/(Rˆ - OM?) , 

MC/MC' = MC2/(W? ~ OM?) 
ạ_ MA „ MB „ MC 

MA" MB_ MC 

_ MA? + MB? + MŒ 
§ ~ OM? 
_ 3MŒ2 + (g2 + b2 + c2/8 
ã R2 ~ OM? 
hay OAf?+ MG? = R2— (a? + b2 + c2)/9 (2) 


oMˆ 


Suy ra : 





Từ (1) và (2) suy ra OM2 + MG2 = OG”. 
Do đó M nằm trên đường tròn đường kính ÓG. 

Phần dảo : Trên đường tròn đường kính 
ÓG ta lấy điểm M tùy ý. 

Vì OG= RÌ—(@2+b1+cÐ/8 <ñR nên 
đường trờn này hoàn toàn chứa trong đường tròn 
tâm O ẤM nằm trong đường tròn tâm Ó. 

Vì M thuộc đường tròn đường kính ÓG 
nên OM2+ MG?= OG?. Do đó theo cách 
chứng minh ở phần thuận tá có : 

OMS+ (MA?+ MB?+ MC2)/8— (a2+ b2+c?)/9 
= RẺ — (g2 + b° ~ c®)/9 


hay MA? + MB2 + MC? = 3(R2 — OM?). 


Gọi A', B, C' lần lượt là giao điểm của 
MA, MB, MC với đường tròn tâm O. 

Cũng theo cách chứng mình ở phần thuận 
ta có : 

MA , MB _ MC _ MA? + ME? + MC” 

MA' MŒG ”—— Rˆ_ QM2 

_ 3Œ ~ OM2) — 2 

R2 — OM? 
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Nhận thấy khi AABC đều thỉ O = G suy ra 
M=äO=S&G; còn khi AABC không đều, thì 
O #G nên tồn tại đường tròn đường kính ÓG. 

Kết luận : Khi AABC đều thì M = Ó = G, 

Khi AABC không đều thì quỹ tích của M 
là đường tròn đường kính ØG trong đó Ở và 
G lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp và 
trọng tâm của AABC. 

Bài toán 128 (T9/183) 

Do M nàm trong đường tròn MA.MA'=> 
MB.MPE'= MC.MC' = R2 - OM2. Suy ra : 
MAIMA` + MB/MB' + MC/MC' = 
+ MA2/(MA..MA') + 

+ MPB?/(MB .MB`) + MC”/(MC .MC') = 

= (MA? + MB? + MC2)/(R?— OM?) (2) 

Gọi G là trọng tâm AABC. Với X là điểm 
bất kì trong m mặt phẳng, t ta có : 


*4-= xệ + Gà 
Xã = XG + G 
XC = XG + GC 

Lấy bình phương vô hướng ở hai vế của 
mỗi đẳng thức trên, rồi cộng vế theo vế 3 
đẳng thức nhận được ta có : 

XA? + XE? + XC2 = 3XG? + GA? + GB? + 
gC?+ 2Xồ(GÀ+ GỀ+ GỒ)= axG?+ GA? + 
+ GB2 + GC2 lần lượt cho X = Xí, X = OÓ, từ 
đẳng thức trên, ta được : 

MA? + MB? + MC° = 

= 38MG2 + GA2 + GB? + GCŒ2 

3R2 = OA2 + OR? + ÓC? = 30G? + GA* + 

+ GB! + GC2. Suy ra : 

MA? + MB + MCˆ = 3(MG? + R? — 
Từ (2) và (3) ta có : 

(1) =3(MG2+ R?~ OG2\/ (R?— OM?) < 3 

=MG2 + OMˆ < OG” (4) Xây ra : 

a) AABC đều. Khi đó Ø = G và do đó (4) 
=MO2 > O =M = O. 

b) AABC không đều. Khi đó (4) =M € 
hình tròn đường kính ÓG. Vậy, với lưu ý Ø, 
G cố định và ÓG < Œ, ta được : 

a) Nếu AABC đều thì tập điểm cẩn tìm 
là tập gồm duy nhất điểm O. 

b) Nếu AABC không đều thì tập điểm cần 
tìm là hình tròn đường kính ÓG. 


OG2)(3) 





Bài toán 129 (T11/172) 


Gọi O là tâm và là bán kính của mặt 
cầu. 


Vì A, Ai ( = 1,n) thuộc mặt cầu và mọi 
AA, đồng quy tại M nên 

MÃ, MÃ. = OMÊ - 
= Rˆ - OM). 


®? AM . MA, = 
n —— 
Do đó Ð) (A,M/MA)) = k 
¡=1 


n 
=3 MA†/(R? — 
imI 


OM3 =k 


n 
=5 MA? = kR?— 
i=t 
Gọi G là điểm được xác định bởi hệ thức 


b.MO (*) 





—> kệ —>. _—> 
e>(n + k)ÓG = S (OG + GÀ) 


i=1 


Khi đó, ta có : 

œ® _ (Mồ + GÀ? = kR2 — k(MG — 0B)? 
lãi m n 

=nMQ + 29Mö P3 “` xái = 

= kR2 - kMG2 + 2k.MG . Ô — OG?. 


- » G42 (*) 


i=t 


(n + k)MG2 = kR2 - kOG2 


n n 
_—> —> 
Mà Ð) G42 = 3 (OÁ,T— OG)? = 


1=1 ¡=1 


" n 
_> _> 
= SN) - 20G 294 +n0Œ = 
¡= i= 


= nR2 ~ 9OB(n + k)OỀ + nOG2 

= néR2 ~ (n + 2k).OG2 

Vì vậy Œ*) 

«©í(n + k)MG2 = kR2 - bQQ2 - nR2 + 
+í(n + 2È)0G? e(n + k)ÌMG2 = 

= { + k)OGˆ2 + (b - n)Rˆ? 
hú 





= 2 2 
«©MG = 0G +t(r+n)R 
(Vik > Mộ cv 
Vì >n nên 2 


Vậy quỹ tích = M là mặt cầu tâm G 
bán kính 





0G? + ( n) f? trong đó G 





h+n 
là điểm được xác định bởi hệ thức 
~>, 1 _ —_> 
0= xà SA 


Bài toán 130 (T11/174) 

Qua Á dựng các mặt phẳng Pì, P¿ tương 
ứng vuông góc với AB, AC. Qua B dựng các 
mặt phẳng P;, P„ tương ứng vuông góc với 
BA, BC. Qua C dựng các mặt phẳng P,, P, 
tương ứng vuông góc với CA, CB. 

Gọi A, là giao tuyến của P, và P, ¡ = 1,6 

Xuất phát từ nhận xét rằng, tỉa ÓOy lập 
với tia Ox cho trước trong không gian một 
góc nhọn khi và chỉ khi Óy nằm ở nửa không 
gian chứa tỉa Ox và có bờ là mặt phẳng œ đi 
qua Ở và vuông góc ' với ax, ta thấy : 

__Ðo các góc ĐAB, ĐAE, DBÀ, DBồ, 
ĐCA, DCB là các góc nhọn nên Ð phải nằm 
trong phần không gian bị giới hạn bởi 6 mặt 
phẳng P, ¿ = 1,6. VÌ vậy, nếu gọi Öï là hình 
chiếu vuông góc của D trên (P) thì do DH // 
P,Vi = 1,6 (vỉ cùng vuông gớc với (P)), H 
phải nằm trong phần của (P) bị giới hạn bởi 
6 đường thẳng A, ¡ = 1,6. Do AABC là A 
nhọn nên 6 đường thẳng này cắt nhau tạo 
thành lục giác lồi AE,CE,BE; (xem hình về). 
Như vậy, H phải nằm ở phần trong của lục 
giác lồi AE,CE,BE,. 

Ngược lại, lấy một điểm H' bất kÌ ở phần 
trong của lục giác lồi AE,CE,BE¿, ta sẽ chỉ 
ra một điểm D' trong không gian sao cho 
D'H' L P và tứ diện ABCD' là tứ diện có 
tất cả các mặt đều là các A nhọn. Thật vậy, 





498 








dựng H% + P. Trên + lấy điểm D' sao cho 
D'PH' > (L2) max {AB, BC, CA}. Ta có : 


Do H% /! Pụ, ¡ = 1,6 (vì cùng L với P) và 
do # nằm ở phần trong của lục giác 
AE.,CE,BE, nên Hx nằm ở trong phần 
không gian bị giới han bởi 6 mặt phẳng P, 

,_=.1,6. Do đó các góc D'AB, D'AC, D'BA, 
'8ó, Đ'CA, D'CB là các góc nhọn. 

Hơn nữa do D'H' > max{AB, BC, CA}/2 
nên D' nằm ở ngoài các hình cầu đường kính 
AB, BC và CA. Suy ra các góc AD'B, BDC, 
CD'A là các gốc nhọn. 

Từ đó suy ra tứ diện ABCD' là tứ diện có 
tất cả các mặt đều là các A nhọn. 

Vậy quỹ tích của hình chiếu vuông góc 
của Ð trên P là phần trong của lục giác lôi 
AE,CE,BE.. 

Bài toán 131 (T10/181) 

Bí hiệu đụ, đ›w› 
đàm; đạy lần lượt là 
khoảng cách từ điểm 
m tùy ý đến các mặt 
đối diện với các đỉnh 
A, B, CC D của tứ 
diện ABCD. Ta gọi 
điểm M có tính chất 
(*) nếu : M nằm 
trong hoặc trên biên 
tứ điện và thỏa mãn : 


đd 


=———--% 
_—--—-—À& 
—-=—-----À% 


si 


` 
¬ 


M = đạM † đạm £ đạm, 

Dễ thấy rằng nếu H, K là 2 điểm cơ tính 
chất (*) thì mọi điểm ⁄ thuộc đường thẳng 
HK mà nằm trong hoặc trên biên tứ diện 
cũng có tính chất (*). Thật vậy, gọi H, K), 
M' lần lượt là hình chiếu vuông góc của H, 
K, M tên mặt phẳng (BCD). 


Đạt  HẢ =xHẺ, thì HIỂP = xHPẰ' và 


MM' = MH + HT + HĂU q) 
xHỮ' = xHỀ + xKK' +xK'h" (2) 
„Từ Œđ) --„ (2) ra 


MM = q -x)Hữ vớt, Vì MM, 
KE' cùng hướng nên : 


MM' = (1L -x)HH' +xKK:' 
hay địu =(l~ + xổ 


HH, 


®đn 
2M {q1 - 3đ + xởv 
su =Œ~ đu + xđxv 
2M = (L~#)đạny + xở¿w 
Để ý rằng đạn = đạn + dạy + đạn ; 
địy = địy + ấy + đạy 
M tức M có tính 


A, A, Ạ, 
II 


II 


IM ” 
chất (*) 

Gọi P; Q, R lần lượt là giao điểm của AB, AC, 
AD với mát phân giác của các nhị diện cạnh CD, 
DB, BC thì rõ ràng P, Q, R có tính chất (*). 

Từ nhận xét trên suy ra mọi điểm Xí trên 
biên của APQR cũng có tính chất (*) và do 
đó mọi điểm Xƒ trong APQE cũng có tính 
chất (*) (Chỉ việc nối M với P cát cạnh QF 
sẽ suy ra được điều này). 


Bây giờ giả sử tốn tại điểm M có tính 
chất (*) mà À4 # mp (PQR). Khi đó đường 
thẳng AM cát mp (PQR) tại M' nằm trong 
hoặc trên biên của APQR. Do M và M' có 
tính chất (*) nên điểm A có tính chất (*) 
(nhận xét trên). Điều này vô lÍ. Vậy điểm M 
có tính chất (*) khi và chỉ khi X4 nằm trong 
hoặc trên biên của APQ#t. Do đầu bài M nàm 
trong tứ diện nên các điểm M thỏa mãn ở. 
= đạm tđ¿u + đu là miền trong của APQÌ. 

Tương tự như vậy 
ta suy ra tập hợp điểm 
M thỏa mãn bài toán 
là miến trong của bốn 
tam giác PQH, PQR, 
QRP', RPQ' với P, Q', 
#° lần lượt là giao 
điểm của CD, DB, BC 
với mặt phân giác của 
các nhị diện cạnh AB, 
AC, AD. 





§6. Các bài toán dựng hình 


Bài toán 132 (T8/143) 


Giả sử tâm O của vòng tròn (Ø) không 
nằm trên đường thẳng (AB). Vẽ hai vòng 
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tròn Œ,) và (K.) tùy ý, nhưng qua 4, Ö và 
cắt (Ø) "tương ứng ở C, D và E, F. Khi đó 
các đường thẳng AB, CD, EF' phải đồng quy 





tại Š tâm đẳng phương của (O). (U), (K,). 
Nghĩa là các đường thẳng CD và É£ luôn 
gặp nhau trên đường thẳng AB cố định. Điều 
đó chứng tỏ S phải cố định. (Vì nếu có Œ) 
cũng qua 4, B và cắt (O) tại Œ, H thì GW 
cũng gặp CD trên 4B tại chính điểm S là 
giao của AB và CD). Do vậy S hoàn toàn xác 
định, bằng cách dựng 1 vòng tròn (K,) tùy 
ý qua 4, Ö cát (Ø) ở C, D rồi cho đường 
thẳng CD cắt AB ở S. Từ S dựng l1 cát tuyến 
(SEP) với (Ø) sao cho EF' = d cho trước, là 
một bài toán quen biết. ((SEF) là tiếp tuyến 
vẽ từ S với vòng tròn tâm OÓ bán kính 

OI = {RẺ— d7/A = 1/2.4R~ đỂ với R là 
bán kính (O). Cuối cùng vì 
SA.SB=SC.SD=SE.SF nên tứ giác 
ABEFP nội tiếp và đường tròn (ABEEF) chính 
là đường tròn (K) phải đựng, thỏa mãn mọi 
điều kiện của bài toán. Rõ ràng là nếu 
0< đ< 2F thì trong trường hợp đó bài toán 
luôn có nghiệm (đặc biệt nếu ở = 2# thì chỉ 
có 1 nghiệm). 





Giả sử Ó € (AB) mà OA z OB thì ta vẫn 
xác định được S và bài toán cũng luôn có nghiệm 
với điều kiện Ó < ở < 2R. Còn OA = OB thì S 
ở vô tận (vì CD /¡ AB do đó EF cũng dựng 
được // AB, với điều kiện ÓQ < ở < 2R. (vì 
nếu đ = 2R thì E, F, A, B thẳng hàng vì 
đường tròn suy biến thành đường thẳng). 

Bài toán 133 (T8/147) 

Vì tính đối xứng nên nếu tồn tại điểm P 
thỏa mãn các điều kiện của đầu bài thì P 
phải nàm trên đường thẳng CO trục đối 
xứng chung của đường tròn (0) và đường 
thẳng A ; và sẽ có 2 điểm P như vậy, đối 
xứng với nhau qua A. 

Lấy một điểm P bất kÌ trên nửa đường 
thẳng OC và đặt OP = x. Gọi D là điểm giữa 
của MN. Tn có : 

PM.PNsina = xMN 


= PM.PN = x.MNjsina (1) 








“ 





Trong APMN ta có : 

4PD? = 2(PM2 + PN?) - MN2 = 

= 2(MN? + 2PM.PNcosz) - MN2 = 

= MN? + 4PM.PNcosa = 
D2 —M 2 

= PM.PN = ^PD_— MA” (2) 
4cosz 

từ (1) và (2) suy ra : 
Ácotgz = (4PD2 - MN?)\x.MN () 


Lần lượt xét các tam giác vuông POD và 
COD ta được : 


4PD2 = 4(OD2 +x?) = 4x2 + 4(CD2 - d2) 
Do 2CD = MN + 2R nên 4CD2 = MN2 + 
4R?+4MN.R. Vì vậy : 4PD2 = 4x?+4MN.R 


+ 4Œ? - d2) + MN' 
= 4PD? - MN2 = 
= 4MN.R + 4x2 + 4(R2 - d3) (4) 
Từ (3) và (4) ta thấy nên chọn 
xz= {ởđ2-— R7 thì sẽ có 
cotgz = RNd7~ R7 = const. 


Từ các lập luận trên suy ra điểm P nằm 
trên ÓC và cách Ở một khoảng PO = 


~ {a — RẺ thỏa mãn tất cả các điều kiện 


của để bài và khi đó MPN - œ = 
= areg XS. — Š”, pượm p“dø xứng với P qua 


Á cũng cố tính chất tương tự như điểm P. 
Bài toán 134 (T10/140) 


Xét một tứ điện ABCD có các mặt phân 
giác trùng với các mặt trung diện. Giả sử P 
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là mặt phân giác qua cạnh AB. Khi đó P đi 
qua trung điểm X của cạnh CD, Gọi 1, J là 
hình chiếu của Œ, D trên P ; H, K, M là hình 
chiếu của I, J, N trên AB, Vì N là trung 
điểm của CO = N là trung điểm của 7Z và 
Cï =_Dự. Vì_P là mặt phân giác của tứ điện 
nên JKD = ITHC => CHHHI ~ DJ/KJ + HI = Kưử 
= IJKH là hình chữ nhật + IH L 1J. 


Vì IH L ñJ}. và IH L CỬ = IH 1L mp(CI7) 
=IH LCD. VIIH L CD màMN (¡TH (do cùng 
nằm trên P và cùng vuông góc với AB) nên 
MN L CO > MN là đường vuông góc chung 
của AB và CD => đường vuông góc chung của 
AB và CD đi trung điểm W của CD. Chứng 
mình tương tự, ta có M là trung điểm của AB. 

Xét phép đối 
xứng qua trục MN. 
Qua phép đối xứng 
đó thì Ở —>D, A —> 
B, đoạn AC ->đoạn 
BD > AC = BD, 
Chứng minh tương 
tự AB = CD và 
AD = BC. Như 
vây tứ diện có các 
mặt trung diện trùng với các mặt phân giác 
là tứ diện gần đều. Ngược lại, giả sử ABCD 
là tứ diện gần đều. Xét một mặt trung diện 
nào đơ của tứ diện, chẳng hạn mặt ABSN 
(M, N là trung điểm AB, CD). Do AB = CD, 
AC = BD, AD = BC => 

ABCD = AADC => AN = BN = MN L AB. 
Tương tự 4N L CD = tứ diện ABDN là ảnh 
của tứ diện BACN qua phép đối xứng qua 
trục MN > ((A5M,(ABD)= 
((ABAN), (ABC)) = ABN cũng chính là mặt 
phân giác của tứ diện. 

Vậy những tứ diện gần đều và chỉ những 
tứ diện đó có các mật trung diện trùng với 
các mặt phân giác. 

Bài toán 135 (T9/148) 

Điều kiện cần. Giả sử có mặt cầu tâm Ở đi 
qua A, B, CD, B, C, D'. Khi đó giao của mặt 
cầu này và mặt phẳng đáy là đường tròn đi qua 
ABCD. Vạy đầy ABCD là tứ giác nội tiếp. 
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Gọi K, L, M lần lượt là trung điểm của 
AB, AC, AD. Ta thấy K, L, M không thẳng 
hàng vì B, C, D không thẳng hàng. 

Mặt cầu tâm Ở cắt mặt phẳng SAB theo 
đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông ABB', có 
tâm X. Vậy OX L mp SAB do đó ÓK L SA. 
Tương tự ÓL L SA, OM + SA. Vậy O, K, 
L, M nằm trên cùng một mặt phẳng vuông 
góc với SA. Nhưng vì K, L, M không thẳng 
hàng nên mặt phẳng đó chính là mặt phẳng 
đáy của chóp, nới khác đi SA là đường cao 
của chóp. 

Điều kiện đủ : Giả sử ABCD nội tiếp được 
trong một đường tròn (tâm Ø) và SA 1. mf ABC?D. 

Ta có OK L AB lại có OK 1 SA nên 
OK L mf SAB. Do KA = KB = XB' nên 
ÓA = OB = OB,, vậy B' nằm trên mặt cầu 
tâm Ó đi qua A, B, C, D. Tương tự C} D' 
cũng nằm trên mặt cầu đó. 

Bài toán 136 (T10/150) 

Gọi hình lập phương là A,B,C,D,ABCD 
cạnh ø. Không mất tính tổng quát ta giả sử 
M thuộc AA,. Trước hết ta nhận thấy rằng 
muốn thiết diện là hình vuông thỉ góc M của 
thiết diện phài là góc vuông tức là thiết diện 
có hai cạnh vuông góc với nhau tại M. Do 
góc nhị điện ÁA, là một vuông nên trong hai 
cạnh của thiết điện đi qua M phải có ít nhất 
một cạnh vuông góc với AA, và do đó độ dài 
cạnh đó cũng phải bằng ø. 

Nếu M là A (hoặc Á,) thì trong các cạnh 
của hình vuông phải có cạnh là AB hoặc AD 
do đó thiết diện phải là ABCD. Nhưng khi 
đó có thể xem Äƒ ở trên ÁB hoặc AA, nên 
lại có thể thiết diện là AA,2,D hoặc 
AA,B,B. Vậy là có 3 thiết diện là hình vuông 
và nếu chỉ kể các thiết diện cát hình lập 
phương thành hai phần ở bai phía thì không 
có thiết diện hình vuông nào qua một đỉnh 
của hình lập phương. 





Nếu M ở phần trong của cạnh AA; thì lại 
khác. Kẻ AM, song song với AD và MM 
song song với AB. Do nhận xét trên, thiết 
điện hình vuông qua M phải là 5 hình vuông 
có các cạnh là MÃ, và MM., MM, và ME, 
MM, và MẸ, MM, và MH, ÑM, và MX và 
hai mặt AA,B,B và AA,D,D. 


Bài toán 137 (TI1/170) 


Xét tứ giác MPM'P' ta có : MP JI= AC/2, 
MP' li= ACi2 = MP Ii= M'P' = tú giác 
MPM'P' là hình bình hành. Tương tự như 
trên ta cũng sẽ chứng minh được các tứ giác 
NPN'P' và MNM'N' là các hình bình hành. 

Từ đó suy ra MM”, NN' và PP'` luôn cắt 
nhau tại điểm giữa của mỗi đoạn. Từ đây, 
do sáu điểm M, Mì), N,N) P, và P' không 
đồng phẳng, suy ra sáu điểm đó nằm trên 
một mát cầu khí và chỉ khi MM' = NN'= 
PP'. Điều này xảy ra khi và chỉ khi các tứ 
giác MPM'P', NPN'P, MNMỆN' là các hình 
chư nhật (do các tứ giác đó luôn là các hỉnh 
bình hành (*)). 

Và cũng chính do (*) ta suy ra các tứ giác 
nơi trên sẽ là các bình chữ nhật khi và chỉ 
khi AC L BD, AD L BC và AB L CD, nghĩa 
là ABCD là tứ diện có trực tâm. Vậy sáu 





điểm M. M), N, N;, P, P' cùng nằm trên một 
mặt cầu khi và chỉ khi tứ điểm A, B, C, D 
là tứ đỉnh của một tứ diện cớ trực tâm. 

Chú ý : Kết luận của bài toán vẫn không 
thay đổi khi bỏ điều kiện "khỏng đồng 
phẳng" của tứ điểm A, B, C, D_ DĨ nhiên, 
khi đó trong lời giải phải xét thêm trường 
hợp tứ điểm này đồng phẳng. 


§7. Cực trị hình học 


Bài toán 138 (T7/133) 


a) Tam giác ABC có ba góc nhọn hay là 
tam giác vuông. Kí hiệu S là diện tích, Ð là 
giao của AM với BC, H và K tương ứng là 
chân đường vuông góc hạ từ 8 và € tới AM. 
Th có : 





tình 3 


MA.BC = MA(BD + DC) > MA(BH + CK) 


hay MA.BC > 2(S +8 


AM ACM) q) 
Phân tích hoàn toàn tương tự ta cũng có : 
MB.CA > 2(SAnw + 8c) (3) 
MC.AB > 20c + SAcw) (2) 
Cộng (1), (2), (3) vế theo vế ta được : 
MA.BC + MB.CA + MC.AB > 4S¿ vụ. 


đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi # là trực 
tâm của tam giác ABC. Vậy điểm cần tìm 
M là trực tâm của tam giác ABC. 


32 - T6In 


b) Tam giác ABC có góc tù tại A. 


4 
fỳ 


NT ——————¿ 
ki 
Jinh 4 
Kẻ AB' vuông góc với ÁC và AB' = AB. 
Giả sử M4 khác A và M nằm trong tam giác 
ABC (nếu không thế ta kẻ AC' L AB, AC' 
= AC và chứng mính tương tự). 


—— _——— _—— 
Vì AB'B = ABB' nên MB'B > MBB' 
_——— —— 

= MB > MB' và CBHB > CBBR' +>CB > CB' 

Vậy MA.BC + MB.AC +MC.AB > MA.B'C 
+ AC.MB' + MC.AB'. Nhưng theo trường hợp a) 

MA.B'C + MB'AC + MC.ABR' > 

49c = 2ABˆAC = 2AB.AC 

Vậy trong trường hợp này điểm cần tìm 
3M là đỉnh A của góc tù khi M = A thì A.BC 
+ MB.AC + MC.AB = 2AB.AC. 


Bài toán 139 (T9/134) 


Trước tiên ta chứng minh cát tuyến AB 
thỏa mân : 
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sẽ luôn đi qua điểm cố định M. Thật vậy, đặt 
a/k=a,„ bịk = b, ta có a JOA +b /OB = 1 (1). 
Lấy trên OX điểm A,, sao cho ÔA,= ø,„. Qua 
Á, kẻ đường song song với Óy, đường này 
cát AB tại M. Qua M kẻ đường song song 
với Ox, cất Oy tại B,. 

T8 có : 
OA /OA = BMIBA và OB,/OB = AMIAB = 
ÓA JOA + ÔB /OB = 1. Nhưng đã có 
OA, = da, và (1) => OB, = b„ tức M là điểm 
cố định trên AB. 


Bài toán trở thành xác định cát tuyến AB 
qua 3 cố định sao cho chu vi AOÁB nhỏ nhất. 





Qua M vẽ đường tròn (c) tâm C tiếp xúc 
với Óx tại P và Oy tại Q. Kẻ A,B, bất kì, 
qua ẤM và là cát tuyến của vòng tròn (c). 
A;B, í A,B, và tiếp xúc với (C). Ta thấy 
ngay chu vi của AOA;B, nhỏ hơn chu vi 
AOA,B, và bằng OP + OQ hay 2OP. Mặt 
khác AB qua Xí tiếp xúc với (c) nên AØAB 
cơ chu vi bằng chu vị của AOA;B; bàng 2ÓP, 
vậy A, B chính là hai điểm cần tìm. 

Để xác định A và 8 ta làm như sau : Xác 
định điểm Aƒ cố định bằng cập điểm AB. 
Vẽ vòng tròn (e') tâm C' tiếp xúc với Ox, Ôy. 
Sao cho đoạn OM nằm ngoài (c') OM kéo dài 
cắt (c”} tại AMf°. Qua M kẻ đường song song 
với M 'C', cắt OC' tại C. Dễ dàng chứng minh 
vòng tròn tâm C bán kính CM tiếp xúc với 
Ơx và Oy. 


498 


Qua M vẽ tiếp tuyến của vòng tròn tâm 
€ này. Giao điểm của tiếp tuyến với Óx và 
Oy cho ta các điểm A, Ö cần tìm. 

Bài toán 140 (T10/146) 

a) Có thể có một cách xây dựng như hình 
1. Khi đó tổng độ dài con đường phải xây 
đựng là : 

10/8 + 10km 

và dễ thấy 10Vã + 10 < 28. 


b) Ta chứng minh cách làm trên là cách 
tốt nhất. 





1 cố 
l /% LN A/ 
8 e 8 e 


Hình 1 Hình 2 

Trước hết ta chứng minh là con đường 
ngán nhất phải có dạng như hình 2 với M, 
N là 2 điểm nào đó trong hình vuông. Thật 
vậy từ A đến D có 1 đường đi. Vì từ B và C 
có thể đến được Á nên phải có con đường 
nối từ B và C đến con đường nối A và D. 
Gọi M và N là 2 điểm chạm đầu tiên của 2 
con đường từ B và từ C với con đường nối 
A với D. Muốn con đường là ngắn nhất thi 
các đoạn đường AM, MN, ND, BM, CN phải 
thẳng và ta có hÌnh 2. 

Bây giờ ta chứng minh trong số các đường 
có dạng ở hỉnh 2, đường ngắn nhất có tổng 
độ dài bằng 10/3 + 10 

Trước hết ta chứng minh bổ đề sau. 

Bá đề : Cho tam A 
giác ABC và một 
điểm M bất kì. Dựng 
tam giác đều BCD 
về phía ngoài AABC. 4 
Khi đó ta có MA + `: 
MB + MC > AD và l 
dấu bằng xẩy ra khi h 
và chỉ khi M là giao ` 
của AD với đường ? 
tròn ngoại tiếp tam giác BCD. 

Chứng mỉnh : Quay tam giác ABC và 
điểm M quanh B góc 609, khi đó C trùng với 
Ð còn M trùng với M'. Dễ dàng chứng minh 


MA + MB + MC = AM +MM'+M'D > AD 


và dấu bằng xảy ra khi Aƒ và M' 6€ AD hay M' 
là giao của AD với đường tròn ngoại tiếp ABCD. 

Ta tiếp tục chứng minh bài toán của 
chúng ta Dựng về phía ngoài hình vuông 
ABCD các tam giác đều ABE và CDF. Ứng 
dụng bổ đề vào AMCD và điểm N ta có : 
NM +NC +ND > ME. Lại ứng dụng bổ đề vào 
AABF và điểm M ta có MA + MB + MF > EF. 





Vậy : 
MA + MB + MN + ND +ÁNC > EE. 

Mà dễ dàng tính được EF = 10 + 10V3 (đpcm) 
Bài toán 141 (T8/144) 


Dựng mặt phẳng song song với mặt 
phẳng (DBC) và tiếp xúc với mặt cầu có bán 
kinh 4 cắt các đường thẳng AB, AC và AD 
tương ứng ở Bị, C, và Dị. Từ A hạ dường 
vuông góc với mặt phẳng (DBC) cát (DBC) 
và (8,D,C) ở H và H,. Đặt AH = h,. Ta có 

AH, = AH + HH, = h, + 2R.. Do 
AB,C,Đ, là hình vị tự của ABCD theo tỉ số 
AH,/AH với tâm Á nên ta có AH/AH, = r/R\ 
(mặt cầu bán kính #, là mặt cầu nội tiếp tứ 
diện AB,C,D,). Từ đó 


: hị hị —?r 
R, 2R,+h, (2F + hị) — 2E, 
l —3r 2r 
Ta“. ng 
= 1/R, z= l/~ 2/ñy Œ) 





Hoàn toàn tương tự ta cũng có : 

1/R, = lír ~ 21h; ; LJR; = lír - 2/h‡ ; 

1/R„ = lý - 21h, 

nên có l/R, + 1/R, + l/R¿ + 1⁄8, = 

= A#r - 2(1/h, + 1h, + 1h; + UJh„) 
với h,, h„ hy, h„ là các đường cao của tứ 
diện ABCD tương ứng các đỉnh A, Ø8, C, D, 
Gọi V là thể tích tứ diện ABCD. 


Ta có : L/h, + L/h, + L/hy + 1/h„ = 
= S//3V + S„/3V + S;/3V +S,/3V 
(§¡+ 58; + 6S + S)r Y1 
3rV _V r 
Với 5, Š;, S;, S„ là diện tích các mạt đối 
diện đỉnh A, B, C, D của tứ diện. 
Vậy 1/R, + 1, + U/R; + UR, = 
= 4ín - 2.1/r = 2ƒr. 
Theo bất đẳng thức Bunhiacôpxki ta có : 
(Rị + Rý + Rị + R)Q/R, + R, + ÚRỊ 
+ 1R.) > 16<©=R|+R,+R, +, > 8r. 


Vậy giá trị nhỏ nhất của tổng R, + H; + 
Ry +, là 8r và đạt được khi tứ diện ABCD 
có các bán kính mặt cầu bàng tiếp bằng 
nhau tức là tứ điện ABCD có diện tích các 
mặt bằng nhau (theo (1)) và do đó tứ diện 
là gần đều. 

Bài toán 142 (T9/149) 

a) Kẻ Ay' /¡ By, DD' J/ BA với D' trên Ay'. 
Khi đó AD' = BD và d/Ac + b/AD' = b 

Gọi 7 là điểm chia trong Ð”C theo tỈ lệ œ : 6. 
Kẻ hình bình hành AM/N (M trên Ay', N 
trên Ax). Ta có : 


AMjIAD' = NIAD' = IC(CD' = ICGD' + 1O) = 
+ b/(œ + b). 


Tương tự 
ANIAC = aÍ(b + a). 
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Vậy 
AM/AD' + ANIAC = 1. 

Dodó AM = bí/h, AN = qaÌb. 

Vậy M, N và do đó ï là những điểm cố 
định. Gọi 17 là đoạn thẳng thuộc đường 
thẳng qua 7, song song với AB và bị chắn 
bởi hai mặt phẳng song song, một mặt chứa 
Az, một mặt chứa By, Khi đó đoạn 7. cố định 
và nằm trong mặt phẳng (DD'C) cắt DC. 

b) Hai tam giác ABD và AD'D bằng nhau. 
Vậy thể tích chớp C.ABD bằng thể tích chớp 
C.AD'D. Do đường cao hạ từ Ð của tứ diện 
CAD'D là không đổi nên thể tích tứ điện đó 
nhỏ nhất khi điện tích AD'C nhỏ nhất. Vậy 
thể tích ABCD nhỏ nhất khi diện tích AD'C 
nhỏ nhất. 

Ta có 


ẨAMN AM ÁN _ 
S — AD''AC 





^AD'€ 

Ẹ (2an g AO 2 = 1⁄4 
và có dấu bằng khi AM/ADˆ = AN/AC hay 
ANIAC = 1/2, AC = 2AN = 9alk (do đó 
BD = AD' = ĐbjR). 

Bài toán 143 (T12/153) 

Kí hiệu m = AB, n = CD, (từ đó 
mn =c°). Cho M, N là trung điểm của AB 


và CD. Dễ dàng chứng minh XN là đường 
vuông góc chung của ÁB và CD 





Cho P là điểm bất kì trong không gian 
và P là điểm đối xứng với nó qua MN. Khi 
đó AP = BP và CP = DP. Tù đó : 

ƒŒ) = AP+ AP + CP+CP 

Nếu Q là giao điểm của PP = và MN thì 
AQ là trung tuyến của AAPP và C@ là trung 
tuyến của ACPP. Từ đó : 
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AP+AP>2AQ CP + CP > 2CQ. Vậy 
fŒ) = AP+ ÁP + CP+ CP > 2(AqQ+ CQ). 
Đạt x = MQ, y = NQ. Khi đó 


AQ + CQ = Jx? + m?14 + Yyˆ + nˆ/4 > 
> Ýœ +y)2+ (m + n)?14 
(do bất đẳng thức Bunhiacôpski). 
Tn có m?⁄4= BN?— MN? = 
= NERˆ- (r+ y). 
Do đó m?/4 + n24 + (x + y)) = 
= BN2 + nˆ2/A = (q2 + b2)/2. 
Vậy (x + y)2+ (m + n)?/4 = (a?+ b?+ c2)/2. 
Từ đó 
f(P) > 2(AQ + CQ) > 2J(a47 + b2 + c2)/2 
ƒŒ) > J2(4ˆ + b2 + c'. 
Dấu bằng xảy ra khi xớm = yín tức là khi 
QM/QN = AB/CD. 
Bài toán 144 (T12/15ã4) 
Từ M hạ các đường vuông góc 
ME, MF, MH lần lượt xuống các mặt phẳng 
(OBỞ), (OCA), (OAB). Khi đó ta có : 


# 
% + ưogcfVAosc = MEIAO ; 


+ VMmoc4'YsocaA = ME1BO ; 


VưoagVcoas = MHICO. 


Do đó ME/AO + MF/BO + MH/CO = 1. Kí 
hiệu ME = a, MF = b, MH = c, AO = +, 
BO = y, CÔ = z ta có aix + by + cíz = 1. 

a) Ta có 

(íø + Ýð + Ýe}  = 

= (W8E .Ýz + VBÿ . Vy + {eZ .VZ)? < 

< (a/x + bịy + cÍz)(x + y * z) =xz +y +2 
và có dấu bàng khi 

Va£x /Ýx = bjy !Ýy = Ýciy (Ýz 

Vậy x +y + z nhỏ nhất khi 

Ýa/xz =Ýb¡y=Ýc/z=] 
= (Ýø + Ýð + Ýc) /(x +>y +z) = 
= (đa +Ýð + Ýe)/(Wa + Ýð + Ýc)? 
x=Ýø (Vœ + ýð + Ýc) 
y= Võ (la + Vô + Ýe) 
z= Ýe ({a + ð + Ýe) 


hay 


b) Do tam diện vưông nên AB2+ BC2+ CA2= 
= (OA? + O2) + (OB2 + OC?) + 

+ (OC? + OA2) = 22 + y2 + z2), 
Ta có 


CWaz? + Ÿ¿? + Ýe?) = 

=(Wz? Wax Yaz + Yy? by. Ÿ6ÿ + 

+ W?? 7, Wez Yez ?9Ð < 

< @2+ y} + z?)(a/x + bịy + cíz)2 = 

=x2 + y2 + z2 

Vậy OA2 + OB2 + OC? nhỏ nhất khi bất 
đẳng thức trên có dấu = tức là 

aịx :x” = bịy : y2 = cíz : z2 

Wa?!x?= Ÿb7/y? = Ýc? ¡z2 ~ 

= (CÑWa? + Ýb? + V5 rớt + y? + 2) 


=CWa*+ Äo?+ Ye*/(Wa?+ o?+ Yc?? 
hay x= Ÿøœ(Ÿa?+ s7 + Ÿc”) 
y= We(Ýa? + Ÿb?+ Ye?) 
Bài toán 145 (T12/164) 


Th có kết quả quen biết sau : trong số các 
đa giác n cạnh nội tiếp cung một đường tròn 
thì đa giác đếu có diện tích lớn nhất, 

Gọi Ở là tâm hình cầu là chân đường 
vuông góc hạ từ Ø xuống mặt phẳng 
4iA;...A„. Gọi ? ? ? là giao điểm của đường 
thẳng OH với mặt cầu nhỏ cách xa mật 
phẳng A¡A,.. A, nhất. Đạt x = OH ta có 


0 <x<4. Với mỗi z ta có quan hệ thể tích : 


S,H .dt (A,A,... Á„) < 


1 
<g SH dt (BỊB,.... B,). 





ở đó B,B,... B„ là đa giác đều n cạnh nội tiếp 
trong cùng một đường tròn ngoại tiếp đa 
giác A,A.,... A,. 

Có SH =x+ 1; R?= HA‡ 


= OA? ~ OHẺ = 16 - x2, 


dt (B,... B„) = n/2 (16 — x?) sìn(2x/n). 
Vậy 


"n. „2m 
W xa & g5in (T—) œ+ D(16 = x2) 


x€(0,4] 

Xét ƒœ) = (x + 1)(16 -— x2) 

= —x3 — x2 + 16&x + 16 

với z € [0, 4] 

fŒ) = ~ 3x? — 2x + 16; 

f?@)=0 “+, = 2 (do x € [0, 4ð]. Vậy : 
fax = max{ ƒ(0), ƒ(2), /4 } = ƒ/2~ 36. Từ đó : 


_ 6,2 

V cố; 4. < 6asin Km) và thể tích 
hình chóp S.A,A,..A, lớn nhất bằng 
6n sin(2x/n) đạt được khi Ai...A„ là đa giác 


đều nội tiếp trong đường tròn thiết diện cách 
tâm O một khoảng x = 2, còn S' trên mặt 
cầu nhỏ cách xa thiết diện nhất. 


Bài toán 146 (T9/147) 





Hạ DH + (ABC), HA, ¡ BC, HB, + CA và 
HGLAB Khí đó ta cũng có 
DA, 1 BC, DB, 1L CA và DC, + AB 


Đặt HA, = Iz|, ⁄#B; = |y| và 1C, = lz| 


Ta quy ước z > 0 khi Á và H nằm cùng 
phía đối với đường thẳng BC ; x < 0 trong 
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trường hợp ngược lại ;+x = 0 khi H nằm trên 
BC. Quy ước tương tự đối với y và z. Khi đó 
ta sẽ CÓ : 


ax + by + cz = 2S ue 


Từ điều kiện đế bài suy ra diện tích toàn 
phần tứ diện ABCD nhỏ nhất khi và chỉ khi 
diện tích xung quanh (kÍ hiệu Sư) của tứ 


diện đó nhỏ nhất. Th có : 
25= ajx+ h +b{y2+ h? +eÝ z2+ nỉ 
Suy ra 
4SẺ,= øˆ'(x2+ h2)+ 02(y2+ h?3+ c2(z?+ h2}+ 
+ 2ab{ (1+ h2@2 + h2) + 
+ 2ac{ œ& + n2? + hÐ + 
+ 2bc|G@ + 822 + h2) 


Ấp dụng bất đẳng thức Bunhiacốpxki cho 
các bộ số (x, y, ñh, h) ; (x, z, h, h) ; Úy,z, h, h) 
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từ (Ú) ta được : 

4SẼ,> a2(v2+ h?)+ b2Q2+ hẺ)+ c2ø2+ hề)+ 

+2ab(xy+ h2)+ 2ac(xz+ h2)+ 2bc(yz+ h2) (2) 
Dấu " = " xây ra khi và chỉ khi 


x/h = ylh = z/h hay x = y = z. Sau khi khai 
triển và rút gọn vế phải của (2) ta có : 


(2) ©œ4S2 > (a + b + c)2h? + (ax + by + cz)2 
x 


4S) >(a+b +c}?.h?. 4S? „. 
+4 ) 4c 


+ 


(@+b+c)*h? 
——n 45C consi. 


=S 3> 


Từ đó suy ra Sự nhận giá trị nhỏ nhất 
khí và chỉ khi x = y = z. Vậy diện tích toàn 
phần tứ diện ABCD nhỏ nhất khi và chỉ khi 
x=y =z tức khi và chỉ khi hỉnh chiếu của 
D xuống mật phẳng (ABC) trùng với tâm 
đường tròn nội tiếp AABC. 
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